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Vorwort. 


JLrie  Vorlesungen  über  Dynamik,  welche  den  ersten  und 
hauptsächlichen  Bestandtheil  dieses  Bandes  bilden,  sind,  mit  Aus- 
nahme des  von  mir  hinzugefügten  Schlusses  (p.  291 — 300),  nach 
den  an  der  Königsberger  Universität  im  Winter  1842 — 1843  von 
Jacobi  gehaltenen  Vorträgen  von  dessen  damaligem  Zuhörer 
Herrn  Borchardt  aufgezeichnet  und  später  von  demselben  über- 
arbeitet worden. 

Den  Rest  des  Bandes  bildet  eine  Sammlung  von  nachge- 
lassenen Abhandlungen  Jacobi 's,  welche  sich  auf  Dynamik  und 
auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  beziehen. 
Die  zahlreichen  in  diese  Gebiete  einschlägigen  längern  und  kür- 
zern Aufsätze,  welche  sich  im  Nachlass  vorfanden,  erwiesen  sich 
nvu'  zum  kleineu  Theil  als  verAvendljar ;  die  meisten  derselben 
waren  entweder  ganz  unvollständig,  oder  Vorstudien  zu  Abhand- 
lungen, welche  bei  Jacobi's  Lel)zeiten  von  ihm  selbst  heraus- 
gegeben worden  sind.  Der  Mannigfaltigkeit  des  hinterlassenen 
Materials  und  den  mit  der  Sichtung  desselben  verbundenen 
Schwierigkeiten  ist  es  zuzuschreiben,  dass  der  Druck  dieser 
Sammlung  erst  jetzt  beendigt  ist,  obgleich  die  benutzten  Manu- 
scripte  sich  schon  seit  1860  in  meinen  Händen  befunden  haben. 

Die  hier  erscheinenden  fünf  Abhandlungen  vmifassen  alles 
zur  Veröffentlichung  Geeignete,  was  aus  den  erwähnten  Gebieten 
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vom  Jaco bischen  Nachlass  noch  zurückgeblieben  ist,  nachdem 
eine  grosse  und  wichtige  Arbeit  über  die  Integi'ation  der  partiellen 
Differentialgleichungen  bereits  im  60^'^'^"  Bande  mid  eine  kleinere 
über  die  Bestimmung  der  Ordnung  eines  Systems  von  Differential- 
gleichungen im  64^*^'^°  Bande  des  Journals  für  Mathematik  heraus- 
gekommen sind. 

Ueber  die  Zeiten,  in  welchen  die  fünf  Abhandlungen  des 
vorliegenden  Bandes  entstanden  sind,  lassen  sich,  da  ein  Datum 
in  keinem  der  Manuscripte  verzeichnet  steht,  nur  Vermuthungen 
aufstellen.  Diese  beruhen  entweder  auf  der  Vergleichung  des 
Inhalts  mit  Jacobi's  Entwicklungsgang  oder  finden,  wo  dieses 
Mittel  versagt,  wenigstens  einen  äussern  Anhalt  in  Jacobi's 
Schrift,  welche  im  Lauf  seines  Lebens  nicht  unbedeutende  Verän- 
derungen erfahren  hat. 

Es  ist  wahrscheinlich,  dass  die  zweite  Abhandlung  aus 
Jacobi's  letzten  Jahren  stammt.  Die  übrigen  dinften  der  Zeit 
nach  den  Köuigsberger  Vorträgen  über  Dynamik  nahe  stehen, 
und  zwar  ist  die  fünfte  jedenfalls  erst  nachher  verfasst. 

Es  bleibt  mir  übrig,  die  Unterstützung  dankbar  zii  er- 
wähnen, welche  dem  Unternehmen  durch  die  Munificenz  der 
Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  gewährt 
worden  ist. 

Giessen,  den  19.  März  1866. 
,      ,  Clebsch. 

-    '^ 


*% 


4         * 


Inhaltsverzeichniss. 


Vorlesungen  über  Dynamik. 

Seile 

Erste  Vorlesung.     Einleitung 1 

Zweite  Vorlesung.     Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung.      Symbolische  Formel   für 

dieselben.    Die  Kräftefunction 6 

Dritte  Vorlesung.     Das  Frincip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunkts.       ...       15 

Vierte  Vorlesung.     Das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft 18 

Fünfte  Vorlesung.    Das  Princip  der  Erhaltung  der  Plächenräume 31 

Sechste  Vorlesung.     Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung 43 

Siebente  Vorlesung.      Fernere  Betrachtungen   über  das   Princip   der  kleinsten  Wirkung. 

Die  Lagrange'schen  Multiplicatoren 51 

Achte  Vorlesung.     Das  Hamilton'sche   Integral   und   die   zweite  Lagrange'sche  Form   der 

dynamischen  Gleichungen 58 

Neunte  Vorlesung.     Die  Hamilton'sche  Form  der  Bewegungsgleichungen 67 

Zehnte  Vorlesung.     Das  Princip  des  letzten  Multiplicators.     Ausdehnung  des  Euler'schen 

Multiplicators  auf  drei  Veränderliche.  Aufstellung  des  letzten  Multiplicators  für  diesen  Fall.  71 
Elfte  Vorlesung.     Uebersicht  derjenigen  Eigenschaften  der  Determinanten,   welche  in  der 

Theorie  des  letzten  Multiplicators  benutzt  werden 85 

Zwölfte  Vorlesung.  Der  Multiplicator  für  Systeme  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen.  .  90 
Dreizehnte  Vorlesung.     Functionaldeterminanten.     Ihre  Anwendung   zur  Aufstelhmg   der 

partiellen  Differentialgleichung  für  den  Multiplicator 100 

Vierzehnte  Vorlesung.     Die   zweite  Form   der  den  Multiplicator  definirenden  Gleichung. 

Die  Multiplicatoren  der  stufenweise  reducirten  Systeme  von  Differentialgleichungen.     Der 

Multiplicator  bei  Benutzung  particularer  Integrale        106 

Fünfzehnte  Vorlesung.      Der  Multiplicator  für   Systeme   von   Differentialgleichungen    mit 

höheren  Differentialquotieuten.  Anwendung  auf  ein  freies  System  materieller  Punkte.  .  118 
Sechzehnte  Vorlesung.     Beispiele    für    die  Aufsuchung    des    Multiplicators.      Anziehung 

eines  Punkts  nach  einem  festen  Centram  im  widerstehenden  Mittel  und  im  leereu  Raum.  125 
Siebzehnte  Vorlesung.     Der  Multiplicator  für  die  Bewegungsgleichungen  unfreier  Systeme 

in  der  ersten  Lagiange'schen  Form 132 

Achtzehnte  Vorlesung.     Der  Multiplicator  für  die  Bewegungsgleichungen  unfreier  Systeme 

in  der  Ilamilton'schen  Form 141 

Neunzehnte  Vorlesung.  Die  Hamilton'sche  partielle  Differentialgleichung  und  ihre  Aus- 
dehnung auf  die  isoperimetrischen  Probleme 143 

Zwanzigste  Vorlesung.  Nachweis,  dass  die  aus  einer  vollständigen  Lösung  der  Hamilton- 
schen  partiellen  Differentialgleichung  abgeleiteten  Integralgleichungen  dem  Systeme  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  wirklich  genügeu.  Die  Hamilton'sche  Gleichung  für 
den  Fall  der  freien  Bewegung 157 

Einundzwanzigste  Vorlesung.    Untersuchung  des  Falles,  wo  (  nicht  explicite  vorkommt.     163 

Zweiundzwanzigste  Vorlesung.  Lagrange's  Methode  der  Integration  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen.  Anwendung 
auf  die  mechanischen  Probleme,  welche  nur  von  zwei  Bestimmungsstücken  abhängen.  Die 
freie  Bewegung  eines  Punkts  in  der  Ebene  und  die  kürzeste  Linie  auf  einer  Oberfläche.     168 

Dreiundzwanzigste  Vorlesung.  Reduction  der  partiellen  Differentialgleichung  für  die- 
jenigen Probleme,  in  welchen  das  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  gilt,       .     .     .     177 

Vierundzwanzigste   Vorlesung.     Bewegung  eines  Planeten   um  die  Sonne.     Lösung  in 

Polarcoordinaten 183 


*  f 

#' . 

4 


VI       — 

Seite 
Fiinfuudzwauzigste  Vorlesung.     Lösung  desselben  Problems  durch  Einführung  der  Ab- 
stände des  Planeten  von  zwei  festen  Punkten 189 

Sechsundzwanzigste  Vorlesung.     Elliptische  Coordinaten 198 

Siebenundzwanzigste  Vorlesung.  Geometrische  Bedeutung  der  elliptischen  Coordinaten 
in  der  Ebene  und  im  Räume.  Quadratur  der  Oberfläche  des  BUipsoids.  Rectification  sei- 
ner Krümmungslinicn 207 

Achtundzwanzigste  Vorlesung.     Die  kürzeste  Linie  auf  dem  dreiaxigeu  EUipsoid.    Das 

Problem  der  Karteuprojection 212 

Neunundzwanzigste  Vorlesung.    Anziehung  eines  Punkts  nach  zwei  festen  Centren.    .    221 

Dreissigste  Vorlesung.     Das  Abel'sche  Theorem 231 

Einunddreissigste  Vorlesung.  Allgemeine  Untersuchungen  über  die  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung.     Die   verschiedenen  Formen  der  Integrabilitätsbedin- 

guugeu 237 

Zweiunddreissigste  Vorlesung.  Directer  Beweis  für  die  allgemeinste  Form  der  Inte- 
grabilitätsbedinguugen.     Einführung  der  Functionen  H,   welche,   willkürlichen  Coustanten 

gleichgesetzt,  die  j)  als  Functionen  der  q  bestimmen 248 

Dreiunddreissigste  Vorlesung.     Ueber  simultane   Lösungen  zweier  linearen  partiellen 

Differentialgleichungen 255 

Vierunddreissigste  Vorlesung.  Anwendung  der  vorhergehenden  Untersuchung  auf  die 
Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  ins  Besondere  auf 
den  Fall  der  Mechanik.     Satz   über  das  aus  zwei  gegebenen  Integralen  der  dynamischen 

Differentialgleichungen  herzuleitende  dritte  Integral 264 

Pünfunddreis  sigste  Vorlesung.  Die  beiden  Classen  von  Integralen,  welche  man  nach 
der  Hamilton'scheu  Methode    für   die   mechanischen  Probleme   erhält.     Bestimmung  der 

Werthe  von  (7,  fp)  für  dieselben , 272 

Sechsunddreissigste  Vorlesung.     Die  Störungstheorie 279 

Die  Integration  der  nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (vom  Her- 
ausgeber)  291 

Nachgelassene  Abhandlungen. 

Ueber  diejenigen  Probleme  der  Mechanik,  in  welchen  eine  Kräftefunction 
existirt,  und  über  die  Theorie  der  Störungen. 

Einleitung , 303 

§  1.     Die  Bewegungsgleichungen  bei  Existenz  einer  Kräftefunction.    Gleichung  der  lebendigen 

Kraft 304 

J  2.    Die  Hamilton'sche  Form  der  Integralgleichungen.    Die  Grundfunction 308 

§  3.     Die  charakteristische  Function  für  die  Planetenbewegung 316 

g  4.    Form  der  Integralgleichungen  für  unfreie  Bewegungen 319 

?  5.     Die  beiden  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  denen  die  charakteristische 

Function  genügt 320 

2  6.    Allgemeineres  System  von  Integralgleichungen.    Es  genügt  die  charakteristische  Function 

der  ersten  partiellen  Differentialgleichung  zu  unterwerfen 324 

J  7.     Ueber  den  Zusammenhang  verschiedener  Systeme   von  Integralgleichungen,  welche  aus 

der  Benutzung  verschiedener  vollständiger  Lösungen  fliesseu 328 

?  8.     Die  charakteristische  Function  für  das  Problem  der  Planetenbewegung  aus  der  partiellen 

Differentialgleichung  entwickelt 331 

g  fl.    Andre  Methoden,  welche  bei  beliebigem  Anziehungsgesetz  brauchbar  bleiben 334 

?  10.    Die  zweite  Lagiange'sche  und  die  Hamilton'sche  Form  der  Differentialgleichungen  der 

Bewegung 346 

?  11.  Hamiltou's  Methode  zu  der  von  ihm  angegebenen  Form  der  Integralgleichungen  zu  ge- 
langen  355 

§  12.     Die  partielle  Differentialgleichung  für  das  Problem  der  Rotation 362 

§  13.     Zurückführung  der  allgemeinsten  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  auf  ein 

einziges  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 364 

I  14.  Es  wird  gezeigt,  wie  umgekehrt  jede  vollständige  Lösung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  die  Integrale  eines  gewissen  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen liefert.      ...         369 


—       VII       — 

Serie 

?  15.    Ausdrücke  der  charakteristischen  F'imctiou  und  ihrer  Differentialquotienten,  bei  unfreier 

Bewegung,  durch  die  ursprünglichen  (Joordiiiaten 376 

J  16.     Untersuchung  des  Falles,    in   welchem  die  vollständige  Lösung  eine  zu  grosse  Anzahl 

von  Coustanten  enthält,  welche  durch  Bedingungsgleichungen  mit  einander  verbunden  sind.     380 

g  17.     Ueber  den  Fall,  in  welchem  die  vollständige  Lösung  überzählige  Constanten  enthält.  .    382 

I  18.  Lösung  mit  überzähligen  Constanten ,  wenn  die  partielle  Differentialgleichung  die  ge- 
suchte Function  selbst  enthält 385 

J  19.  Andre  Darstellung.  Ueber  die  zweite  von  Hamilton  aufgestellte  partielle  Differential- 
gleichung  388 

l  20.     Nachweis,  dass  sich  die  in  grösserer  Anzahl  vorhandenen  willkürlichen  (Jonstanten  aus 

der  gefundenen  Function  mit  Hülfe  ihrer  Differentialquotienteu  wirklich  eliminiren  lassen.     390 

§  21.     Gleichungen  zwischen  den  Differentialiiuotienten  der  Variablen  nach  den  Coustanten  und 

denen  der  Constanten  nach  den  Variablen 395 

J  22.     Anwendung  der  entwickelten  Formeln  auf  die  freie  Bewegung 400 

1  23.     Behandlung  der  Aufgabe,  bei  überzäliligeu  Constanten  die  zu  grosse  Anzahl   von  Inte- 

gralgleichungen auf  die  hinreichende  zurückzuführen,  deren  Constanten  Functionen   der 

früheren  sind.     Fall  der  Planetenbewegung 402 

§  24.     Allgemeine  Behandlung  derselben  Aufgabe 406 

J  25.     Wie  man  aus  einer  gegebeneu  vollständigen  Lösung  eine  andere  ableitet,   deren  Con- 

stauteu  die  Anfangswerthe  der  Variablen  sind 410 

2  26.     Beispiel  der  Planetenbewegung 413 

i  27.    Die  Lagrange'schen  Störungsformeln 416 

i  28.    Die  Poisson'schen  Störungsformeln.    Der  Poisson'sche  Satz 421 

J  29.    Andrer  Beweis   des  Poisson'schen   Satzes.     Wie  aus  zwei  Integralen  der  dynamischen 

Gleichungen  weitere  gefunden  werden 426 

g  30.     Einfachste  Störungsformeln  für  ein  System  canonischer  Elemente 428 

J  31.     Die  Störungsformeln  für  die  Planetenbewegung 430 

2  32.    Uebergang  von  einem  System  canonischer  Elemente  zu  einem  andren 432 

?  33.    Eigenschaften  der  Ausdrücke  [«;,  "J,  ("j,  «i)-  Bestimmung  einer Störungsfunction,  welche 

beliebig  gegebene  Aenderungen  der  Elemente  liefert 436 

J  34.  Beweis,  dass  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Störungsfunction ,  den  Lagrange- 
BChen  Formeln  entsprechend,  sich  nur  auf  eine  Weise  als  lineare  Functionen  der  Diffe- 
reutialquotienten  der  Constanten  darstellen  lassen,  deren  Coefficienten  von  der  Zeit  un- 
abhängig sind 439 

J  35.  Beweis,  dass,  den  Poisson'schen  Formeln  entsprechend,  die  Differentialquotienten  der 
Constanten  sich  nur  auf  eine  Art  als  lineare  Functionen  der  partiellen  Differential- 
quotienten der  Störungsfunction  so  darstellen  lassen,  dass  die  Coefficienten  von  der  Zeit 

unabhängig  sind.      , 442 

?  36.    Weiteres  über  die  Ausdrücke  {"^,  i/^) 445 

?  37.     Aus  den  Störungsgleichuugen   für  e  i  n   System  canonischer  Elemente  werden   die  Stö- 

rnngsgleichungen  für  ein  anderes  derartiges  System  abgeleitet 446 

2  38.    Noch  andere  vollständige  Lösungen  und  andere  Systeme  canouischer  Elemente.   .     .     .     449 
^  39-     Modificationen,  welche  eintreten,  wenn  die  Kräftefunction  des  ungestörten  Problems  die 

Zeit  nicht  enthält 4,53 

i  40.     Betrachtung  der  Fälle,  in  welchen  die  Kräftefunction  durch  Drehung  oder  Verschiebung 

des  Coordiuatensystems  keine  Aenderung  erfährt ,     459 

§  41.     Ueber  den  Charakter  und  die  Tragweite  der  oben  aufgestellten  Theoreme 464 

g  42.     Allgemeinste  Transformation  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung.    .     .     468 

Ueber    die   vollständigen   Lösungen   einer    partiellen   Differential- 
gleichung erster  Ordnung. 

J  1.  Zusammenhang  der  vollständigen  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit  dem 
System  der  vollständigen  Integralgleichungen  eines  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen  471 

J  2.     Von  den  überzähligen   willkürlichen  Constanten 475 

i  3.  Anwendung  der  vorigen  Betrachtungen  auf  das  aus  einer  vollständigen  Lösung  mit  über- 
zähligen Constanten  entspringende  System  der  dynamischen  Integralgleichungen.       .     ,     .     481 


VIII       

Seite 

J  4.     Wie  man  aus  einer  beliebigen  vollständigen  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung 

erster  Ordnung  alle  ihre  übrigen  Lösungen  ableitet 484 

55.  Wie  mau  aus  einer  vollständigen  Lösung  alle  vollständigen  Lösungen  ableiten  kann, 
wenn  die  partielle  Differentialgleichung  die  gesuchte  Function  selbst  nicht  enthält,  und 
wie  alle  verschiedenen  vollständigen  Lösungen  dieselben  dynamischen  Integralgleichungen 
geben 491 

J  6.     Ueber  die  bei  der  Ableitung  einer  vollständigen  Lösung  aus  einer  andern  auftretenden 

Functioualdetermiuanten 497 

J  7.     Ausdehnung  der  vorhergehenden  Untersuchungen  auf  den  allgemeinern  Fall,  in  welchem 

die  partielle  Differentialgleichung  auch  die  gesuchte  Function  selbst  enthält 502 

?  8.     Wie  man  von  einer  abgeleiteten  Lösung  zu  der  ursprünglichen  zurückgelangt 506 

Ueber    die    Integration    der   partiellen    Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen   vier  Variablen. 

1.  Historisches 510 

2.  Die  Lagrange'sche  Methode  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen,  in  welcher  die  abhängige  Veränderliche 
selbst  nicht  vorkommt 511 

3.  Anwendung  auf  eine  Classe  mechanischer  Probleme 514 

4.  Ueber  die  Weiterbildung  der  Lagrange'schen  Methode 515 

5.  Partielle  Differentialgleichung  mit  drei  unabhängigen  Veränderlichen,  welche  die  gesuchte 
Function  nicht  enthält.  Exposition  der  Aufgabe.  Erstes  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen, von  welchen  ein  Integral  zu  suchen  ist 517 

6.  Aufstellung  zweier  linearer  partieller  Differentialgleichungen,  von  denen  eine  gemeinsame 
Lösung  zu  suchen  ist ,     •    •    520 

7.  Hülfssatz  zur  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Lösung 522 

8.  Bestimmung  der  gemeinsamen  Lösuug.  Vollständige  Integration  des  in  5.  benutzten 
Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 524 

9.  Besonderer  Charakter  der  erhaltenen  Integrale  des  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen.   .         526 

10.  Die  Ordnung  der  zur  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Lösung  nothwendigen  Integrationen 
kann  sich  unter  Umständen  erniedrigen 527 

11.  Zahl  und  Ordnung  der  nach  dieser  Methode  erforderlichen  Integrationen 528 

12.  Das  bei  der  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Lösung  benutzte  System  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen.    Seine  vollständige  Integration.     Sein  Multiplicator 529 

De  aequationum  differentialium  isoperimetricarum  transformationibus 
earumque   reductioue   ad   aequationem   d iffereutialem   partialem  primi 

ordinis  non  linearem. 

Transformatio  prima 534 

Transformatio  altera.     Reductio  problematum   isoperimetricorum  ad  aequatioues  differentiales 

partiales  primi  ordinis  non  lineares 539 

De  aequationum  differentialium  systemate  non  normali  ad  formam  nor- 
malem revocando. 

§  1.  Systematis  m  aequationum  differentialium  ordo  et  brevissima  in  formam  normalem  re- 
ductio determinantur  per  solutionem  problematis,  datum  m'  quantitatum  Schema  quadra- 
ticum  per  numeros  minimos  I,,  ',,...  '„  singulis  horizontalibus  addendos  ita  transformandi, 
ut  ?H  maximorum  transversalium  systemate  praeditum  evadat.    Solutio  exemplo  illustratur.    551 

?  2.  Regula  exponitur  ad  inveniendos  numeros  minimos  ?,,?,,... /^^, ,  dato  quocunque  eorum 
numerorum  systemate,  aut  datis  tantum  schematis  quadratici  termiuis,  qui  post  numerorum 
',.',1  ■.,',„  additionem  m  maxima  transversalia  praebent.     Exemplum  regulae  adjicitur.     .    561 

?  3.  Solutio  problematis  de  schemate  quadratico  m'  quantitatiim  ad  systema  m  aequationum 
differentialium  applicatur.  Forma  aut  forniae  normales,  ad  quas  systema  propositum  per 
reductionem  brevissimam  revocari  possit.     Aliae  reductiones  in  formam  normalem.  .     .     .     567 

?  4.  Reductio  systematis  propositi  ad  uuicam  aequationem  differentialem.  Regula  ad  reductio- 
nem inveniendam  datur  et  exemplo  illustratur.    Forma  elegans  qua  regulam  enuntiare  liceat.     570 

i  5.     Conditio  determinatur  qua  hat,  ut  systematis  aequationum  differentialium  propositi  ordo 

deprimatur 577 


Vorlesungen  über  Dynamik. 


Erste  Vorlesung-. 

E  i  11  ]  o  i  t  u  n  g. 

JLliese  Vorlesung^en  werden  sich  mit  den  Vorlheilen  beschäfligen, 
welche  man  bei  der  Integration  der  DilFerentialgleichungen  der  Bewegung  aus 
der  besonderen  Form  dieser  Gleichungen  ziehen  kann.  In  der  Mecanique 
analylique  findet  man  Alles,  was  sich  auf  die  Aufgabe  bezieht,  die  Dill'erential- 
gleichungen  aufzustellen  und  umzuformen,  allein  für  ihre  Integration  ist  sehr 
wenig  geschehen.  Die  in  Rede  stehende  Aufgabe  ist  kaum  gestellt;  das 
Einzige,  was  man  dahin  rechnen  kann,  ist  die  Methode  der  Variation  der 
Constanten,  eine  Naherungsmethode,  welche  auf  der  besonderen  Form  der  in 
der  Mechanik  vorkommenden  Diiferentialgleichungen  beruht. 

Unter  der  grossen  Menge  von  Aufgaben,  welche  die  Mechanik  dar- 
bietet, wollen  wir  nur  diejenigen  betrachten,  welche  sich  auf  ein  System  von 
n  materiellen  Punkten  beziehen,  d.  h.  von  71  Körpern,  deren  Ausdehnung  man 
vernachlässigen  kann  und  deren  Masse  man  im  Schwerpunkt  befindlich  an- 
nimmt. Wir  wollen  ferner  nur  solche  Probleme  berücksichtigen,  bei  welchen 
die  Bewegung  allein  von  der  Configuration  der  Punkte  und  nicht  von  ihrer 
Geschwindigkeit  abhängt.  Hierdurch  sind  also  namentlich  alle  Probleme  aus- 
geschlossen, bei  welchen  der  Widerstand  in  Reclinung  zu  ziehen  ist. 

Wir  werden  zuerst  die  Dillerentialgleichungen  für  die  Bewegung  eines 
solchen  Systems  aufstellen  und  dann  die  Principe  durchgehen,  welche  für 
dasselbe  gelten.     Diese  Principe  sind : 

1.  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerpunkts. 

2.  Das  Princip  der  Elrhaltung  der  lebendigen  Kraft. 

3.  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Flächenräume. 

4.  Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  oder,  wie  es  besser  heissen  sollte, 
des  kleinsten  Kraftaufwandes. 

Jacobi,   Dynamik.  1 


Die  drei  ersten  dieser  Principe  geben  Integrale  des  aufgestellten  Systems 
von  Ditrerentialgleicliungen;  das  letzte  Princip  giebl  kein  Integral,  sondern 
nur  eine  symbolische  Formel,  in  welche  das  System  von  DilTerentialgleichungen 
sich  zusammenfassen  lässl.  Dasselbe  ist  aber  darum  nicht  minder  wichtig, 
und  Lacjranrje  hat  sogar  ursprünglich  aus  ihm  alle  seine  Resultate  in  der 
Mechanik  hergeleitet.  Später,  als  er  jene  Resultate  streng  begründen  wollte, 
verliess  er  das  Princip  der  kleinsten  ^Yirkung  und  nahm  (zuerst  in  der  von 
der  Pariser  Akademie  gekrönten  Preisschrift  über  die  Libration  des  Mondes, 
dann  aber  vorzüglich  in  der  Mecanique  analytique)  das  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  zur  Basis  seiner  Enlwickelungen.  So  wurde  also  das 
Princip  der  kleinsten  Wirkung,  welches  die  Muller  aller  neuen  Resultate  ge- 
wesen war,  ungebührlich  hinlenangeselzt. 

Ich  habe  ein  neues  Princip  der  xMechanik  hinzugefügt,  welches  darin 
mit  den  Principen  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  und  dem  der  Flächen- 
räume übereinstimmt,  dass  es  ein  Integral  giebl;  aber  übrigens  ist  es  ganz 
anderer  Natur.  Erstens  ist  es  allgemeiner  als  jene  Principe;  denn  es  gilt, 
sobald  die  Dilferentialgleichungen  nur  die  Coordinalen  enliialten;  ferner:  wäh- 
rend jene  Principe  erste  Integrale  der  Form  geben:  Function  der  Coordinalen 
und  ihrer  Diil'erentialquotienlen  gleich  einer  Conslanlen,  Integrale  also,  aus 
deren  DiH'erentialion  Gleichungen  fliessen,  die  durch  Benutzung  der  gegebenen 
Difierentialgleichungen  identisch  Null  werden,  giebt  das  neue  Princip  bei  Vor- 
aussetzung der  vorhergehenden  Integrale  das  letzte.  Dies  Princip  lautet  nämlich: 
Nimmt  man  an,  dass  man  ein  Problem  der  3iechanik  bis  auf  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zurückgeführt  habe,  so 
kann  man  den  Mulliplicator  dieser  Differentialgleichungen  allgemein  angeben. 

In  Fällen,  wo  die  übrigen  Principe  ein  Problem  auf  eine  Dilferenlial- 
oleichung  erster  Ordnung  zurückführen,  wird  also  durch  das  neue  Princip  die 
Aufgabe  vollständig  gelöst.  Hierher  gehört  das  Problem  der  Anziehung  eines 
Punktes  nach  einem  festen  Cenirum,  wobei  das  Gesetz  der  Anziehung  be- 
liebig ist,  ferner  das  der  Anziehung  nach  zwei  festen  Centren,  vorausgesetzt, 
dass  die  Anziehung  nach  dem  AVw'/owschen  Gesetz  staltfindet,  und  die  Rotation 
eines  von  keinen  äusseren  Kräften  sollicilirlen  Körpers  um  einen  Punkt.  Bei 
der  Anziehung  nach  zwei  festen  Centren  ist  freilich  ausser  der  Anwendung 
der  älteren  Principe  ein  von  Eiiler  durch  besondere  Kunstgriffe  gefundenes 
Integral  nölliig,  durch  welches  erst  das  Problem  auf  eine  Differentialgleichung 
erster    Ordnung-    zwischen    zwei    Variablen    zurückgeführt    wird;    aber    diese 
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(rleicliiiiiff  ist  äusserst  compliciH,  und  ihre  Rileorallon  ist  eins  der  sfrössten 
Meisterwerke  Eiilers.  Durcii  das  neue  Princip  ergicbt  sich  ihr  Mulliplicalor 
von  selbst. 

Besonders  hervorzuheben  ist  diejenige  Chisse  von  Problemen,  für 
welche  zugleich  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  und  das  Princip  der  klein- 
sten Wirkung  gilt.  Himillou  hat  nämlich  bemerkt,  dass  man  in  diesem  Falle 
die  Aufgabe  auf  eine  nicht  lineare  partielle  üitlerentialgleichung  erster  Ord- 
nung zurückführen  kann.  Hai  man  eine  vollständige  Lösung  dieser  partiellen 
Dill'erentialgleichung  gefunden,  so  ergeben  sich  alle  Integralgleichungen  mit 
einem  Schlage.  Die  durch  die  partielle  Dilferenlialgleichung  definirte  Function 
nennt  Hamilton  die  charakteristische  Function. 

Hamilton  hat  den  schönen  Zusammenhang,  den  er  gefunden  hat,  etwas 
unzugänglich  gemacht  und  verdunkelt  und  zwar  dadurch,  dass  er  seine  cha- 
rakteristische Function  noch  zugleich  von  einer  zweiten  partiellen  Dill'erential- 
gleichung abhängig  macht.  Die  lliiizufügung  dieser  Bestimmung  macht  die 
ganze  Entdeckung  unnöthig  complicirt,  da  eine  genauere  Untersuchung  zeigt, 
dass  die  zweite  partielle  Differentialgleichung  vollkommen  überflüssig  ist. 

Wir  wollen  zur  Unterscheidung  folgende  Bezeichnungen  einführen: 
Die  Integrale  der  gewöhnlichen  Dilferentialirleichungen  wollen  wir  Integrale 
oder  Integralgleichungen  nennen,  die  Integrale  der  partiellen  Differential- 
gleichung dagegen  Lösungen.  Ferner  wollen  wir  bei  einem  System  von 
Differentialgleichungen  Integrale  und  Integralgleichungen  unterscheiden.  Inte- 
grale seien  diejenigen  ersten  Integrale,  welche  die  Form  haben:  Function 
der  Coordinaten  und  ihrer  Differentialquotienten  gleich  einer  Conslanten,  und 
deren  Differentialquolient  durch  das  gegebene  System  von  Differentialgleichun- 
gen identisch  gleich  Null  wird,  ohne  dass  man  andere  Integrale  zu  Hülfe 
ruft:  Integralgleichungen  heissen  alle  übrigen  Integrale.  In  diesem  Sinne 
geben  also  die  Principe  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächenräume  Integrale 
und  nicht  Integralgleichungen. 

Durch  die  Hamiltonsche  Entdeckung  hat  das  System  der  Integral- 
gleichungen dvv  mechanischen  Probleme  eine  sehr  merkwürdige  Form  erhalten. 
Wenn  man  nämlich  die  charakteristische  Function  nach  den  willkürlichen  Con- 
stanten, welche  sie  enthält,  differentiirt,  so  giebt  dies  die  Integralgleichungen  des 
gegebenen  Systems  von  Dilferenlialgleiehungen.  Dies  ist  analog  dem  Satz  von 
Lagrange,  wonach  sich  die  Dilferenlialgleiehungen  eines  Problems,  für  welches 
das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  gilt,  als  partielle  Differentialquolienten  einer 
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einzigen  Grösse  darslellen  laSsen.  Obgleich  nun  Hamilton  die  in  Rede 
stellende  Form  der  Inlegralgleichungen,  welche  sie  vermiltelst  der  charakteri- 
stischen Function  annehmen,  aufgestellt  hat,  so  hat  er  doch  nichts  zur  Auffindung 
der  charakteristischen  Function  gethan.  Hiermit  werden  wir  uns  beschäftigen, 
und  mit  Hülfe  der  gewonnenen  Resultate  die  Anziehung  nach  einem  festen 
Centrum,  nach  zwei  festen  Centren  und  die  Bewegung  eines  der  Schwere 
nicht  unterworfenen  Punktes  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid  (deren  Bestimmung 
mit  der  Auffindung  der  kürzesten  Linie  auf  dem  Ellipsoid  übereinkommt) 
behandeln. 

Der  von  Hamilton  entdeckte  Ziisanimcnhang  giebt  auch  neue  Auf- 
schlüsse über  die  Methode  der  Variation  der  Constanten.  Diese  Methode 
beruht  auf  folgendem:  Die  Integration  eines  Systems  von  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  enthalt  eine  bestimmte  Anzahl  von  willkürlichen 
Constanten,  welche  durch  die  Anfangspositionen  bestimmt  werden.  Bekommt 
nun  der  Punkt  während  der  Bewegung  einen  Stoss,  so  ändert  sich  dadurch 
nur  der  Werth  der  willkürlichen  Conslanten,  die  Form  der  Integralgleichungen 
i)leibt  dieselbe.  Bewegt  sich  z.  B.  ein  Planet  in  einer  Ellipse  um  die  Sonne, 
und  bekommt  er  während  der  Bewegung  einen  Stoss,  so  wird  er  sich  nun 
in  einer  neuen  Ellipse  oder  vielleicht  auch  in  einer  Hyperbel,  jedenfalls  in 
einem  Kegelschnitt  bewegen,  die  Form  der  Gleichung  ist  dieselbe  geblieben. 
Treten  nun  solche  Stösse  nicht  momentan  auf,  sondern  werden  sie  continuirlich 
fortgesetzt,  so  kann  man  die  Sache  so  ansehen,  als  ob  die  Constanten  sich 
continuirlich  änderten,  und  zwar  so,  dass  diese  Aenderungen  die  Wirkung  der 
störenden  Kräfte  genau  darslellen.  Diese  Theorie  der  Variation  der  Con- 
stanten wird  in  dem  Verlauf  unserer  Untersuchung  in  einem  neuen  Lichte 
erscheinen. 


Das  Princip  der  Erhallung  der  lebendigen  Kraft  umfassl  eine  grosse 
Classe  von  Problemen,  unter  welche  namentlich  das  Problem  der  drei  Körper 
gehört,  oder  allgemeiner,  das  Problem  der  Bewegung  von  n  Körpern,  welche 
sich  gegenseitig  anziehen. 

Jemehr  man  in  die  Natur  der  Kräfte  eindringt,  desto  mehr  reducirt 
man  Alles  auf  gegenseitige  Anziehungen  und  Abslossungen,  desto  wichtiger 
wird  also  das  Problem,  die  Bewegung  von  n  Körpern  zu  bestimmen,  welche 
sich  gegenseitig  anziehen.  Dieses  Problem  gehört  in  die  Kategorie  derjenigen, 
auf  welche    unsere  Theorie    anzuwenden  ist,    d.  h.  welche  sich    auf  die  Inte- 


gralion  einer  parliellen  DilFerentialgleicliuiig  zurückführen  lassen.  Man  erkonnl 
hieraus  die  Noihwendig-keil,  die  parliollon  üiHorentialgleiciuingen  zu  sludiren; 
aber  seit  30  Jahren'")  hat  man  sicii  nur  mit  den  linearen  parliellen  üillerential- 
gleichungen  beschäftigt,  während  für  die  nicht  linearen  nichts  geschehen  ist. 
Für  drei  Variablen  hat  bereits  Lagrange  das  Problem  absolvirt;  für  mehr 
Variablen  hat  Pfaß'  eine  zwar  verdienstliche  aber  unvollkommene  Arbeit  ge- 
macht. Nach  Pfalf  muss  man  zur  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 
zunächst  ein  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  inlegriron. 
Nach  Integration  derselben  hat  man  ein  neues  System  von  Dilferentialgleichun- 
gen  aufzustellen,  welches  zwei  Variablen  weniger  enthält;  dieses  wiederum 
zu  integriren  u.  s.  w.,  und  so  gelangt  man  endlich  zur  Integration  der  partiel- 
len Differentialgleichung.  Hiernach  hatte  also  Hamilton  durch  seine  Zurück- 
führung  der  Dillerenlialgleichung  der  Bewegung  auf  eine  partielle  Differential- 
gleichung das  Problem  auf  ein  schwierigeres  zurückgeführt;  denn  nach  /*/'«//' 
erfordert  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  die  Integration 
einer  Reihe  von  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  während  das 
mechanische  Problem  nur  die  Integralion  eines  Systems  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen erfordert.  Es  war  daher  hier  die  umgekehrte  Zurückführnny 
von  grösserer  Wichtigkeit,  wonach  eine  partielle  Differentialgleichung  sich  auf 
ein  einziges  System  von  Differentialgleichungen  zurückführen  lässt.  Das  erste 
Pfaffschc  Systeui  stimmt  nämlich  mit  dem  System,  auf  welches  die  Mechanik 
führt,  überein,  und  es  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  übrigen  Systeme  alsdann 
entbehrt  werden  können.  So  wie  in  diesem  Falle  kehrt  sich  die  Zurück- 
fübrung  eines  Problems  auf  ein  anderes  sehr  häufig  um,  indem  der  Fortschrill 
der  Wissenschaft  das  Erste  zum  Zweiten  macht  und  umgekehrt.  Das  Wichtige 
an  solchen  Zurückführungen  ist  der  Zusammenbang,  der  zwischen  zwei  Pro- 
blemen nachgewiesen  wird.  Der  in  Rede  stehende  Zusammenhang  lässt  er- 
kennen, dass  jeder  Fortschritt  in  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen auch  einen  Fortschritt  in  der  Mechanik  herbeiführen  muss. 

Ein  tieferes  Studium  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik  zeigt,  dass 
die  Anzahl  der  Integrationen  sich  immer  auf  die  Hälfte  zurückführen  lässt, 
während  die  andere  Hälfte  durch  Quadraturen  ersetzt  wird.  Es  giebt  ein 
?nerkwürdiges  Theorem,  welches  zeigt,  dass  ein  (pialitativer  Unterschied  zwischen 
den  Integralen  stattfindet.    Während  nämlich  einige  Integrale  nicht  mehr  Be- 


*)   Diese  Vorlesungen  wurden  im  Winter  1842 — 43  gehalten. 
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deulung  haben  als  Quadraturen,  giebt  es  andere,  welche  für  alle  übrigen  zu- 
sammengenommen gelten  können.  Dies  Theorem  lässt  sich  folgendermassen 
aussprechen:  Kennt  man  misser  dem  durch  das  Princrp  der  lebendigen  Kraft 
gegebenen  Integral  noch  zwei  Integrale  der  dynamischen  Gleichungen,  so  hann 
man  aus  diesen  beiden  ein  drittes  ßnden.  Ein  Beispiel  hiervon  sind  die  so- 
genannten Flächensätze,  deren  es  für  die  drei  Coordinatenebenen  giebl;  gelten 
von  diesen  zwei,  so  lässt  sich  der  dritte  daraus  ableiten. 

Hat  man  nach  dem  angeführten  allgemeinen  Satze  aus  zwei  Inte- 
gralen ein  drittes  gefunden,  so  lässt  sich  hieraus  und  aus  einem  der  früheren 
ein  viertes  finden,  n.  s.  w.  bis  man  auf  eins  der  gegebenen  zurückkommt. 
Es  giebt  Integrale,  welche  bei  dieser  Operation  das  ganze  System  der  In- 
tegralgleichungen erschöpfen,  während  bei  anderen  sich  der  Cyclus  früher 
schliesst.  Dieses  Fundamentaltheorem  ist  schon  seit  30  Jahren  zugleich  ge- 
funden und  verborgen.  Es  rührt  nämlich  von  Poisson  her,  und  war  auch 
Lagrange  bekannt,  der  in  dem  erst  nach  seinem  Tode  erschienenen  zweiten 
Theil  der  Mec.  anal,  dasselbe  als  Hülfssatz  brauchte*).  Aber  dieser  Satz 
ist  immer  in  einer  ganz  anderen  Bedeutung  genommen  worden:  er  sollte  nur 
zeigen,  dass  in  einer  Entwicklung  gewisse  Glieder  unabhängig  von  der  Zeit 
seien,  und  es  war  keine  geringe  Schwierigkeit,  in  demselben  seine  heutige 
Bedeutung  zu  sehen.  In  diesem  Salze  liegt  zugleich  das  Fundament  für  die 
Integration  der  partiellen  Dill'erentialgleichungen  erster  Ordnung. 


Zuleite  Vorlesung'. 

Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung.     Symbolisclie  Formel  für  dieselben. 
.    ,  .    Die  Kräftefunction. 

*  Wir  wollen  zunächst  ein  freies  System  von  materiellen  Punkten  be- 
trachten; wir  nennen  es  ein  System,  denn  wir  nehmen  an,  dass  die  Punkte 
den  äusseren  Kräften  nicht  unabhängig  von  einander  Folge  leisten,  in  welchem 
Falle  man  jeden  Punkt  für  sich  betrachten  konnte,  sondern  dass  sie  gegen- 
seitig auf  einander  einwirken,  so  dass  man  nicht  einen  ohne  die  anderen  be- 
trachten kann.  Dies  System  sei  ferner  ein  freies,  d.  h.  ein  solches,  in  welchem 
die    Punkte    den    Einwirkungen   der   Kräfte    ohne   Ilinderniss    folgen.      Irgend 


*)    M(?c.  anal.  Sect.  VII.  GO,  61.     (Band  II.  p.  70  folgg.  der  dritten  Ausgabe.) 
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einer  der  Punkte  des  Systems  habe  die  Masse  m,  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  x,  y,  z,  und  die  Componenten  der  auf  ihn  wirkenden  Kraft  seien  X, 
Y,  Z;   dann  hat  man  hekaunllich  folgende  Gleichungen  der  Bewegung: 

und  ähnliche  Gleichungen  giebt  es  für  alle  Punkte  des  Systems.  Die  Grössen 
X,  Y,  Z  hängen  von  den  Coordinalen  aller  u  Punkte  ab  und  können  auch 
(leren  Diirerenlialquotienlen  nach  der  Zeil  f  enthalten,  welches  namentlich 
immer  slallfindel,  sobald  der  Widerstand  in  Rechnung  zu  ziehen  ist. 

Die  obigen  Dillerentialgleichungen  der  Bewegunff  können  in  eine 
äusserst  vorlheilbafte  symbolische  Form  dadurch  gebracht  werden,  dass  man 
jede  Gleichung,  nachdem  man  die  rechlc  Seite  auf  Null  gebracht  hat  mit 
einem  willkürlichen  Factor  mulliplicirt  und  die  Producle  addirt.  Man  erhält 
so  die  Gleichung: 

wo  sich  das  u.  s.  w.  auf  ähnliche  Glieder  bezieht,  welche  von  den  übrigen 
Punkten  des  Systems  herrühren.  Indem  man  nun  fordert,  dass  diese  Gleichung 
für  alle  Werlhc  der  Grössen  l,  u,  r  ...  gelte,  repräsentirt  dieselbe  das 
ganze  obige  System  von  Dilferenlialgleichungen.  Der  üebersichtliclikeit  wegen 
wollen  wir  die  Facloren  A^  ii,  v  .  .  .  mit  dx,  (hj,  (Jz  bezeichnen,  wo  ;r,  y,  s 
rein  als  Indices  anzusehen  sind,  so  wird  unsere  symbolische  Gleichung: 

wo  sich  die  Summe  auf  alle  Punkte  des  Systems  bezieht.  Diese  Gleichung 
muss  also  für  alle  Werlhe  von  dx,  ()\i/,  ih,  .  .  .  bestehen.  Die  symbolische 
Bezeichnung  in  dieser  Gleichung  ist  sehr  wichtig;  es  [ritt  nämlich  bäullg  der 
Fall  ein,  dass  ein  Symbol  als  Grösse  betrachtet  und  damit  gerechnet  und 
operirt  wird,  wie  es  mit  Grössen  geschieht;  hiervon  werden  wir  später  ein 
Beispiel  haben. 

Eine  besondere  Behandlung  lässt  der  Fall  zu,  wo  nur  Atlractionen 
nach  festen  Centren  oder  Atlractionen  der  Punkte  unter  sich  betrachtet  werden. 
In  diesem  Falle  lassen  sich  die  Componenten  X,  Y,  Z,  .  .  .  als  partielle  Dif- 
ferentialquotienten ein  und  derselben  Grösse  darstellen.  Laf/ramjr  hat  die 
wichtige  Bemerkung  gemacht,  dass  wenn  man  einen  festen  Punkt  mit  einem  be- 
weglichen verhindol.  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Linie  mit  den  drei 
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Coordinatenaxen  bildet,  die  partiellen  Differentialquolienten  einer  Grösse,  der 
Enlfernung  der  beiden  Punkte,  sind.  Der  feste  Punkt  habe  die  Coordinaten 
rt,  b,  c,  der  bewegliche  die  Coordinaten  x,  y,  z,  der  beide  Punkte  verbin- 
dende Radiusvector  sei  r;  man  ziehe  durch  den  festen  Punkt  {a,  b,  c)  drei 
Gerade  parallel  den  Coordinatenaxen  und  zwar  nach  dem  positiven  Ende  der- 
selben gerichtet;  die  Winkel,  welche  der  Radiusvector  /■  mit  diesen  Geraden 
macht,  seien  a,  ß,  y.     Man  hat  dann  folgende  Gleichungen : 

r^  =  {x~af  +  {y~bf  +  {z-cf; 

br        x  —  a  dr         ?/  —  h  ,,         6r         z  —  c  -v 

- —  = =  cosk;     -^:~  =  - =  cos/3:     ^=r- = =  cosy    ). 

öx  r  '       dy  r  '  '       dz,  r  '     ' 

Ist  nun  R  die  Kraft,  mit  welcher  der  Pinikt  {x,y,z)  von  dem  Punkt  {a,b,c) 
angezogen  wird,  so  sind  die  Componenten,  welche  auf  den  Punkt  {x,  y,  s)  nach 
der  positiven  Seite  der  Coordinaten  hin  wirken: 


R  ör                 p  dr 

dx  ^                 dy   ^ 

^  dz' 

der  wenn  wir 

1    ■    '/ 

etzen: 

fndr  =  P 

dp           dp 

dx  '              du  ' 

dP 

dz.  ' 

Die  Componenten  sind  also  die  partiellen  Differenlialquotienten  einer  Grösse 
—  P.  Dies  findet  auch  bei  der  gegenseitigen  Anziehung  zweier  Punkte,  p  imd 
/j, ,  statt.    Ihre  Coordinaten  seien  a-,  y,  z  und  .Tj,  «/,,  z-,,  ihre  Entfernung  /•.  also 

/•-  =  (^cc-x,y-  +  iy-yif  +  {z-z,f, 

R  sei  die  Kraft  der  Anziehung  zwischen  p  und  p, ;  dann  sind  die  auf  p 
wirkenden  Componenten : 

_ß*,  _R^^  _ß|l 

,     ,    .  dx  dy  dz 

und  die  auf  p^  wirkenden  Componenten: 

ß  ^''  ß  ^''  ß  ^'" 

dx,  dy,  dz, 

welche  respective  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  da 

dr   X  —  X,  dr   x  —  x, 

dx  r        '         dx,  r        ' 


*)    Es  wird  hier  wie  im  Folgenden  immer  für  die  partiellen  Difierentiationen  das 
Zeichen  d,  für  die  vollständigen  das  Zeichen  d  gebraucht. 
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also : 

dr  dr  ,      ,  dr  dr  dr  dr 

^ —  =  — 7--,    und  ebenso:     ^ —  =  — =7- ,     —^ —  =  — 5— • 
dx,  dx  '  öy,  ay  os,  dz 

Fülirl  man  nun  wieder 

P  =  Jlldr 

ein,  so  sind  die  auf  p  wirkenden  Coniponenten  , 

dP  _äP_         _dP^  ^ 

dx  ^  dy  ''  dz 

und  die  auf  p^  wirkenden  Componenlen  » 

eP  dP  dP 

dx,  '  dy,  '  dz; 

Belrachlen  wir  jetzt  ti  Punkte,  welche  sich  gegenseitig  anziehen.  Ihre 
Massen  seien  ;«i,  m,,  ...  m„,  ihre  Coordinalen  j-j,  «/i,  z-,,  .T2,  y-i-,  Sj,  ... 
^n,  y„,  ^n,  die  Entfernung  von  »h  und  ?»,  werde  mit  i\_2  bezeichnet;  das 
Integral  derjenigen  Function  von  r,,,  welche  die  zwischen  beiden  Punkten 
wirkende  Anziehung  ausdrückt,  mit  /*,.>,  worin  man  sich  das  Product  der 
Massen  m, ,  m,  als  Factor  eintretend  zu  denken  hat  (für  das  Newfonsche  Ge- 
setz z.  B.  wird  ^1,2  =  — ^^^^)-      Dies  vorausgesetzt,   ist  die  Componente  der 

'"1,2 

Kraft,  welche  auf  den  Punkt  /«i  wirkt,  in  der  Richtung  der  ar-Coordinaten: 

dx, 
und  analog  für   die   beiden   anderen  Coniponenten.      Daher   hat    man    für    den 
Punkt  m, 

d'x,        _  a(P|.2  +  f|.3+---+fl,0 

"''^dt'"     ~  dl,  ' 

""'-dT  = d^,  ' 

d'z.,  a(Pi.o+fi,3H hf..,0 

"^^^T  = d^, 

Aehnliche  Gleichungen  giebt  es  für  die  übrigen  Punkte  des  Systems;  für  den 
Punkt  Wo  z.  B.  ist  die  in  Klammern  eingeschlossene  Grösse,  deren  Differential- 
quotient  genommen  wird  =P2,i+A  3+-^2,™.  Die  Grössen  P  haben  aber  die  Eigen- 
schaft, dass  jede  derselben  nur  von  den  Coordinaten  der  zwei  Punkte  abhängt, 
deren  Indices  angehäno-i  sind,  daher  verschwinden  bei  der  Differentiation  nach 
X,,  iji  oder  Zi  die  Diiferentialquotienlen  von  ^2,3?  A,4  •  •  •  ^2,„,  P3,*,  ■  ■  ■  ^«^i,»- 

Jacobi,    Dynamik.  * 
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und  nur  die  Dill'erenlialquotienlen  von  Fjo,  P,i  ...  Pi.„  verschwinden  niclit. 
Es  werden  also  die  aiii"  den  ersten  Punkt  bezüg-lichen  DifTerentialgleichuno-en 
yanz    ungeändert   bleiben,    wenn  man  auf  der   rechten  Seile   in   der  Klammer 

zu  der  Summe  Pi,2+f*j,3H hPi.„  »och  die  Summe  aller  übrigen  P  hinzufügt. 

Eine  ähnliche  Aenderung  kann  man  bei  den  anderen  Gleichungen  in  der  in 
Ivlanimern  eingeschlossenen  Grösse  anbringen,  und  man  erhiilt  dann  in  den 
Dilferentialgleichungen  des  ganzen  Systems  die  Diiferentialquolienlen  einer  und 
derselben  Grösse : 

Wir  haben  auf  diese  Weise  für  irgend  einen  Punkt  des  Systems  die  Gleichungen 

d'x      du  dii       du  dr-z.      du 

m  — -i  = ,        /«, — -11-  =  — — ,        /«,.      '  — 


'W        dxi  '   dt-  <-J>Ji  ''W        ÖS. 

Diese  Bemerkung,  dass  man  in  allen  Gleichungen  eine  und  dieselbe  Grösse 
U  einführen  kann,  scheint  sehr  einfach,  und  dennoch  ist  es  das  Uebersehen 
dieses  Umstandes  allein,  welches  Euler  verhindert  hat,  die  Allgemeinheit 
der  Lagrangeschen  Resultate  zu  erreichen.  Enler  kannte  das  Princip  der 
Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  nur  für  Anziehungen  nach  festen  Centren. 
Am  Ende  der  Nova  melhodus  inveniendi  curvas  maximi  minimive  proprietate 
gaudentes  hat  sich  Eiiler  in  dem  Appendix  de  motu  projeclorum  mit  sehr  un- 
vollkommenen Ausdrücken  der  Dißerenlialgicichungen  für  die  gegenseifige  At- 
traclion  begnügt.  Erst  Daniel  Ber/ioiilli  hat  in  einer  der  philosophischen 
Classe  der  Berliner  Akademie  eingereichten  Abhandlung '"')  diese  Bemerkung 
gemacht  und  dadurch  dem  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  seine 
wahre  Bedeutung  gegeben.  Lagrange  hat  alsdann  diese  Bemerkung  auf  die 
Probleme  angewandt,  welche  sich  Euler  in  dem  Aufsatz  de  motu  projectorum 
gestellt  halle,  und  ist  dadurch  auf  seine  Ilauplresulfale  gekommen. 

Der  /Vusdruck  U  ist  von  Hamilton  mit  dem  Namen  Kräftefmiction  (force 
function)  belegt  worden.  Der  partielle  Dilferentiahpiotieul  dieses  Ausdrucks 
nach  einer  Coordinate  einer  der  betrachteten  n  3Iassen  giebt  die  Kraft,  mit 
welcher  diese  3Iasse  von  allen  übrigen  angezogen  wird,  nach  der  Richtung 
dieser  Coordinate  gemessen. 

Für  das  Netctonsc\\e  Attractionsgesetz  wird  die  Kräftefunction 

m.m 

u  =  ^    •    '■  , 


*)    M^m.  de  l'acarl.  de  Berlin  174S. 
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also  für  den  Fall  dreier  Körper 


jT  /«,»«.,        '",'«,,    ,m,m. 


r 

1,2  1,3  2,3 

In  der  Theorie  der  Ziirückfiilirung-  der  DifTerenlialoleieliiingen  der  Bewe<junp 
auf  eine  partielle  DifTerenlialgleichung  ersler  Ordnung-  hat  man  es  immer  nur 
mit  der  Kräflefnnction  zu  Ihun,  daher  ist  ihre  Einführung  von  der  iiöchsten 
Wichtigkeit.  Vorläufig  werden  wir  sie  sehr  gut  ziu-  abgekürzten  Darstellung 
der  Gleichungen  benutzen  können. 

Es  ist  von  Interesse,  sich  klar  zu  machen,  wie  weit  man  die  Grenzen 
der  zu  belraciitenden  mechanischen  Probleme  ausdehnen  kann,  ohne  die  Ein- 
führung der  Kräftefunction  aufzugeben. 

Bei  der  gegenseitigen  Anziehung  der  Punkte  ist  es  nicht  nothig  vor- 
auszusetzen, dass  das  Gesetz,  nach  welchem  zwei  Punkte  einander  anziehen, 
für  je  zwei  Punkte  des  Systems  dasselbe  sei,  sondern  man  kann  hierüber 
jede  beliebige  Annahme  machen,  vorausgesetzt,  dass  die  Anziehung  lediglicii 
von  der  Entfernung  abhänge,  und  dass  irgend  eine  iMasse  m,  mit  derselben 
Kraft  von  einer  der  anderen  Massen  m,  angezogen  wird,  wie  w,  von  ?«,. 
Die  Bemerkung  dieser  Ausdehnung  ist  nicht  ohne  allen  Nutzen;  so  hat  z.  B. 
Bessel  das  Bedenken  hervorgerufen,  oh  im  Wellsystem  zwischen  je  zwei 
Körpern  dasselbe  Anziehungsgesetz  stattfindet,  nicht  als  ob  sich  die  Function 
der  Entfernung  in  dem  Gesetz  änderte,  aber  er  machte  die  Hypothese,  dass 
ein  Körper  des  Sonnensystems  z.  B.  die  Sonne  selbst  den  Saturn  mit  einer 
anderen  Masse  anzöge,  als  den  Uranus.  Diese  Hypothese  würde  also  die 
Einführung  der  Kräftefunction  nicht  stören.  Ausser  den  gegenseitigen  An- 
ziehungen der  Massen  können  aber  auch  Attractionen  nach  festen  Cenlren 
hinzukommen.  Man  kann  sogar  annehmen,  was  freilich  nur  eine  mathema- 
tische Fiction  ist,  dass  jedes  der  festen  Centren  nicht  auf  alle  3Iassen  wirkt, 
sondern  nur  auf  eine  oder  auf  eine  bestimmte  Anzahl  derselben.  Wird  z.  B. 
die  Masse  iiii  nach  einem  festen  Cenlrum  hingezogen,  dessen  Masse  k  und 
dessen  Coordinaten  a,  b,  c  sind,  so  kommt,  wenn  das  Neiotonsdie  Gesetz 
stattfindet,  zu  der  Kräftefunction  der  Term 

m.k 


hinzu,  und  ähnliche  Terme  erhält  man  für  die  übrigen  Massen,  wenn  das 
feste  Centrum  /»■  auch  auf  sie  einwirkt.  Endlich  können  noch  constante  pa- 
rallele Kräfte  hinzukommen,  welche  ebenfalls  nicht  auf  alle  Massen  zu  wirken 

2* 
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brauchen.  Es  möge  z.  B.  auf  die  Masse  w,  eine  constanle  Kraft  wirken 
(wie  z.  B.  die  Schwere),  deren  Componenten  in  den  Richtungen  der  Coordi- 
natenaxen  A,  B,   /'  seien,  so  kommt  zur  Kräflefunclion  U  der  Term 

Axi  +  Byi-i-Fzi 

hinzu,  und  ähnliche  Terme  für  die  anderen  Massen  des  Systems,  wenn  auf 
sie  die  constanten  Kräfte  --/,  ß,  7'  oder  andere  wirken.  Für  den  Fall 
der  festen  Centren  ist  noch  zu  bemerken,  dass,  wenn  sie  auf  alle  im  Problem 
vorkommenden  Massen  wirken,  was  natürlich  in  der  Natur  immer  der  Fall 
ist,  man  dieselben  wie  bewegliche  blassen  ansehen  kann.  Hierdurch  kommen 
zwar  überflüssige  Glieder  in  die  Kräftefunction,  nämlich  diejenigen,  welche 
die  gegenseitige  Attraction  der  festen  Centren  ausdrücken  würden,  indessen 
sind  diese  Glieder  reine  Constanten  und  fallen  bei  jeder  Differentiation  heraus. 

Die  symbolische  Form,  unter  welche  wir  die  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  gebracht  haben,  war: 

welches  wir  besser  so  schreiben  können: 

(1.)     ^„,j^cy^,  +  f^J2,.+^(y.,j  =  ^{XM  +  YAy,  +  ZM}- 


In  dem  Fall,  wo  man  die  Kräftefunction  einführen  kann,  wird 

^  _  du  Y  -^  7  -^ 

daher: 

id'x  d-y  d'z  \  idU  dU  öU         i 

In  dieser  Gleichung  nun,  wie  in  der  obigen,  sind  die  (5'.r,  ...  als  willkürliche 
Facloren  anzusehen,  welche  jeden  Werth  annehmen  können,  und  x,  .  .  .  als 
Indices  derselben.  Betrachtet  man  aber  für  einen  Augenblick  dx,,  dy,,  d'z, 
als  unendlich  kleine  Incremente  von  x,,  y^,  z,,  so  wird  nach  den  Regeln  der 
Differentialrechnung  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung 

i  ÖU  „       du  ^       du  ,   ) 

also  hat  man 

(2.)       ^«,j^<);r.  +  ^J^.  +  ^cy..|   =  ,W. 
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Hierin  ist  t)'(/  vorläufig  nur  als  ein  abgekürztes  Zeichen  für  die  Summe  (^4.) 
anzusehen,  welche  mit  derselben  nur  übereinstimml,  wenn  man  die  ')'  als 
unendlich  kleine  Incremente  ansieht.  Obgleich  nun  diese  Bezeichnung  nur 
einen  Sinn  hat,  wenn  die  Kräflefunction  existirt,  so  hat  man  sie  sogar  in 
manchen  Fällen  mit  Vortheil  auf  die  allgemeinere  Gleichung  (1.)  angewendet, 
um  die  Rechnung  bequemer  zu  machon,  indem  man  alsdann  den  Vorbehalt 
stillschweigend  machen  muss,  dass  man  in  der  Eutwickelung  von  dU  den 
partiellen    DilTerentialquolienten    -t—   flurch    Ä',    zu    ersetzen   hat.      Hierdurch 

kommt  man,  wenn  man  es  nur  mit  linearen  Substitutionen  zu  Ihun  hat,  in  der 
Regel  zu  richtigen  Resultaten.  Dies  ist  der  kühne  Weg,  den  Lagranye  in 
den  Turiner  Memoiren,  freilich  ohne  ihn  gehörig  zu  rechtfertigen,  einge- 
schlagen hat. 

Die  Bezeichnung  öU  ist  auch  sehr  vortheilhafl,  wenn  man  für  die  Coor- 
dinaten  Xi^  iji,  Zi,  x-,,  ?/>,  Sj,  ...  x„,  ij,,,  z„  neue  3«  Variable  «y,,  </.,,  ...  y,„ 
einführt.  Man  braucht  nämlich  dann  nur  diese  neuen  Variablen  in  U  einzu- 
setzen und  nach  den  Regeln  der  Dilferenlialrechnung  zu  entwickeln: 

zugleich  muss  man  aber  für  öxi  setzen: 

Bx.  dx.  dx.  dx. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  lässt  sich  folgendermassen  nachweisen: 
Die  3«  Differentialgleichungen  der  Bewegung  sind : 

d^_dii  £yi^_du_  fS__du_ 

"^'~di^~~d^'      "*'■  dt'  ~  dii.  '■>      "'■  dt'  ~~  d:  ' 

wo    dem    i   alle  Werthe  von   1   bis    «   inclusive   beizulegen  sind.     Denkt  man 

dxj       By;       Bz. 
sich  diese  3«  Gleichungen  respective  mit  -^ — ,   — — ,   -^ —  mulliplicirt  und  ad- 

dirt,  so  erhält  man: 

i  '"'■  (    dl'      Bq^   "^    de     Bq^    "^    df     dq^    )    ""     Bq^  ' 

Solcher  Gleichungen  erhält  man  3w,  indem  man  für  </t  nach  einander  alle  </ 
einsetzt.  Diese  3?«  Gleichungen  vertreten  nun  das  ursprüngliche  System  von 
Gleichungen  vollkommen,  so  dass  das  eine  allemal  für  das  andere  gesetzt 
werden  kann.  Multipliciren  wir  das  letzte  System  mit  willkürlichen  Factoreii 
(Jqi^  dq-i^  ...  d'q,  ...  (J'fjfj,,  und  addiren,  so  erhalten  wir  eine  neue  symbolische 
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Gleichung,   welche   das   lelzle    System  von  DiiTerenlialgleichungen   und    daher 
auch  das  frühere  ganz  ersetzt.     Diese  symbolische  Gleichung  wird  aber: 

oder  wenn   man    die  Summationen    auf   der   linken  Seite   dieser  Gleichung   in 
umgekehrter  Ordnung  ausführt: 


e 


Diese  Gleichung   ist    dieselbe,    in   welche   (2.)    übergehl,    wenn    man   für   c5't/ 

du  s>  ^''^'  ^'/' 

JJ-^—Sq,   einsetzt    und    für    d\ri,   Sy,,    oz-,   respective  Z-^(Jq^^  Z-j^-Sq,^ 

Z^^Sq,.     Somit   ist   also    die    oben   angegebene  Regel    für   die  Substitution 

neuer  Variablen  bewiesen.  In  der  transformirten  Gleichung  sind  alsdann  wiederum 
die  Sq,  als  von  einander  unabhängige  Grössen  zu  betrachten,  und  es  zerfällt 
so  die  transformirtc  symbolische  Gleichung  in  das  soeben  angegebene  zweite 
System  der  3«  Gleichungen. 

Aber  in  diesen  Rechnungsvortheilen  liegt  nicht  die  Wichtigkeit  unserer 
symbolischen  Gleichungen  (1.)  und  (2.).  Die  wahre  Bedeutung  dieser  Dar- 
stellung besteht  vielmehr  darin,  dass  sie  auch  noch  dann  beizubehalten  ist, 
wenn  das  System  nicht  mehr  ein  freies  ist,  sondern  wenn  Bedingungsgleichun- 
gen hinzutreten,  welche  die  Verbindung  der  Punkte  ausdrücken.  Aber  als- 
dann sind  die  Variationen  nicht  mehr  als  ganz  willkürlich  und  von  einander 
unabhängig  zu  behandeln,  sondern  als  rirtueUe  Variationen,  d.  li.  als  solche, 
welche  mit  den  Bedingungen  vereinbar  sind.  Nehmen  wir  z.  B.  an.  dass  drei 
Bedingungsgleichungen  existiren 

/•=0,     (/)  =  0,     V'  =  0, 
so  werden  die  zwischen  den  Variationen  exislirenden  Relationen,  welche  sie 
zu  virtuellen  machen,  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt : 

cT/-=0,     c)V  =  0,     cT(/'  =  0, 


oder  entwickelt; 


Z  ^  t  t 
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Jede  Bedingungsgleicliung-  giebt  also  eine  lineare  Relation  zwischen  den  'Ait 
Variationen  .  .  .  f).r,,  d'i/;,  ^zi  ....  Hat  man  m  Bedingnngsgleicluingen,  also 
auch  m  Relationen  zwischen  den  Variationen,  so  kann  man  alle  Variationen 
durch  'du  — III  derselben  ausdrücken,  und  erhält  durch  Substitution  derselben 
unsere  symbolische  Gleichung  frei  von  m  Variationen.  Aber  diese  Elimination 
der  m  Variationen  wird  äusserst  complicirt.  Ein  Auskunl'tsmittel  für  diese 
Schwierigkeit  hat  Lagirunje  in  der  Einführung  eines  Systems  von  Multipli- 
catoren  gefunden. 

Die  im  Obigen  enthaltene  Ausdehnung  unserer  symbolischen  Gleichunii 
auf  ein  durch  Bedingungen  beschränktes  System  ist,  wie  sich  von  selbst  ver- 
steht, nicht  bewiesen,  sondern  nur  als  Behauptung  historisch  ausgesprochen. 
Dies  ausdrücklich  zu  sagen,  scheint  nöthig  zu  sein,  denn  obgleich  Laplace 
diese  Ausdehnung  in  der  Mec.  Celeste  ebensowenig  bewiesen  hat,  als  es  hier 
geschehen  ist,  sondern  sie  auch  nur  historisch  behauptet,  so  hat  man  dies 
dennoch  für  einen  Beweis  gehalten,  und  Poimot  hat  gegen  diese  Meinung 
eine  eigene  Abhandlung  *)  gcschrie!)en.  Er  sagt  darin  sehr  richtig,  dass  sich 
die  Mathematiker  häufig  durch  den  sehr  langen  Weg  täuschen  lassen,  den  sie 
zurückgelegt  haben,  zuweilen  aber  auch  durch  den  sehr  kurzen.  Durch  den 
langen  Weg  lassen  sie  sich  läuschen,  wenn  sie  durch  sehr  weite  Rechnungen 
endlich  zu  einer  Identität  kommen,  dieselbe  aber  für  einen  Satz  halten.  Ein 
Beispiel  von  dem  Entgegengesetzten  giebl  unser  Fall. 

Diese  Ausdehnung  zu  beweisen,  ist  keineswegs  unsere  Absicht,  wir 
wollen  sie  vielmehr  als  ein  Princip  ansehen,  welches  zu  beweisen  nicht  nöthig 
ist.     Dies  ist  die  Ansicht  vieler  3Iathematiker,  namentlich  von  Gauss*"'). 


Dritte  Vorlesung. 

Das  Princip  der  Erlialtung  der  Bewegnnj^  des  Schwerpunkts. 
Wir    wollen   nun    zum   Beweise    der   allgemeinen   Principe   übergehen. 
Welche  für  die  bisher  betrachteten  mechanischen  Probleme  gellen.     Das  erste 


*)    Ltouvillen  Journal,  vol.  .3,  p.  244. 
''**)    Walu'scheiulicli  liegt  eiue  niündliclie  gegen  Jacobi  gerichtete  Aeusserung  vou 
Gauss  zu  Grunde,  ein  in  diesem  Sinne  niedergeschriebener  Ausspruch  desselben  scheint 
sich  wenigstens  nacli  Herrn  Professor  Scherings  gütiger  Mittlieilung  nicht  zu  linden. 

C. 
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derselben   ist   (vgl.  die  erste  Vorlesung)   das  Princip    der  Erhaltung   der  Be- 
wegung des  Schwerpunkts. 

'  Nehmen   wir   zuerst   den    einfacheren   Fall,    in    welchem    eine    Kräfte- 

fnnction  existirt,  so  haben  wir: 

i  d'x.  d'^y-  d^z-         \ 

^^'\~dF  ^''^~dF  y''^~dF^'\  =  "^• 
Wir   wollen   annehmen,    dass    sowohl    U  als    die   Bedingungsgleichungen   nur 
von  den  Differenzen  der  Coordinaten  abhängen,  so  dass  sie  sich  gleich  bleiben, 
wenn  man  alle  x  um  eine  und  dieselbe  Grösse  vermehrt,  und  ebenso,  wenn 
man  alle  y  oder  alle  z  um  eine  Grösse  vermehrt.     Dann  ist  die  Annahme: 

Sxi  =  dx2  =  •  •  •  =  d'x„  =  '^ , 

^Zi  =  cJ'sj  =  •  •  •  =  c)z„  =  r, 
eine    mit    den    Bedingungsgleichungen   vereinbare.      Bei    dieser   Annahme   er- 
halten wir: 

,  d'x.  d'ii.  ff:..      )  dV  du  du 

Die  rechte  Seite  ist  aber  =  0.    In  der  That,  da  unserer  Annahme  nach   U  nur 
von  den  Differenzen  der  Coordinaten  abhängt,  so  kaini  man,  wenn 

Xi  X,t  =^=  Sl^  »^2  ^n   ^^^   b2  ^  ...  «^H  — 1         ^n    ~~   i?„  — 1 

gesetzt  wird,  U,  insofern  es  von  den  x- Coordinaten  abhängt,  so  darstellen: 

Dann  ist  zugleich: 

ÖU  _oF_     öU__dF_  du    __    ÖF        i^___^_i?^_  SF 

dx^  ~  (9^1  '    dx^  ~~  dl,  '  dx„-i  ~~  ö|„_i  '   dx„  (9^,        ö|j  ö|„_i  " 

also : 

d£      d£   du  ^-^dU^Q 

dx        äx.  dxn  dx.  ' 


und  ebenso: 


dy.  dz.; 


Sonach  zieht  sich  unsere  obige  Gleichung  zusammen  in: 

(  d''x;  d"y.  d'z.       ) 

und  da  diese  Gleichung  für  alle  Werthe  von  Ä,  //,  v  bestehen  muss,  so  ist 

f/'j.  d'y-  d'z 

2r,i,  _L  =  0,     ^/«,  ^  =  0,     ^m,  -dF  =  ^- 


i 
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Setzen  wir  jetzt 

-T/M;  =  iU,     ZiiiiXi  =  MÄ,     ^miyi  =-  MB,     :Emi5;  =  MC, 

so  dass  A,  B,  C,  wie  Ijekaniil,  die  Coordinaten  dos  Schwerpunkts  des  Systems 
sind,  so  kann  man  statt  der  obigen  Glcichung-en  auch  folgende  schreiben: 

welche  integrirt  geben: 

(3.)        A=a^"^  +  r/f.      ß  =  /?W  +  /?'/,      C  =  /'H//, 
d.  h.   der  Schwerpunkt  bewegt  sich  in  einer  geraden  Linie,  deren  Gleichungen 
in  den  laufenden  Coordinaten  A,  B,  C 


a'  ß'  y' 

sind,  und  bewegt  sich  in  derselben  mit  der  constanlen  Geschwindigkeit 


In  dem  allgemeineren  Fall,  in  welchem  die  Kräftefunclion  nicht  existirl, 
hat  man  statt  der  Gleichung  (1.)  folgende: 

und  da  dieselbe  für  alle  Werthe  von  l,  u,  r  gilt, 

d'x.  d'ii.  d'z,  „ 

^' de  -^^"     '""'' rff —  "        "'df         • 

oder,  wenn  man  die  Schwerpunktscoordinaten  einführt, 

(4.)       M^  =  ^X„       i/^  =  ^l'„       M^  =  ^Z^, 

d.  h.  der  Schwerpunkt  bewegt  sich  so,  als  oi)  alle  im  System  wirkenden  Kräfte 
parallel  mit  sich  selbst  verschoben  im  Schwerpunkt  angebracht  wären,  und 
als  ob  zugleich  die  Summe  aller  Massen  im  Schwerpunkt  ihren   Sitz  hätte. 

Sind  die  auf  diese  Weise  parallel  verschobenen  Kräfte  in  ihrer  neuen 
Lage  im  Gleichgewicht,  ist  also 

so  vdrken  auf  den  Schwerpunkt  gar  keine  beschleunigenden  Kräfte.  Dies 
iindct  statt,  wenn  nur  gegenseitige  Attraclionen  in  dem  System  wirken ,  da 
alsdann  Wirkung  und  Gegenwirkung,  in  denselben  Angriffspunkt  verlegt,  sich 
zerstören  (dieser  Fall  ist   schon   oben  behandelt,   da   nämlich   alsdann    immer 

Jacobi,    Dynamik.  ö 
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eine  Kraftefunction  existirt) ;  es  findet  aber  nicht  statt,  sobald  feste  Centren  im 
Probleme  vorkommen. 

Alles  bisher  Gesagte  gilt  natürlich  nur,  wenn  die  Bedingungsgleichun- 
gen  nur  von  den  Differenzen  der  x'-Coordinalen,  der  »/-Coordinaten  und  der 
5-Coordinateu  abhängen.  Ein  solcher  Fall  ist  das  Seilpolygon,  wenn  man 
auf  die  Ausdehnung  des  Seils  Keine  Rücksicht  nimmt.  Damit  in  diesem  Fall 
auch  die  Kraftefunction  allein  von  den  Differenzen  der  Coordinaten  abhänge, 
müssen  die  Endpunkte  des  Seils  nicht  befestigt  gedacht  werden,  da  sonst  diese 
Punkte  wie  feste  Centren  in  die  Aufgabe  eintreten.  Bei  einem  ganz  freien 
System  gelten  natürlich  die  Gleichungen  (4.)  unter  allen  Umständen.  Findet 
die  Kraftefunction  statt,  ohne  bloss  von  den  Differenzen  der  Coordinaten  ab- 
zuhängen, was  der  Fall  ist,  wenn  feste  Centren  oder  constante  Kräfte  vor- 
handen sind,  so  gelten  auch  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  (4.)  und  nicht 
die  Gleichungen  (2.). 

In  dem  Namen  des  Princips  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts bezieht  sich  das  Wort  Erhaltung  darauf,  dass  die  Bewegung  des 
Schwerpunkts  durch  dieselben  Gleichungen  dargestellt  erhalten  wird,  als  wenn 
keine  Bedingungsgleichungcn  da  wären.  Wenn  z.  B.  beim  Seilpolygon  die 
Verbindung  der  Punkte  forlfallend  gedacht  wird,  so  werden  die  Gleichungen 
der  Bewegung  des  Schwerpunkts  nicht  geändert,  denn  dieselben  sind  unab- 
hängig von  den  Bedingungsgleichungen.  Die  Modification  ist  nur  die,  dass 
die  Summen  -SX;,  ^1',,  ^Z,-  andere  Werthe  erhallen,  sobald  die  Coordinaten 
der  einzelnen  Punkte  andere  Functionen  der  Zeit  werden.  Sind  aber  diese 
Summen  noch  überdies  Conslanten,  Avas  z.  B.  der  Fall  ist,  wenn  das  System 
allein  der  Schwere  ausgosotzt  ist,  so  ändert  sich  in  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts durch  die  Bedingungsgleichungen  gar  nichts. 


Vierte  Torlesiiug-. 

Das  Princip  der  Erhaltuiio-  der  lebenclip;en  Kraft. 
Eine  Hypothese  über  die  Variationen,  die  sich  unter  allen  Umständen 
mit  den  Bedingungsgleichungen  verträgt,  ist,  dass  man  für  jeden  Werth  von  ? 

dx.  (ly.  dz- 
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setzt.  Führen  wir  diese  Werthe  der  Variationen  in  die  symbolische  Glei- 
chung (2.)  der  zweiten  Vorlesung-  ein,  welche  für  den  Fall  der  Existenz  einer 
Kräflefunclion  gilt,  so  geht  dU  in  dU  über,  und  wir  erhallen  nach  Division 
durch  dt 

fA    \  V,      \   '''''■     ''''•     I   '^'^'     '''■^'     I    '^'^'     '^''    '    =     '^^ 

Diese  Gleichung  lässl  sich  direct  integriren,  ihr  Integral  ist 

wo  k  die  willkürliche  Gonstanle  der  Integration  ist.  Bezeichnet  man  das 
Element  des  von  der  Masse  /«,-  in  der  Zeil  dt  durchlaufenen  Weges  mit  ds,, 
ihre  Geschwindigkeit  mit  v;,  so  hat  man 

und  die  obige  Gleichung  nimmt  also  die  Form  an: 

l^m,pj  =   U+h. 

Dies  ist  der  Salz  von  der  lebendigen  Kraft.  Lebendige  Kraft  eines 
Punktes  nennl  man  nämlich  das  0"i>(lrat  seiner  Geschwindigkeit  multiplicirl  in 
seine  Masse;  die  lebendige  Kraft  eines  Systems  ist  gleich  der  Summe  der 
lebendigen  Kräfte  der  einzelnen  materiellen  Punkte.  Demnach  lässt  sich  die 
Gleichung  (1.)  in  Worten  so  aussprechen:  Die  halbe  lebendige  Kraft  eines 
Systems  ist  gleich  der  Kräftefnnction  vermehrt  um.  eine  Constante. 

Das  Princip  der  Erhallung  der  lobendigen  Kraft  ist,  wie  die  Ilerleitung 
desselben  gezeigt  hat,  unabhängig  von  den  Bcdingungsgleichnngen,  und  hier- 
auf beruht  ein  grosser  Theil  seiner  Wichtigkeit.  Es  gilt,  sobald  die  Kräfte- 
function  exislirt;  eine  Erweiterung  der  Fälle,  in  welchen  die  Kräflefunclion 
eingeführt  werden  kann,  musste  auch  eine  Ausdehnung  dieses  Princips  mit  sich 
führen.  Daher  ist  nach  unserer  früheren  Bemerkung  Daniel  Bernoulli  der- 
jenige, welcher  dieses  Princip  zu  seiner  beuligon  allgemeinen  Bedeutung  erhoben 
hat,  während  man  es  vor  ihm  nur  für  AUraclionen  nach  festen  Cenlren  kannte. 

Durch  Subtraction  zweier  Gleichungen  (1.),  welche  für  zwei  ver- 
schiedene Zeilen  gelten,  kann  man  die  willkürliche  Constante  h  eliminiren  und 
erhält  dann  den  Satz :  Bewegt  sich  ein  System  von  einem  Ort  zum  anderen, 
so  ist  die  Differenz  der  lebendigen  Kraft  des  Systems  für  Anfang  und  Ende 
gleich  der  Differenz  zwischen  den  Werthen  der  Kraflef/inction  für  dieselben 
Momente.     Die  Aenderung  der  lebendigen  Kraft  ist  also  nur  von  dem  Anfangs- 

3* 
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und  Endvverlh  der  Kräftefunction  abhängig,  die  Mittelzuslände  haben  auf  die- 
selbe keinen  Einfluss.  Um  dies  anschaulicher  zu  machen,  nehmen  wir  an,  es 
bewege  sich  ein  Punkt  auf  einer  beliebigen  Curve  von  einem  gegebenen  An- 
fangspunkt nach  einem  gegebenen  Endpunkt  bin ;  ist  nun  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit gegeben,  so  ist  auch  die  Endgeschwindigkeit  eine  und  dieselbe,  die 
dazwischen  liegende  Curve  mag  gestaltet  sein,  wie  sie  wolle.  Die  Geschwin- 
digkeit niuss  hier  natürlich  nach  der  wirklich  erfolgenden  Bewegung  in  der 
Richtung  der  Tangente  der  Curve  gemessen  werden;  derjenige  Theil  der  Ge- 
schwindigkeit, welcher,  wenn  der  ursprünglich  dem  Punkte  milgetheilte  Stoss 
nicht  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Curve  wirkt,  durch  den  Widerstand 
derselben  vernichtet  wird,  ist  hier  nicht  mitzurechnen.  Dieselbe  Unabhängig- 
keit von  der  Gestalt  des  durchlaufenen  Weges  findet  auch  bei  einem  System 
statt.  Als  Corollar  hiervon  ergiebt  sich  der  Satz:  wenn  die  Bewegung  eines 
Systems  von  der  Art  ist,  dass  es  in  dieselbe  Lage  ■zurückkehren  kann,  so  ist 
bei  der  Rückkehr  auch  die  lebendige  Kraft  dieselbe;  wobei  vorausgesetzt  wird, 
dass  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  überhaupt  gilt.  Auf  diese  Unabhängig- 
keit von  der  Gestalt  des  durchlaufenen  Weges  oder,  was  dasselbe  ist,  von  den 
Bedingungsgleichungcn  (denn  von  diesen  wird  die  Gestalt  des  durchlaufenen 
Weges  bestimmt)  bezieht  sich  im  Namen  des  Princips  das  Wort  Erhaltung. 

Der  Ausdruck  lebendige  Kraft  rührt  von  der  Bedeutung  her,  die  dieses 
Princip  in  der  Maschinenlehre  hat,  deren  Basis  dasselbe  seit  Carnot  geworden 
ist.  Man  hat  in  dieser  Disciplin  festgesetzt ,  dass  die  Hälfte  der  lebendigen 
Kraft,  also  4-^?«,«^,  gleich  der  Arbeil  der  Maschine  ist,  oder,  wie  man  sich  in 
diesen  praktischen  Dingen  ausdrückt,  \^m,v]  ist  dasjenige,  was  an  einer 
Maschine  bezahlt  wird.  Dies  verhält  sich  nämlich  so:  Man  nimmt  in  der 
Maschinenlehre,  insofern  auf  die  Reibung  keine  Rücksicht  genommen  wird,  als 
Princip  an,  dass  es  nur  Arbeit  mache,  eine  Kraft  in  ihrer  Richtung  (und 
zwar  im  entgegengesetzten  Sinn  ihrer  Wirkung)  zu  bewegen,  während  es  keine 
Arbeit  mache,  sie  senkrecht  auf  ihre  Richtung  fortzubewegen.  Man  nimmt  ferner 
an,  dass  die  Arbeit  einer  Maschine  gemessen  wird  durch  das  Product  der 
fortbewegten  Kraft,  in  den  Weg,  um  welchen  sie  in  ihrer  Richtung  (im  ent- 
gegengesetzten Sinn)  fortbewegt  worden  ist.  Ein  Gewicht  horizontal  fortzu- 
schieben  wird  also  nicht  als  Arbeit  angesehen,  sondern  nur  es  zu  heben,  und 
die  Arbeit  des  Hebens  wird  gemessen  durch  das  Product  des  gehobenen  Ge- 
wichts in  die  Höhe,  um  welche  es  gehoben  worden.  Dies  ist  die  Arbeit, 
welche  z.  B.   bei  der  Ramme  bezahlt  wird. 
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In  einem  System  von  materiellen  Punkten  ist  jeder  derselben  Angriffs- 
punkt der  in  ihm  wirkenden  Kraft.  Indem  diese  AngrilTspiinkte  bei  der  Be- 
wegung des  Systems  verschoben  werden,  müssen  auch  die  in  ihnen  wirkenden 
Kräfte  verschoben  werden.  Aber  die  Verrückung  der  Kraft  geschieiit  im 
Allgemeinen  nicht  in  der  Richtung  der  Kraft,  sondern  unter  irgend  einem 
Winkel  gegen  dieselbe;  daher  muss  man,  um  die  Arbeit  des  Systems  zu  be- 
kommen, die  Kraft  nicht  in  den  durchlaufenen  Weg  multipliciren,  sondern  in 
die  Projeclion  des   durchlaufenen  Weges  auf  die  Richtung  der  Kraft.    In  dem 

Punkt    m,   wirken    die    Kräfte    nii'-i-^ ,  m,~  ■,  "'.-^  "nd  zwar  wirken  die- 

dt'  dt'  dt' 

selben  parallel  den  Coordinalenaxen.  Die  Verrückung  von  w,  in  dem  Zeit- 
element dt  ist  r/s,,  die  Projectionen  derselben  auf  die  Coordinatenaxeu  sind 
respective  dxi,  dy,,  dz-i,  daher  ist  die  auf  Fortbewegung  des  Punktes  w?,  ver- 
wandte Arbeit  im  Zeilelement  dt 


a  y.  «5.  1 

■dx,+  ^d,j.  +  -^dz-i\ 


dt- 
und  die   Arbeit   des  ganzen  Systems  im  Zeitelement  dt 

,   d'-.r.  d'ii-    ,       ,    rf';..         i 

woraus  man  für  die  Arbeit  des  Systems  in  der  Zeit  /,,  bis  t,  erhält 

Die  halbe  Differenz  des  Anfangs-  und  Endwerthes  der  Summe  ^niifj  ist  also 
das  Maass  für  die  Arbeit  des  Systems.  Dies  ist  der  wahrscheinliche  Grund 
des  von  Leibmlz  für  diese  Summe  eingeführten  Namens  ,, lebendige  Kraft'", 
über  dessen  Entstehung  man  viel  gestritten  hat. 

In  dem  Fall,  wo  die  Kräftefunction  eine  homogene  Function  ist,  und 
wo  man  es  mit  einem  freien  System  zu  Ihun  hat,  kann  man  dem  Satz  von 
den  lebendigen  Kräften,  der  in  Gleichung  (1.)  enthalten  ist,  eine  sehr  in- 
teressante Form  gellen.  U  sei  eine  homogene  Function  der  /•■'""  Dimension: 
dann   ist  bekanntlich 

^f    du   ,      du  .     du  \       ,j. 

Hat  man  es  mit  einem  freien  System  zu  tiiun,  so  kann  man 

(^X;  =  XiW,  (Yy;=lßiU),  (T«,  =  3,tO 
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setzen,  wo  a>  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet,  und  man  erhält  dann 
mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  für  die  Homogeneität  von   U 

dV  =  kU.w. 
Daher  wird  unsere  symbolische  Gleichung  (Gl.  (2.)  der  zweiten  Vorlesung) 

/■     (Px-  dry  d'z-  \ 

wo  der  gemeinschaftliche  Factor  w  weggelassen  ist.     Addiren  wir  hierzu  die 
mit  2  multiplicirte  Gleichung  (1.),  so  erhalten  wir 

dV        /dj' \-  d'y       /- dy  \^  dh       /  rf;  \  -  i 

(I  /      dx  du  rfs  \ 


oder 
(»der  auch 


^'"'  dt 


i^m.^(a-:-  +  »/:  +  Z';)  =  (^  +  2)IM-2Ä 


'dt 
oder,  wenn  wir 

•r'  +  2/?  +  3<  =  '■: 
setzen  und  mit  2  mullipliciren: 

(2.)       -^i^^  =  {2k+^)U+U. 

Der  Ausdruck  2m;r]  kann  auf  eine  merkwürdige  Art  umgeformt  werden, 
nämlich  so,  dass  nicht  mehr  die  Entfernungen  aller  Punkte  vom  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  vorkommen,  sondern  nur  die  gegenseitigen  Entfernungen  der 
Funkte  und  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  vom  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten. Transformationen  dieser  Art  sind  Lieblingsformeln  von  Layraiige.  Die 
in  Rede  stehende  erhält  man  folgendermassen: 
Es  ist,  wie  leicht  einzusehen, 

{2:mi){^m,x])  —  {^miX^'  =  2mim,.{x^'i  +  x].~2xiXi.). 

wo  auf  der  rechten  Seite  die  Summe  nur  auf  verschiedene  Werthe  von  i  und 
?',  jede  Combination  einmal  gerechnet,  auszudehnen  ist.  Aehnliche  Gleichungen 
giebt  es  für  y  und  z;  addirt  man  alle  drei,  so  erhält  man 

=  ^m,  m,.  { (x,  -  x,,f  +  (y ,  -  y.-f  +  {z-  z,.f  \  ■ 

Nun  führe   man  wie  früher  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  ein  und  setze 

-S-m,  =  M,     ^m,  X,  =  MA,     2m,y,  =  MB,     JEm.z,  =  MC, 


—    23    — 

ferner  bezeichne  man  die  Entfernung  der  Punkte  m,-,  m,,  von  einander  mit  r,-,-,; 
alsdann  ist 

(3.)       M^miri-M-iA-^B'  +  C-)  =  Zm^myrl;,. 

Hierin  Iiat  man  nach  dem  Früheren 

A  =  a^">  +  a't,     ß  =  /?^"'  +  /?7,     C  =  f'^  +  y't 

zu  subslituiren.     Führt  man  diese  Substitutionen  aus  und  differentiirt  zweimal 

nach  der  Zeit,  so  kommt 

rfY^mr?)                  „        ,                   d-CHm.m.-.r'f.,-) 
-^f- =  2M(«   +/.    +y  )  + j^^. , 

und  wenn  man  dies  in  die  Gleichung  (2.)  einführt, 

oder  endlich,  wenn  man 

setzt, 

ff  C^w. /«.,?•?.,) 
(4.)  i,/W^  "        -  (2A-+4)t/+4//. 

In  der  Gleichung  (3.)  sind  die  Grössen  r,  die  Radien  Vecloren  der 
materiellen  Punkte  des  Systems  vom  Anfangspunkt  der  Coordinaten  aus  ge- 
rechnet, ]'Ä-  +  B-  +  C''  der  Radius  Vector  des  Schwerpunkts  von  ebendaher 
gerechnet;  diese  Grössen  ändern  sich  daher,  sobald  man  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  verlegt.  Die  Grössen  r;,-,  sind  dagegen  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Anfangspunkts  der  Coordinaten,  denn  sie  sind  die  Entfernungen  je 
zweier  Punkte  des  Systems  unter  sich.  Man  nehme  nun  den  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  im  Schwerpunkt  an,  wodurch  .l"+Z?'+C-  =  0  wird;  zu  gleicher 
Zeit  bezeichne  man  die  Radien  Vectoren  vom  Schwerpunkt  aus  gerechnet  mit 
();,  dann  geht  die  Gleichung  (3.)  über  in 

(5.)       M^m;(jj  ~  ^mimi,r]i,. 

Wenn  man  zwischen  dieser  Gleichung  und  (3.)  -2"m,m,,r^,,   eliminirt,    so   er- 
giebt  sich: 

(6.)       2m,ri  =  :Sim,(>]  +  M{A'  +  B'  +  C'). 

d.  h.  die  Summe  ^m.;r]  für  irgend  einen  Punkt  genommen  (denselben  als  An- 
fangspunkt der  Radien  Vectoren  r,  betrachtet)  ist  gleich  derselben  Summe  für  den 
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Schwerpunkt,  vermehrt  um  das  in  die  Summe  der  Massen  aller  materiellen 
Punkte  multiplicirte  Quadrat  der  Entfernung  jenes  Punktes  vom  Schwerpunkt. 
Hieraus  sieht  man,  dass  ^m,r;  für  den  Schwerpunkt  ein  3Iinimuni  ist,  und 
dass  es  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Schwerpunkt  wächst,- 
Smii-'i  wird  daher  einen  constanten  Werth  annehmen  für  alle  Punkte,  die  auf 
der  Oberiläche  einer  vom  Schwerpunkt  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugel 
liegen.  Ein  ahnlicher  Satz  gilt  für  die  Ebene,  wo  der  geometrische  Ort  der 
Punkte,  für  welche  -iS'?«,»-;  constant  bleibt,  ein  Kreis  ist. 

Die  Formel  (6.)  können  wir  auch  selbständig  beweisen.  In  der 
That  verrücken  wir  unser  früheres  ganz  beliebiges  Coordinatensystem  parallel 
mit  sich  selbst,  so  dass  der  neue  Anfangspunkt  der  Coordinalen  in  den  Schwer- 
punkt fällt,  und  bezeichnen  in  dem  neuen  Coordinatensystem  die  Coordinaten 
unserer  n  materiellen  Punkte  mit  j",,  j?,,  'Ci\  i?2,  ^hi  'Qi'->  •  ■  ■  §«,  V«,  'C„,  so 
haben  wir  für  jedes  i 

X;  =  ii  +  A,  y,=  ri,  +  B,  Zi  =  t;  +  C, 

wo  A,  B,  C  als  Coordinaten  des  Schwerpunkts  durch  die  Gleichungen 

^m,  =  M,     2:miXi  =  MA,     Sm.yi  =  MB,     ZniiZ-,  =  MC 
definirt  werden.     Daher  ist 

+  2: tili  vi  +  2B^ 711^71;  +  B^-^nii 
■^2mi'Q+  2C:Sm;  Li+Cr^ni;. 
Nun  ist  aber 

MA  =  2m,  Xi  =  2:111,  i;  +  2:mi  ■  ^  =  -^"';  ^'i  +  MA, 

daher 

27Hi§i  =  0,     ebenso     2m;ri;  =  0,     -Tm,-^,  =  0. 

Hierdurch  erhalten  wir 

^m,-r|  =  2  m,  (|?  +  rj]  +  'Qj)  +  M{A'  +  B'^C'), 

übereinstimmend  mit  Formel  (6.). 

Eine  ähnliche  Formel  ergiebt  sich  für  die  Differentiale.     Aus  unseren 
bisherigen  Formeln  nämlich  finden  sich  die  Dilferentialformeln 
dxi  =  d4i+dA,       dy,  =  di],  +  dB,       dz,  =  rfu,  +  dC, 
2midi;~  0,       2midrii  —  0^       2miaQi  =  0^ 
und  hieraus  erhält  man 

^m.idx'.+dy-i  +  dzl)  =  2mi{diJ  +  dtfi  +  d'Ci)  +  M{dA-  +  dB'  +  dC') 
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oder,  wenn  wir  durch  dP  dividiren, 

■--l(^)'+(^)'+(§)"l 

dt  \-      /  dn  \-     /  dC 


(■■) 


(1.  Ii.  die  absolute  lebendige  Kraft  des  Systems  ist  gleich  der  relativen  leben- 
digen Krall  des  Systems  in  Beziehung  auf  den  Schwerpunkt  (oder,  wie  man 
sich  ausdrückt,  um  den  Schwerpunkt)  vermehrt  um  die  al)soIute  lebendige 
Kraft  des  Sciiwerpunkls.  Daher  ist  die  absolute  lebendige  Kraft  des  Systems 
immer  grösser  als  seine  relative  lebendige  Kraft  um  den  Schwerpunkt. 

Man  kann  die    relative    lebendige  Kraft    um    den  Schwerpunkt   in   den 
Satz    der   lebendigen  Kräfte    einführen.      Dieser   Satz   war    in    der   Gleichung 

enthalten.  Transformirt  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mittelst  der  Glei- 
chimg  (7.),   so  findet  sich 

4-»'.|(lJ+(l)'+(^)'!  -  ^-"-ä«i(^)V(f  )+(f  )!■ 

Es  ist  aber 

also  dasselbe,  was  wir  bisher  mit  li'  bezeichnet  haben,  und  es  wird 

(8.)    ,.„„j(^)V(^.)V(^)V  .+.. 

Der  Satz  der  lebendigen  Kräfte  gilt  also  ebensowohl  für  die  relative  lebendige 
Kraft  um  den  Schwerpunkt,  als  für  die  absolute;  es  ändert  sich  hierbei  nur 
die  Constante  h  in  //.  Man  darf  übrigens  nicht  vergessen,  dass  hier  voraus- 
gesetzt wird,  es  gelte  das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts: denn  auf  dieser  Voraussetzung  beruht  die  Substitution  von  rc'--\-ß''~\-y''' 

für  (-77-) +(^^,  }  4  (~77~)  •  Das  Resultat  (8.)  konnte  man  übrigens  vorher- 
sehen. In  der  That,  falls  das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punkts gilt,  sind  U  und  die  Bedingungsgleichungen  nur  von  den  Differenzen 
der  Coordinaten  abhängig;    diese  Ausdrücke   bleiben    also    ungeändert,    wenn 

man  c, ,  t],,  'C,  an  die  Stelle  von  x^,  y,,  s,  setzt,  wo 

J-i  =  i.  +  A,       !/,=  1],  +  B,       2,  =  'C,  +  C; 

Jacobi,    Dynamik.  4 
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ferner  hal  man 


daher 

d^x.         d'h.  d'-ii         d'ri  d's.         d'C 


dt- 

d'-B 

de 

=  0, 

d^-C   _ 

de  ^"' 

d% 

d% 

rf-'/?. 

d%. 

de       de  '      de       de  '      de       de 

Die  symbolische  Gleichung 

/  d'x.   ^  d-y     .  d"s.    „    \  ^ 

und  die  Bedingungsgleichungen  des  Problems  gelten  also  noch,  wenn  man  für 
.!•,,  y,,  ö,,  ...  die  Grössen  v',,  ?/,,  u,,  setzt,  d.  h.  diese  Gleichungen  gelten 
eben  so  wohl  für  die  relative  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  als  für  die 
absolute.  Dasselbe  nuisste  daher  auch  mit  der  daraus  gezogenen  Consequenz, 
dem  Satz  der  lebendigen  Kraft,  der  Fall  sein,  wobei  sich  freilich  die  Con- 
stante  der  Integralion  ändern  komite,  was  auch  wirklich  eintritt. 

Aus  der  obenslelieuden  Auseinandersetzung  sieht  man,  dass  man  im 
Falle  der  Gültigkeit  des  Princips  der  Erhallung  der  Bewegung  des  Schwerpunkts 
nur  nöthig  hat,  die  relative  Bewegung  des  Systems  um  den  Schwerpunkt  zu 
bestimmen.  Alsdann  suche  man  die  Bewegung  des  Schwerpunkts,  und  man 
erhält  aus  der  blossen  Addition  beider  Bewegungen  die  absolute  Bewegung 
des  Systems. 

Das  Sonnensystem  gehört  in  diese  Kategorie  von  Problemen.  Aber 
wir  kennen  nur  seine  relative  Bewegung.  Zur  Bestimmung  der  Bewegung  des 
Schwerpunkts  fehlen  uns  alle  Data;  denn  hierzu  müsste  es  wirkliche  Fixsterne 
geben,  was  sehr  zweifelhaft  ist,  und  diese  müsslen  uns  so  nahe  sein,  dass  sie  in 
Beziehung  auf  eine  40  Millionen  Meilen  lange  Linie  (grosse  Axe  der  Erdbahn) 
eine  einigermassen  in  Betracht  kommende  Parallaxe  gäben.  Argelauder  hat 
in  neuerer  Zeil  die  Verhältnisse  von  a' : ß' : y'  (Siehe  Gl.  (3.)  der  dritten  \'or- 
lesung),  d.  h.  die  Richtung  der  Bewegung  des  Schwerpunkts  zu  bestimmen 
gesucht  und  zwar  nach  einer  von  dem  älteren  Herscltel  angeregten  Idee,  in- 
dessen beruht  diese  Bestimmung  nur  auf  Wahrscheiulichkeilsgründen. 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zur  Gleichung  (4.)  zurück,  welche  für  den 
Fall,  wo  U  eine  homogene  Function  A-'"  Ordnung  ist,  das  Princip  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kraft  in  der  interessanten  Form         •   ■ 

d'^C^m  m  ,r-  ,) 

^^^:-^  =  (2/.  +  4)f/+4// 
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enlliiell.    3Iit  Borücksicliligung-  der  Glcicliimg-  (5.)  kiinn  man  liicrfür  sclireil)oii 

^/'      =  (2k+A)U+U', 

wo  die  (;,  die  vom  Sclivverpimkt  aus  gezog-enen  Radien  Vecloren  sind.     Ful- 
das Sonnensyslem   isl  li  =  —i,  also  lial   man 


wo 


dt- 

m  m , 


=  2U+U\ 


U  =-  JE 


v_ 


lieber  diese  Gleichung-  lassen  sich  mehrere  Belrachlungen  anslellen.  Wäre 
die  Attraclion  umgekehrt  proporlional  nicht  dem  Quadrate  der  Entfernung, 
sondern  dem  Cuhus  derselben,  so  könnte  man  die  obige  Gleichung  integriren. 
Denn  in  diesem  Falle  wäre  k=—2,  2/.-|  4  =  0,  also,  wenn  JS'm,{<-  zur  Ab- 
kürzung mit  R  bezeichnet  wird, 

df 
Aber  alsdann   würde   das  Sonnensystem    auseinandergehen,   denn    eine    zwei- 
malige Integration  ergiebt; 

R  =  2h'r-+h"f+h"\ 

es  würde  also  mit  wachsender  Zeit  B  ins  Unendliche  Avachsen ,  da  aber 
/?  = -Zw, p; .  so  müsste  wenigstens  ein  Korper  des  Sonnensystems  in  eine 
unendliche  Entfernung  vom   Schwerpunkt  desselben  rücken. 

Aehnliche  Betrachtungen  zeigen,  dass  für  den  wirklichen  Fall  des 
Sonnensystems,  d.  h.  für  die  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  propor- 
tionale Attraction  die  Constante  h'  negativ  sein  muss,  wenn  das  Sonnensystem 
stabil  sein  soll.  In  der  That,  insofern  im  Sonnensystem  nur  anziehende  Kräfte 
wirken,  isl  die  Kräftefunction  U  eine  ihrer  Natur  nach  positive  Grösse.  Nun 
hat  zwar  Besscl  die  Hypothese  gemacht,  dass  die  Sonne  eine  abstossende 
Kraft  gegen  die  Kometen  besitze,  und  hat  hiermit  die  Erscheinung  in  Ver- 
bindung gebracht,  dass  alle  Kometenschweife  von  der  Sonne  abgekehrt  sind: 
indessen  ist  dies  doch  noch  nichts  Gewisses  und  man  wird  vorläufig  bei  all- 
gemeinen Betrachtungen  von  dieser  abslossenden  Kraft  absehen  müssen. 
Demnach  ist  also  U  eine  nothwendig  positive  Grösse.  Dies  vorausgesetzt, 
erhallen  wir  durch  Integralion  der  Gleichuna: 

d'R 


de   -2f/-l-4A' 


4 
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zwischen   den  Grenzen  0  und  t 

dR 


dt 


Rl,  =J'\2U+W)dt, 


oder,  wenn  c<  den  kleinsten  Werlli  von  U  zwischen  den  Grenzen  0  und  / 
bedeutet, 

du 

WO  R[,   der  Werlh  von  —j-  für  /  =  0   ist.      Dies  noch    einmal    zwischen   den 

Grenzen  0  und   /  integrirt  giebt,  wenn  /?„  der  Werth  von  R  für  /  =  0  ist. 

R-R„-R'j>{aYU')e 
oder 

Hier  ist  n  eine  nothwendig  positive  Grösse,  da  U  seiner  Natur  nach  positiv  ist. 
Wäre  nun  2h'  positiv,  so  wäre  es  auch  «  +  2//,  also  würde  R  mit  wachsen- 
dem t  ins  Unendliche  wachsen,  d.h.  das  Sonnensystem  wäre  nicht  stabil;  2h' 
muss  also  negativ  sein.  Aber  sein  numerischer  Werth  darf  nicht  grösser  sein, 
als    der   grösste  Werth,    den   U  zwichen   0   und   /   annimmt;    denn  sonst  sind 

alle  Elemente  des  Integrals  2/  {U-\-2h')dt  negativ,  man  kann  daher 

setzen,  wo  ß  eine  positive  Grösse  ist,  nämlich  der  kleinste  numerische  Werth. 
den   U-\-2h'  zwischen  0  und  f  annimmt;  und  dies  integrirt  giebf 

R<:Rn+RJ-ßt\ 

d.  h.  R  nähert  sich  mit  wachsendem  /  der  negativen  Unendlichkeit,  was  absurd  ist. 
da  R  eine  Summe  von  Ouadrafen  bedeutet.  Man  kann  alle  diese  Betrachtungen  in 
der  Behauptung  zusammenfassen,  dass  U'-\-2h'  in  den  Grenzen  der  Integralion 
weder  lauter  positive,  noch  lauter  negative  Werihe  haben  kann,  die  Stabilität  des 
Sonnensystems  vorausgesetzt.  t/+2A'  muss  also  vom  Positiven  zum  Negativen 
fortwährend  herüber  und  hinüberschwanken,  d.  h.  U  muss  um  —2h'  herum- 
schwanken. Diese  Schwankungen  von  U  müssen  aber  in  bestimmten  endlichen 
Grenzen  eingeschlossen  sein;    denn  gesetzt  U  werde  zu  einer  Zeil   unendlich 

gross,  so  kann  dies,    da  U=  ^  ist,  nur  dadurch   geschehen,   dass    sich 

zwei    Körper    unendlich    nahe    kommen,    und    da    dann    ihre    Attraction    un- 
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endlich  gross  wird,  so  können  sie  nie  wieder  aus  einander  kommen;  es 
bleibt  also  von  der  Zeit  an    ein  bestimmtes   /•,;,  =  0,    mithin   f/=oc,  und   es 

wird,  sowie  man  über  diese  Zeit  fori  inleg-rirf,   f  /{U-\-2h')df,    mithin    aiicli 

R,  einen  unendlich  grossen  positiven  Werlh  erhalten,  welchen  Werth  auch 
h'  habe.  Es  luüssten  also  andere  Körper  des  Sonnensystems  sich  unendlich 
weit  entfernen,  es  wäre  keine  Slabililät  da.  U  nniss  also  um  —2h'  herum 
Schwankungen  machen,  die  zwischen  bestimmten  endlichen  Grenzen  einge- 
schlossen sind,  von  welchem  Verhalten  die  periodischen  Functionen  ein  Bei- 
spiel geben,  deren  conslanler  Term  =  —  2h'  ist.     Dies  wird  durch  die  Formeln 

i  1 

für  die    elliptische  Bewegung  bestätigt.     In  diesen   ist  [/=— ,    —  2ä'  =  — ,   r 

muss  also  um  a  herumschwanken,  was  in  der  That  der  Fall  ist;  ferner  muss 
die  Entwickelung  von  -;-  nach  der   mittleren  Anomalie   den    constanten  Term 

—  enthalten,  und  auch  dies  findet  wirklich  Statt.     Bei  der  gegenseitigen  An- 

Ziehung  zweier  Körper  geben  negative  Werthe  von  //  die  elliptische  Bewe- 
gung. //— 0  entspriciil  der  parabolischen,  und  positive  Werlbe  geben  die  hy- 
perbolische Bewegung,  welches  ebenfalls  mit  unseren  Besullaten  übereinstimmt. 

Den  Satz,  dass  U  um  —2h'  oder  l]-\-2h'  um  Null  heruraschwankl,  kann 
man  auch  so  ausdrücken,  dass  2U+2h'  um  U  herumschwankt;  2U-\-2h'  ist 
aber  nach  Gleichung  (8.)  die  lebendige  Kraft  (um  den  Schwerpunkt);  also 
muss  der  Werth  der  lebendigen  Kraft  um  den  Werlli  der  Kräftefunclion  heruni- 
schwanken.  Werden  alle  Entfernungen  im  System  sehr  gross,  so  wird  die 
Kräftefunclion  sehr  klein,  also  nach  dem  Satz  der  lebendigen  Kraft  auch 
diese,  also  die  Geschwindigkeiten  sehr  klein,  oder  je  grösser  die  Entfernun- 
gen, desto  kleiner  die  Geschwindigkeiten;  hierauf  Jteruht  die  Slabililät. 

In  diesen  und  ähnlichen  Betrachtungen  liegt  der  Kern  der  berühmten 
Untersuchungen  von  Laplace ,  Lagrange  und  Poisson  über  die  Slabililät  des 
Weltsystems.  Es  existirt  nämlich  der  Satz:  nimmt  man  die  Elemente  einer 
Planelenbahn  veränderlich  an  und  entwickelt  die  grosse  Axe  nach  der  Zeil, 
so  tritt  die  Zeit  nur  als  Argument  periodischer  Functionen  ein,  es  kommen 
keine  der  Zeit  proportionale  Terme  vor.  Diesen  Satz  hat  zuerst  Laplace 
nur  für  kleine  Excentricitäten  und  die  erste  Potenz  der  Masse  bewiesen. 
Lagrange   dehnte   ihn"")    mit  einem   Federstrich    auf    beliebige    Exceniricilälci) 


*)   M^m.  de  l'Instltut,   1808. 
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aus.  Poisson  endlich  bewies ""'),  dass  er  auch  noch  gill,  wenn  man  die  zweite 
Potenz  der  Masse  berücksichtigt;  dies  ist  eine  seiner  schönsten  Arbeiten.  Für 
die  Berüclvsichtigung-  der  drillen  Potenz  der  Masse  konmil  schon  die  Zeil 
ausserhalb  der  periodischen  Functionen  in  dieselben  nuilliplicirl  vor,  für  die 
vierte  Potenz  Irill  /  sogar  schon,  oline  in  periodische  Functionen  mulliplicirl 
zu  sein,  auf.  Das  Resullal  für  die  dritte  Potenz  gäbe  also  noch  immer  Os- 
cillalionen  um  einen  Mittelwerth,  aber  für  <  =  oo  unendlich  grosse,  bei  Be- 
rücksichtigung der  vierten  Potenz  sind  aber  überhaupt  dergleichen  Oscillationen 
nicht  mehr  da.  Auf  ein  ähnliches  Resultat  kommt  man  bei  den  kleinen 
Schwingungen;  bei  Berücksichtigung  höherer  Potenzen  der  Verschiebungen 
kommt  man  hier  zu  dem  Ergebniss ,  dass  kleine  Impulse  mit  wachsendem  / 
zu  immer  grösseren  Schwingungen  führen. 

Aber  alle  diese  Resultate  beweisen  genau  genommen  gar  nichts.  Denn 
indem  man  die  höheren  Potenzen  der  Verschiebungen  vernachlässigt,  nimmt 
man  an,  dass  die  Zeil  klein  sei,  und  kann  nicht  hieraus  Schlüsse  auf  grosse 
Werthe  von  /  machen.  Blan  hätte  sich  daher  gar  nicht  wundern  dürfen, 
wenn  auch  für  die  erste  und  zweite  Potenz  der  Masse  die  Zeit  schon  ausser- 
halb der  periodischen  Functionen  vorkäme;  denn  die  Berechtigung  zur  Enl- 
wickelung  und  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  der  Masse  liegt  nur 
in  der  Annahme,  dass  /  eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt.  Mari  bewegt 
sich  daher  in  einem  Kreise. 

Ein  anschauliches  Beispiel  hiervon  giebt  das  Pendel.  Die  Stellung,  in 
welcher  die  Kugel  senkrecht  über  dem  Aufliängungspunkt  sich  befindet,  giebt 
ein  labiles  Gleichgewicht  des  Pendels.  Man  erhält  hier  die  Zeit  ausserhalb 
des  Sinus  und  Cosinus  und  schliesst  daraus  mit  Recht,  dass  ein  unendlich 
kleiner  Impuls  eine  endliche  Bewegung  giebt:  aber  es  wäre  sehr  falsch,  aus 
dem  Umstand,  dass  die  Zeit  ausserhalb  der  periodischen  Functionen  vorkommt, 
zu  schliessen,  dass  die  Bewegung  des  Pendels  nicht  periodisch  sei.  denn  die 
Kugel  rotirt  in  dem  vorliegenden  Fall  periodisch  um  ihren  Aufhängungspunkl. 
Ebenso  falsch  wäre  es,  aus  dem  Resultat  für  die  höheren  Potenzen  der  Masse 
zu  schliessen,  dass  das  Sonnensystem  nicht  stabil  sei. 


*)    Journal  de  l'ccolc  polytecluiique,  cah.  15. 
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Fünfte  Vorle^iBiig-. 

Das  Princip  der  Erlialtung  der  Flächenräume. 

Indem  wir  die  Annahme  machten,  dass  die  Kräftefunction  U  und  die 
Bedingung-sgleichungen  ungeändert  blieben,  wenn  man  sämmiliche  a;-Coordi- 
naten  um  ein  und  dasselbe  Slück  ändert,  sämmtliche  «/-Coordinaten  um  ein 
zweites,  sämmtliche  z. -Coordinalen  um  ein  drittes,  fanden  wir  das  Princip  der 
Erhallung  der  Bewegung  des  Schwerpunkts.  Die  angegebenen  Aenderungen 
der  Coordinaten  kommen  darauf  hinaus,  dass  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  verlegt,  die  Coordinatenaxen  aber  parallel  bleiben  lässt. 

'  Wir  wollen  jetzt  eine  andere  Annahme  machen:  es  sollen  die  Bedin- 
gungsgleichungen ungeändert  bleiben,  wenn  man  bei  ungeänderter  ,T-Axe 
die  Axen  der  y  und  z  um  einen  beliebigen  Winkel  in  ihrer  Ebene  dreht. 
Setzt  man 

y  =  rcosü,       z  =  rsin», 

so  kommt  dies  mit  der  Vermehrung  des  Winkels  r  um  einen  beliebigen  Winkel 
(Jü  überein.  Bezeichnet  man  für  die  verschiedenen  Punkte  des  Systems  die 
Winkel  'ii  respective  mit  »,,  «j^,  ...  »,,  .  .  .,  so  müssen  also  U  und  die  Be- 
dingungsgleichungen ungeändert  bleiben,  wenn  sämmtliche  v  um  denselben 
Winkel  d'v  geändert  werden,  d.h.  sie  müssen  nur  von  den  Dilferenzen  t\~i\, 
abhängig  sein.  Hierher  gehört  ein  ganz  freies  System  und  überhaupt  jeder 
Fall,  wo  nur  die  Enifcrnungen  je  zweier  materiellen  Punkte  des  Systems 
vorkommen.  Durch  Einführung  von  r  und  c  wird  nämlich  der  Ausdruck  für 
eine  solche  Distanz: 

rl2  =  (xi  —  x.,)'-  -\-  (/'i  cos  L\  —  r,  cos  v.f  +  (ri  sin  »i  —  /•■.  sin  Vof 

=  {Xi  —  a-o)"  +  r\  -\-rl  —  2rj  u  cos  [vi  —  r.,) , 

also  nur  von  der  Dilferenz  Vi  —  v^  abhängig.  Ebenso  gehört  der  Fall  hierher, 
wo  die  Punkte  des  Systems  gezwungen  sind,  sich  auf  einer  Rotationsiläche  zu 
bewegen,  deren  Rotationsaxe  die  Axe  der  x  ist;  alsdann  kommen  nämlich 
die  V  in  den  Bedingungsgleichungen  gar  nicht  vor.  Ferner  ist  zu  bemerken. 
dass,  wenn  feste  Punkte  in  dem  Problem  vorkommen  sollen,  diese  in  der  Axe 
der  X  liegen  müssen. 

Bei  dieser  Annahme  über  U  und  die  Bedingungsgleichungen  wird  man 
also  sämmtliche  /';  gleichzeitig  um  dv  vermehren  können.     Hierdurch  l)leiben 
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die  X,  ung-eändert,  die  y,  und  z,  aber  werden  variiit.  denn  es  ist 

yi  =  r,cosv,,       z.  =  r,sin»,, 
nlsn  orhiill  man 

()'.r,  =  0,       %,  =  —  r, sin i\  .  ()r,       dz,  =  r,cosi\Sv 
=  —z,dv  =2/.(5'p 

als  die  für  unser  Problem  geltenden  virtuellen  Variationen  der  Coordinaten. 
Diese  in  die  symbolische  Gleichung  (2.)  der  zweiten  Vorlesung  eingesetzt 
führen  zu  der  Gleiciumg : 

i'ür  die  angegebenen  Verschiebungen  bleibt  U  ungetindert,  also  ist  d'U=0, 
und  man  hat 

(1.)        ^«,i,,^-.,^j    =ü. 

Wir  wollen  hier  gleich  bemerken,  dass  diese  Gleichung  in  dem  allgemeineren 
Fall,  wo  statt  d'U  auf  der  rechten  Seite  der  Ausdruck  ^{X,d'x,+  Yid'y,  +  Z^d'z,) 
steht,  ebenfalls  gültig  bleibt,  wenn  nur 

(2.)     ^(y,s,-z,2/.)  =  0 

ist.  Ist  dieser  Ausdruck  nicht  =  0,  so  tritt  er  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (1.)  an  die  Stelle  der  0.  Nehmen  wir  also  an,  dass  entweder  eine 
Kräftefunclion  U  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  existire  oder  in  dem 
allgemeineren  Fall,  wo  sie  nicht  existirt,  dass  die  Gleichung  (2.)  erfüllt  sei. 
Dann  gilt  die  Gleichung  (1.)  in  der  oben  angegebenen  Form;  ihre  linke  Seite 
ist  aber  integrabel,  und  man  erhält  durch  Integration: 


t      dz  dl/ 

(30     ^My'nr-^'-iir 


wo  n  die  Constante  der  Integration  bedeutet.  Führt  man  wieder  die  Polar- 
coordinalen  r,  und  «,  ein,  so  nimmt  (3.)  die  Form  an: 

de 
(4.)        :Zm,r-~   ==  a. 

lu  dieser  Gleichung  ist  das  Princip  der  Erhaltung  der  Flächen  enthalten.  Es 
ist  nämlich  bekanntlich  r  dn  gleich  dem  doppelten  Flächenelement  in  Polar- 
conrdinaten,  also  ergiebt  eine  nochmalige  Integration  der  Gleichung  (4.) 
von  0  bis  f  den  Satz:  Miiltipiicirf  man  jede/t  der  Flächenräume,  inelclie  von  den 
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auf  die  Ebene  der  yz  proj/e/rten  Radien  Vecforeu  in  dieser  Ebene  beschrieben 
werden,  in  die  Masse  des  daz-iige/iörif/en  materiellen  Punktes,  so  ist  die  Summe 
der  Prodiicte  proportional  der  Zeit.  Dies  ist  das  bcriilimtc  Priiicip  von  der  Er- 
lialliing  der  Fläclienräume.  Es  gilt,  wie  gesagt,  wenn  U  und  die  Bcdingungs- 
gleichungen  dadiircii  nicht  geändert  Averden,  dass  man  die  Axen  der  y  und  s 
in  ihrer  Ebene  um  die  Axe  der  x  dreht,  eine  Hypothese,  welche  man  rür  die 
Bedingungsgleichungen  analytiscii  so  ausdrücken  kann,  dass  für  jede  Bedin- 
gungsgleicliung  /'=0  die  Gleichung 

identisch  erfüllt  sein  muss. 

Dass  bei  der  vorhin  gebrauchten  Transformation  ydz~zdy  =  fdv  das 
V  nur  als  Differential  vorkommt,  ist  ein  in  vielen  Fällen  sehr  wichtiger  Um- 
stand; aus  dieser  Transformalion  gehl  unter  Anderem  auch  hervor,  dass 
ydz  —  zdy  in  eine  homogene  Function  —2'"  Ordnung  von  y  und  ;;  mulliplicir! 
ein  vollständiges  Dilferenfial  ist,  da  es  sich  als  Producl  von  dv  in  eine  Function 
von  'c  allein  darstellt. 

In  dem  F'all,  wo   U  und  die  ßedingungsgleichungen  auch  unverändert 

bleiben,  wenn  man  die  Axen  der  x  und  z  um  die  der  y  und  die  Axen  der 

X  und  y  um  die  der  z  dreht,    hat  man  ausser  der  Gleichung  (3.)  noch  zwei 

ähnliche,  nämlich 

/     dx  ffc  \ 

(5.)       ^m.,(z.^~x.^)  =  ß, 

(6.)        ^-,G-,-^-2/,^)  =  /. 

Dies  gilt  z.  B.  für  u  sich  frei  im  Raum  bewegende  Körper,  und  in  diesem 
Fall  bat  man  daher  immer  vier  Integrale,  die  drei  Flächensälze  und  den  Satz 
der  lebendigen  Kraft. 

Es  ist  ein  sehr  merkwürdiger  Umstand,  auf  den  wir  schon  in  der 
Einleitung  aufmerksam  gemacht  haben,  dass  von  diesen  Flächensätzen  entwe- 
der nur  einer  gilt ,  oder  alle  drei.  Wir  werden  es  als  ein  reines  Resultat 
des  Calculs,  als  eine  blosse  Folgerung  einer  mathematischen  Identität  bewiesen 
sehen,  dass  der  dritte  Flächensalz  immer  aus  den  beiden  anderen  folgt.  Wenn 
alle  drei  Flächensätze  gelten,  so  kann  man,  ohne  der  Allgemeinheit  der  Lösung 
zu  nahe  zu  Ireten,  zwei  der  Conslanlen  r/,  ß,  y  gleich  Null  annehmen.  Diese  Con- 
stanten werden  nämlich  in  jedem  Probleme  durch  die  Bedingungsgleichungen 

J.icobi,    Dynamik.  •  5 
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bestimmt;  aber,  wie  die  Bedingungsgleichungen  auch  beschaffen  sein  mögen, 
immer  lassen  sich  die  Coordinaten  so  verlegen,  dass  im  neuen  Coordinaten- 
system  zwei  der  Constanlen  verschwinden.  In  der  That,  die  neuen  Coor- 
dinaten seien  §,,  iji,  'Qi,  dann  sind  die  allgemeinen  Transformationsformeln 
der  Coordinaten 

^,  =    aXi  +  btj.  +  czi, 

Tj,  =   aXi+  b'y,  +  c'z,, 
'Q,  =  a"x,^b"y,  +  c"z„ 

wo  unter  den  Conslanten  a,  b,  c,  a',  b',  c ,  a",  b",  c"  unter  anderen  fol- 
gende neun  Gleichungen  existiren: 


lj'c"^b"c'  =  a,         c'a"  -  c"a'  =  b,         a'b"  -  a"b'  = 


c. 


b"c-bc"=^a',         c"a~ca"  =  b',         a"b~ab"  =  c', 
bc'-b'c^a",         ca-c'a=b",         ab'-a'b=c". 
Demnach  ist  mit  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen 


dC       .    dt]  /dz  dy^         f     dx  dz.\         ^     dy  dx\ 


daher 


f/f,        .,  d>l, 


(7.)     ^„,,{,n-rf--Q-~)  =  aa  +  bß  + 


r- 


Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn  die  Fliichensätze  für  ein  Coordinalensystem  in 
allen  drei  Coordinatenebenen  gelten,  sie  für  jedes  Coordinalensystem  gelten*). 
Wir  wollen  die  neue  Constanle  an^bß  +  cy  unter  einer  anderen  Form  darstellen. 
Bezeichnet  man  die  Winkel,  welche  die  Axe  der  s"  mit  den  Axen  der  x,  y,  z 


*)  Die  Ijislier  betrachteten  Flächensätze,  welche  sich  auf  einen  unbeweglichen 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  beziehen,  kann  man  auf  das  Sonnensystem  nicht  an- 
wenden, weil  mau  im  Weltraum  keinen  festen  Punkt  hat.  Aber  man  überzeugt  sich 
leicht,  wenn  man 

X,  ==  y,  -^A,      yi^  1),  +  B,      Zi  =  j,  -|-  C 

setzt,  wo  A,  B,  C  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  sind  (dritte  Vorlesung),  dass  die 
Flächeusätze  (3.),  (ö.),  ((i.)  auch  noch  gelten,  wenn  man  für  Xi,  y,,  :■,  beziehungs- 
weise y,,  tfi,  li  setzt,  sobald  man  zugleich  a,  ß,  y  um 

Mißy-m, 

M(«°/?'-/SV) 

verändert,  d.  h.  dass  jene  Flächensätze  auch  noch  für  den  Fall  gelten,  wo  der  gleich- 
förmig und  geradlinig  bewegte  Schwerpunkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  be- 
trachtet wird. 
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iiiarlil.  mit   /,   tn,  n.   so  isl  ,     . 

a  —  cos/,       b  =  cosm,       c  =  cosre. 


Setz!  man  noch 


^  =  cos/,  ^        — —  =  cosfi,       -===^==r- =  cos  ?/, 


so  liiil   man 


oa  +  hß  +  cy  =  \fa-+  ß''+  y-.  (coslcosl-j-  cosmcos  u  +  cosncosv). 
Aber  da  cosA-4-cos,u-  +  cosr- =  1 ,    so    lassen    sicli    '/.,   ,'«,)'    als  die  Winkel 
ansehen,    welche    eine  gewisse  Gerade  L  mit  den  Axen  der  x,  y,   z   bildet. 
Bezeichnet  man  den  Winkel,    welchen  diese  Gerade    mit    der    c-Axe   bildet, 
mit    ] ,  so  hat  man 

cos7cosÄ4-cos»»cos/(  +  cos«cosj'  =  cos  1, 
also 

aa  +  bß+cy  =  ]V  + /)'-  +  ;'-. cos  T'. 


Die  Conslante  des  Flächensatzes  für  die  Ebene  der  //l  ist  also  =  ]Vr+ /?-+/- 
multiplicirl  in  den  Cosinns  des  Winkels,  welchen  die  Axe  der  t  mit  der  nach 
obiger  vVngabc  conslrnirten  Geraden  L  bildet.  Dasselbe  gilt  natürlich  für  die 
beiden  anderen  Fliichensi'ilze  in  dem  nenen  Coordinatensystem,  nur  dass  statt 
V  die  Winkel  V  und  V"  zu  nehmen  sind,  welche  die  Gerade  L  mit  den 
Axen  der  ?/  und  'C  bildet.  Lässt  man  nun  die  Axe  der  c  mit  der  Geraden  /. 
zusammenfallen,  so  wird  der  Winkel  V  =  0,  zu  fileicher  Zeit  wird  V  —  90" 
und  I"  =  90".  daher  cosV'=l,  cosF'  =  0,  cos  F"  =  0.  Hieraus  sieht  man, 
dass  die  Constanten  der  Flächensätze  für  die  Ebenen  der  i/y  und  'i'C  wirklich 
Null  werden,  und  zugleich  wird  die  Conslante  des  Flächensatzes  der  Ebene  vy^ 


d.  h.  gleich  dem  Maximum,  welches  diese  Constanle  erreichen  kann,    da  ihr 


Werth  in  der  allgemeinen  Form  iV+ /?'+;'-. cos  F  enthalten  ist. 

Die  auf  diese  Weise  bestimmte  Ebene  der  rfC  hat  Lap/dce  niil  dem 
Namen  der  unveränderlichen  Ebene  belegt;  er  hat  geglaubt,  dass  man  sie 
dazu  benutzen  könne,  zu  finden,  ob  im  Lauf  der  Jahrtausende  Stösse  im 
Sonnensystem  vorgekommen  sind,  indem  sich  alsdann  ihre  Lage  ändern  muss. 
Gehen  umgekehrt  zwei  zu  verschiedenen  Zeilen  angestellte  Messungen  ver- 
schiedene Lagen  für  diese  Ebene,  so  müssen  Stösse  während  dieser  Zeit  vorge- 
kommen sein.  Dies  isl  aber  der  geringste  Nutzen  der  unveränderlichen  Ebene. 
Schreiben  wir  für  die  neuen  Coordinaten  wieder  die  Buchstaben  der  frühern  a;.^,s, 

5 '^ 


—    36     — 

so  (iass  die  Ebene  der  yz  die  unveränderliche  wird,    so    haben   wir  die  drei 
Fiächensätze 

/     dz  dy  \  /     dx  dz  \  /     dy  dx\ 

wo 


Für  den  Fall  zweier  Körper  kann  man  diesen  Flächensätzen  eine  interessante 
u-eoinetrische  Deutung  geben.     In  diesem  Fall  bat  man 


/      (/s,  dl/  N  /      dz,  dy,  \ 

'^^^^-w-'^-dr)+<y'--dt-'^-df) 


"*'V^'    dt       ^'   dt  J  '  "'-'V^'^   dt       ^'    dt 

f     dx,  dz,  \  ,        /     dx,  dz\  „ 

"''(.'■-^—'■■TrJ +'"-•(.=■■•  !«--■'■•  Tri  =  0' 

Daher  nach  Elimination  von  in,  und  w,  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen: 

,^  ,  dx,  dz,  du,  dx,  dx,  dz,  du,  dx, 

^     ^  dt  '   dt         ^   dt       •'dl  -dt  -  dt  dl       "     dt 

Diese  Proportion  hat  eine  einfache  geometrische  Bedeutung.  In  der  That. 
man  denke  sich  in  m,  an  die  von  lUi  beschriebene  Curve  eine  Tangente  ge- 
legt, durch  diese  Tangente  und  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  denke  man 
sich  eine  Ebene  Ei  gelegt,  auf  diese  Ebene  eine  Normale  N,  im  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  errichtet.  Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  N^  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bildet,  seien  p^,  9,,  i\;  dann  hat  man  für  den  Punkt  ;«,  die  beiden 
Gleichungen 

p,Xi  +  q,y,  +  i\Zi  =  0, 

Pi(I.Vi  +  q,dyi  +  )\dZ'i  =  0, 
Avelche  sich  auch  in  Form  einer  doppelten  Proportion  schreiben  lassen,  nämlich: 

Pi  :(],•■  >\  =  Ui dzi  —  Zi dy,  :  z, dx, - x, dz,  •.x,dy,-y, dx,. 
Ebenso  erhält  man.    wenn    man    für    den  Punkt   m.    die   analoge  Construction 
macht,  indem  man  die  Ebene  E,  der  E,  entsprechend  und  die  Normale  lY,  der 
N,  entsprechend  consiruirt  und  hierdurch  die  Cosinus  p2,  q^,  »"    bestimmt: 

p,  :  (/>  :  /-o  =  «/> f/sa  —  Zn dy^  :  Zo  dxi  —  x. dz^  ■  Xn %2  —  «/a dx2. 
Hieraus   geht    hervor,    dass   man   die  Gleichung    (8.)    vermittelst   der   Grössen 
P11  5'm  '"n  p!-,  Hi-,  ''i    so   schreiben  kann: 

(/,  :  r,   =  qi :  r , . 
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Die  g-eometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung  lässt  sich  leicht  finden.  Die 
Gleichungen  der  Goraden  N^  und  Nn  sind 

/',    ~   9,   ~~  r,  p^   ~   (/,  ~  r/        ♦ 

Daher  Iial  nion  als  Gloidiungen  ihrer  Projcciioncn  auf  die  Ebene  der  yz^ 

-"^  =  —     und     -^  =  — 
?,         '•,  '/i        >•, 

Aber  da  </,  :  r,  =  (/^ :  a ,  so  sind  diese  beiden  Gleichungen  idenlisch,  d.  h.  A', 
und  A^j  haben  dieselbe  Projeclion  in  der  Ebene  der  yz,  oder  auch,  iV,  und 
N2  liegen  in  einer  Ebene,  welche  senkrecht  auf  der  der  yz  steht,  und  welche, 
da  iV|  und  iV,  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  gehen,  die  Axe  der 
•r  enthüll.  Hieraus  gehl  für  die  Ebenen  Ei  und  E^  hervor,  dass  sie  die 
Ebene  der  ^3  in  einer  und  derselben  Linie  schneiden.  Es  gilt  also  für  die 
freie  Bewegung-  zweier  Massen  m,  und  nu  der  Satz: 

Muh  denke  sich  in  nii  und  in,  Tanycnteii  an  die  Bahnen  der  beiden 
Punkte  fjezofjen.  Durch  diese  Tangenten  und  den  Schwerpunkt  des  Systems 
(dies  ist  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten)  denke  man  sich  Ebenen  (/ele</t: 
dann  schneiden  dieselben  die  unveränderliche  Ebene  (die  Ebene  der  yz)  in  einer 
und  derselben  Geraden. 

Diese  geometrische  Deutung  rührt  von  Poinsof  her.  Ich  habe  von 
derselben  eine  interessante  Anwendung  auf  das  Problem  der  drei  Körper 
gemacht  *). 

Sowie  aus  dem  Salz  der  lebendigen  Kraft  die  Stabilität  des  Weltsy- 
stems rücksichtlich  seiner  Dimensionen  bewiesen  wurde,  so  kann  das  Princip 
der  Flächen  dazu  benutzt  werden ,  die  Slabililäl  desselben  rücksichllich  der 
Form  seiner  Bahnen  zu  beweisen.  Der  früher  erwähnte  Beweis  sollte  zeigen, 
dass  die  grossen  Axen  der  Ellipsen,  in  welchen  sich  die  Planeten  bewegen, 
nicht  über  gewisse  Grenzen  hinauswachsen  können;  ebenso  kann  man  aus  dem 
Salz  der  Flächen  beweisen,  dass  die  Excenlricilälen  sich  nur  zwischen  ge- 
wissen Grenzen  verändern  können,  und  hiervon  hängen  die  Formen  der 
Bahnen  ab.  Aber  ausser  dem  Uebelstande  des  früheren  Beweises,  dass  für 
die  Berücksichtigung  der  höheren  Potenzen  dennoch  säculare  Terme  vorkom- 
men, d.  h.  solche,  welche  die  Zeit  ausser  dem  Zeichen  des  Sinus  und  Cosinus 


*)    Crelles  Journal,   Bd.  26,  p.  115.     Math.  Werke,  Bd.  I,  p.  30. 


—    38    — 

rulhallen,  leidet  dieser  Beweis  an  der  Unvollkoninienheit .  dass  er  nur  für 
Hiniiuclskörper  niil  einig-erniassen  belrächllichen  Massen  gilt.  In  der  Gleichung 
iiämlicli,  aus  ■welcher  man  das  in  Rede  siehende  Resultat  zieht,  sind  die  ein- 
zelnen Terme  in  .die  Massen  der  Ilimmelskürper  niulliplicirU  und  daher  inllui- 
ren  die  Körper  mit  kleinen  Massen  so  wenig  auf  die  ganze  Gleichung,  dass 
man  auf  ihre  Excentricitälen  hieraus  keinen  Schluss  machen  kann.  Die  Sta- 
bilität der  Form  der  Bahn  gilt  auch  in  der  That  nicht  von  den  Kometen; 
aber  sie  gilt  auch  nicht  einmal  für  die  kleineren  Planeten,  z.  B.  den  Mercur, 
dessen  Masse  so  gering  ist,  dass  sie  bisher  nur  nach  31uthmassungen  geschätzt 
werden  konnte,  und  dass  der  erste  von  Encke  herrührende  Versuch,  dieselbe 
aus  Beobachtungen  herzuleiten,  nur  durch  die  ausserordentliche  Nähe  möglich 
wurde,  in  welche  der  nach  ihm  benannte  Komet  dem  31erkur  kam. 

Wenn  zu  den  gegenseitigen  Attractionen  der  materiellen  Punkte  noch 
Anziehungen  nacli  festen  Centren  hinzukommen,  so  hört  das  Princip  der 
Flächen  auf  zu  gellen,  es  sei  denn,  dass  diese  Centren  in  einer  Geraden 
liegen.  Nehmen  wir  diese  Gerade  zur  Axe  der  x,  so  gilt  alsdann  der  eine 
Flächensatz  in  der  Ebene  der  yz,  während  die  andern  beiden  Flächensätze 
zu  bestehen  aufhören.  In  der  Thal,  betrachten  wir  einen  materiellen  Punkt 
«/,,  und  denken  wir  uns  durch  denselben  eine  Ebene  E;  parallel  der  Ebene  der 
yz  gelegt.  Denk!  man  sich  nun  die  Anziehungen,  welche  der  Punkt  m,  durch 
alle  in  der  Axe  der  x  gelegenen  festen  Centren  erleidet,  so  wird  diese  Kraft 
von  dem  Punkt  dij  nach  einem  gewissen  Punkt  der  j-Axe  hin  gerichtet  sein: 
man  kann  daher  diese  Kraft  in  zwei  zerlegen,  von  denen  die  eine  parallel 
der  Axe  der  x  durch  den  Punkt  m,  geht,  die  andere  von  dem  Punkt  ?«,  nach 
dem  Durchschnittspunkl  der  Ebene  Ei  mit  der  Axe  der  x  gerichtet  ist,  und 
daher  in  dieser  Ebene  liegt.  Diese  letztere  Kraft  wollen  wir  mit  Q;  bezeich- 
nen und  dieselbe  in  zwei  Componenten  parallel  den  Axen  der  y  und  z  zer- 
leaen.  Behalten  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei.  so  isl  die  Componenle 
|)arallel  der  y  -Axe 

=  Qsdir,, 
und   die  Componenle  parallel  der  3 -Axe 

.  =  Q,s\\\Vi. 

Daher  kommt  in  der  symbolischen  Gleichung  der  Bewegung   zu  dem  früheren 
(iU  jetzt  noch   der  Ausdruck 

^Q,  (cosr, .  i)y,  +  sin  i\ .  d'z,) 
hinzu.     Wir  haben  also,  wenn  wir  unter  U  nur  denjenigen  Theil  der  Kräfte- 
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Function  verstehen,  welcher  von  der  gegeiiseitig-en  Atlractioti  der  Piinkle 
herrührt,  \, 

1  d'X  d'y  d''z.  ^    )  „ 

oder,  wenn  wie  oben, 

(fxi  =  0,     dy^—  —  r^  sin  »;  Jr  =  —z,  ()»,     d'z,  =  r,  cos  v,  cJ^ti  =  y,  d'v 
gesetzt  wird,  wodurch  ^U  verschwindet, 

und  daher  durch  Integralion  • 

d.  h.  dfls  Prineip  der  Erhaltung  der  Flächen  gilt  für  die  Ebene,  auf  welcher 
die  Gerade  senkrecht  sieht,  in  der  sänimtliche  festen  Centra  enthalten 
sind.  In  diesem  Fall  hat  man  also  zwei  Integrale,  den  Satz  der  leben- 
digen Kraft  und  einen  Flächensatz.  Treten  aber  in  das  Problem  mehrere 
feste  Centra  ein,  welche  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  so  exislirt  kein  Flä- 
chensatz mehr,  und  man  hat  nur  noch  das  eine  Integral  des  Princips  der  leben- 
digen  Kraft. 

Nimmt  man  überdies  an,  dass  die  Centra  nicht  fest  seien,  sondern  eine 
eigene,  von  den  übrigen  materiellen  Punkten  des  Systems  unabhänifige  Be- 
wegung haben,  so  dass  diese  Bewegung  eine  gegebene  Function  der  Zeil  ist, 
so  hört  auch  das  Prineip  der  lebendigen  Kraft  zu  bestehen  auf.  Solche  Fälle 
kommen  in  der  Natur  vor;  hierher  gehört  z.  B.  die  Atlraclion  eines  Kometen 
durch  Sonne  und  Jupiter,  wo  die  Bahnen  von  Sonne  und  Jupiter  als  gegeben 
anzusehen  sind,  und  der  Komet  als  ein  materieller  Punkt,  der  auf  jene 
Bahnen  gar  keinen  Einlluss  hat.  Hier  hört,  wie  gesagt,  das  Prineip  der  leben- 
digen Kraft  zu  bestehen  auf;  denn  dieses  beruht  wesentlich  darauf,  dass  man 
für  die  Entfernung  r  eines  materiellen  Punktes  (x,  y,  z)  von  einem  Centruni 
{a,  b,  c)  die  Differentialgleichung 

dr  =  (lx  +  ~ dii-\ dz 

hat.  Aber  diese  Differentialgleichung  setzt  voraus,  dass  a,  h,  c  Constanlen  sind: 
sie  hört  also  in  unserem  Falle  zu  bestehen  auf,  und  mit  ihr  das  Prineip  der 
lebendigen  Kraft.     Man  kann  zwar  noch  immer  die  auf  die  einzelnen  Punkte 
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wirkenden  Kräfte  als  partielle  DifTerentialquolienlen  einer  Function  U  darstellen, 
aber  diese  Function  enthält  jetzt  ausser  den  Coordinalen  noch  die  Zeit  ex- 
plicite:  es  ist  daher  jetzt  nicht  mehr 

dt     ~~        \dx      dt    "•"  0(/      dt    '^  dz      dt)- 
sondern  es  kommt  jetzt  auf  der  rechten  Seite  noch  der  partielle  Differential- 

et 

^fÖV    dx^        SU    dy^        SV    dz^ -s  dV       dV 


quotient  —. —   hinzu,  so  dass 


\dx^     dt         dy^     dt     '    S-,/     dt  /  dt         dt 

Nun  war  die  DifTerentialgleichüna;  des  Satzes  der  lebendigen  Kraft 

^     ^dx^  d'x.        dy^   d'y,        cfe.   rf'--,\^  ^( dV  da..        SV   dy,        SV    dz-^  ^ 
^"''\  dt     dt'  +   dt     dt""  "^    dt     dt^J'^'^\dx     dt    "*"  öw     (//   "^  ös      *//  / 

Diese  w'urde,  indem  man  für  die  rechte  Seite  —7-   setzen  konnte,  inlegrabel. 

dV       cV 
Jetzt  aber  muss  man  fiu-  dieselbe  —, =--  setzen  und  kann  daher  nicht  mehr 

dt  et 

inleg-riren.     Wenn  man  in  der  Gleichung 

ydx.    d^       dy^d\        (h^  d\^  _     dV        OV  . 
'^'V'rfT  W"^~dr  dt'  "^  dt     de  )  ~~     dt         et   ' 

Lf  in   die  Summe    U-i-V  zerfällt   denkt,    wo    1'  die  Zeit  explicile    enthält,    U 
aber  nicht,  so  ergiebt  sich 

rO  1         y      ^^-^.   d'x.        dy.   d\j^        dz.    (/':-s    _    dV        dV        dV 
.     {».)       -^»'A  ^„     ^f,  +  ^i     ^n2  +  jf     ^i^J  -     dl  -r  dt         dt' 

Dies  ist  die  Gleichung,  welche  an  die  Stelle  der  Differentialgleichung 
des  Princips  der  lebendigen  Kraft  tritt,  welche  aber  jetzt  kein  Integral  mehr 
liefert.  Ebenso  wenig  gilt  jetzt  noch  das  Princip  der  Flächen:  man  hat  also 
kein  einziges  Princip,  welches  ein  Integral  gäbe.  Dennoch  habe  ich  hemerkl. 
dass  es  eine  Hypothese  über  die  Bewegung  der  festen  Centren  giebt  und 
zwar  eine  dem  ebenerwähnten  Fall  der  Natur  sehr  nahe  kommende  Hypothese, 
unter  deren  Annahme  man  aus  der  Combination  beider  Principe  ein  Integral 
erhalten  kann.  Diese  Hypothese  besteht  darin,  dass  man  annimmt,  die  festen 
Centren  bewegen  sich  in  Kreisen  mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  um  eine 
und  dieselbe  Axe.  so  dass  man  für  die  Coordinalen  irgend  eines  Centrums 
(fl,  b,  c) 

rt  =  Const.,       b  =  ßcosnt,       c  =  ßsmnf 
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habe,  wo  u  für  alle  Cenfrcn  denselben  Werlli  luil.  und  wo  die  x-Axe  gemein- 
schaftliche Rolalionsaxe  isl.  Dies  koninil  in  der  Thal  niil  dem  Fall  der  Natur 
sehr  nahe  über(>in.  denn  Sonne  und  Jupiter  bewegen  sich  in  der  Ekliptik  um 
ihren  genieinschafllichen  Schwerpunkt  in  Ellipsen  mit  sehr  kleiner  Excenlricität 
(ungefähr  =  .i'o)  5  die  mithin  als  Kreise  anzusehou  sind,  ihre  Unilaufszeit  ist 
gleich  gross,  und  setzt  man  diese  =  T,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  w 
die  Gleichung  uT=2ti. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  was  in  diesem  Fall  aus  der  Dift'erenlial- 
gleichung  des  Princips  der  Flächen  wird.  Wenn  wir  der  Allgemeinheil  wegen 
ausser  den  Centren  nicht  einen  einzelnen  materiellen  Punkt  annehmen,  sondern 
ein  ganzes  System  von  Punkten,  so  wird  in  unserem  Fall  die  Kräftefunctiou 
aus  zwei  Complexcn  von  Ternien  bestehen.  Der  erste  Complex  rührt  von 
der  gegenseitigen  Allraciion  der  materiellen  Punkte  her    und   umfassl  Glieder 

der  Form 

mm , 


oder,  wenn  wir  wieder,   wie  im  Vorhergehenden,  /•,  und  «,  einführen,  der  Form 

mm-. 


■\/(x.  —  x.y  4-  r-  4-  »•■',  —  2r  r  ,  cos  ftr  —  c  .^ 

Der  zweite  Coniplex  rührt   von   der  Anziehung  der  Centren   iier  und    umfassl 

Glieder  der  Form 

m-^fi 


|/(a;,  -  ay  +  (y.  -  lif  +  (;  -  cf 
oder,  wenn  wir  aucli  hier  r,  und  r,  einführen  und  zugleich  h  —  jicosnl,  c=/i'sinw' 

einsetzen, 

7n.u. 

(B.)  '  ' 

^(x^  —  a)-  +  rf  +  ci''  —  2;v  p'cos(r.  —  ni) 

Beide  Complexe  bleiben  unverändert,  wiMin  man  alle  Grössen  r,  um  dieselbe 

Quanlilät  vergrösserl  und  zugleich   /  um   den  «'"'  Theil   derselben,   wenn   mau 

also  für  jeden   Werlli   von  / 

()e,   =  not 

setzt,    welches  für  unseren  Fall  virtuelle  Variationen  sind.     W'w  wollen   den 

ersten  Coniplex  von  T(M-iiien   U,  Anw  zweiten    I    nennen. 

In  der  allgemeinen  symbolischen  Gleichung 

Jacobi,    üynauiik.  O 


—    42     —  ' 

Irin  in  diesem  Fall   f/+  V  an  die  Stelle  von   U,  also  wird  die  rechte  Seite 

In  U  ist  f  nicht  expliciie  enthalten,  die  erste  Summe  wird  daher  gleich  d'U;  in  V 
aber  ist  /  allerdings  explicite  enthalten,  es  fehlt  also  zur  zweiten  Summe  noch 

-7--ö'f.  um  das  vollständige (3' r" zu  geben,  d.h.  sie  ist  gleichcyT-  -^('7,  und  man  hat 

dt       '  ö  &  '^  et 

Die  obigen  Variationen  sind  aber  so  eingerichtet,  dass  U  und  V  durch  sie 
ungeänderl  bleiben,  daher  hat  man  d'U=^0  und  ()'!'  =  0;  ferner  ist 

dxi  =  0,        ()>/,  =  — /^sintjcTüi  =  —iizßt,       d'z,  =  r,  cosr,«)»;  =  ni/iät, 
also 

(,10.)    .,-«,,(.y,-^_,,^.;  =  -^- 

Dies  ist  die  Gleichung,  welche  in  unserem  Fall  an  die  Stelle  der  D uferen lial- 
gleichung  des  Princips  der  Fläciien  tritt;  V  ist  ein  Aggregat  von  Termen 
der  Form  (ß.),  wo  u  in  allen  Termen  dasselbe  sein  muss,  alle  übrigen  Grössen 
aber  von  einem  Gliede  zum  anderen  verschiedene  Werthe  annehmen  können.  — 
Nun  war  die  Gleichung  (9.) 

^dx.  d'x.       dy.  d-i/^        r/s.    dh^^  dU    ,    dV        vV 

"ilf      "vT 


ydx.  d-x.       dy.  d-ij^        r/s.   f/'s  n   __    dV 

^"'■v  dt   df'  +  dt    dl'  '^  dt  liFJ  -^  'df'^' 


oder 


''  '^f'''^'\    f'H'S'    /''''■.  \\       <^v     dv     cv 


Wenn  man  (lO.j  von  dieser  Gleichung  abzieht,  so  erhält  man 
oder  durch  Integration 

(11.)   .^^.,ir:;iL)+(^)V(4iy|_.^«.Q;,-^-.,J|)  =  u+v+k". 

Dies  ist  das  aus  der  Combinalion  der  Principe  i\ev  lebendigen  Kraft 
und  der  Flächen  entstandene  Princip,  welches  gilt,  wenn  Attractions-Centra 
sich  um  eine  Rotalionsaxe  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegen.  In 
diese  Categoric  gehört  zum  Beispiel  die  Bewegung  an  der  Oberiläche  der 
Erde  oder  in  deren  Nähe,  denn  die  Erde  ist  ein  Aggregat  solcher  Anziehungs- 
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cenlren.  Unler  diesen  Gesichlspunkl  iiiüsslo  iuicli  in  der  Tiial  die  Aiif<ral)e 
gefasst  werden,  wenn  die  Verschiedenheil  der  Dichliskeil  der  Erde  unter  ver- 
schiedenen Meridianen  beträclillicii  wäre.  Dies  voransgoselzl.  und  wenn  zu- 
gleicii  der  3Iond  uns  naher  wäre  und  die  Erde  sicii  huiifsamer  hevvegle.  so 
würde  die  Anziehung  des  Mondes  durch  die  Erde  unter  Anderem  auch  eine 
Function  des  Stundenwinkels  sein.  Alsdann  wären  die  Momente  der  Träg- 
heit in  Bezug  auf  die  verschiedenen  3Ieridianeitenen  versciiieden,  was  sicii  in 
den  Beobachtungen  müsste  entdecken  lassen. 


^eirliüite  Vories^iasiaä'. 


Das  Pi-inei]>  der  klcinstfn  Wirknii;] 


Wir  kommen  jetzt  zu  einem  neuen  Princip,  welches  nicht,  wie  die 
früheren,  ein  Integral  giehi.  Dies  ist  das  „principe  de  la  moindre  action", 
fälschlich  der  kleinsten  \\'irkung  genannt.  Die  Wichtigkeit  desselben  liegt 
erstens  in  der  Form,  unter  welcher  es  die  Diirerentialgleichungen  der  Be- 
wegung darstellt,  und  zweitens  darin,  dass  es  eine  Function  angiebl,  welche, 
wenn  diese  Dill'erentialgleichungen  erfüllt  sind,  ein  Minimum  wird.  Ein 
solches  Minimum  exislirt  zwar  hei  allen  Aufgaben,  aber  man  weiss  in  der 
Regel  nicht  wo.  Während  daher  das  Interesse  dieses  Princips  gerade  darin 
besteht,  dass  man  das  iMinimum  allgemein  anrjebeii  kann,  legte  man  in  frü- 
heren Zeilen  ein  übertriebenes  Gewicht  darauf,  dass  ein  solches  Minimum 
überhaupt  existire.  Ein  15cispiel  des  in  Rede  stehenden  Princij)s  kommt  in  der 
schon  früher  citirten  Abhandlung  von  Euler  „de  motu  projectorum"  vor.  Nachdem 
er  daselbst  jenes  Princip  für  die  Anziehungen  nach  festen  Centren  bewiesen  hat, 
gelingt  ihm  dies  nicht  für  gegenseitige  Altractioiien,  für  welche  ihm  die  Gellung 
des  Princips  der  lebendigen  Kraft  unbekannt  war:  er  begnügt  sich  daher  zu  sagen, 
für  gegenseitige  Anziehungen  würde  die  Rechnung  sehr  weitläufig,  indessen  müsste 
das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  auch  hier  gelten,  denn  die  Grundsätze  einer 
gesunden  Metaphysik  zeigten,  dass  in  der  Nalur  (li(;  Kräfte  nothvvendig  immer 
die  kleinste  Wirkung  hervorbringen  niüssten  (wie  er  nieinle,  wegen  der  den 
Körpern  inwohnenden  Trägheil).  Aber  dies  zeigt  Aveder  eine  gesunde,  noch 
überhaupt  irgend  <!ine  Metaphysik,  und  in  der  Thal  ist  Euler  nur  durch  Missver- 
ständniss  des  JNamens  „kleinsie  VN  irkung"  zu  diesem  Ausspruch  veranlasst  worden. 
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Mimpertms  wollte  mit  diesem  Namen  austlrücken,  ilass  die  Natur  ihre  Wir- 
kimoen  mit  dem  kleinsten  Kraftaufwand  erreiche,  und  dies  ist  die  wahre  Be- 
deutung des  Namens  „principe  de  la  moindre  action". 

Dies  Princip  wird  fast  in  allen  Lehrbüchern,  auch  in  den  besten,  in  denen 
von  Poisson,  La(jra)ige  und  Laplace,  so  dargestellt,  dass  es  nach  meiner  An- 
sicht nicht  zu  verstehen  ist.     Es  wird  nämlich  gesagt,  es  solle  das  Integral 


/ 


■^, 


))/,  V,  ds, 


f  worin  t\  —  —^-  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m,  bezeichnelj  ein  3Iininium 
sein,  wenn  man  das  Integral  von  einer  Position  des  Systems  zur  andern  aus- 
dehne. Es  wird  dabei  gesagt,  dieser  Satz  gelle  nur,  so  lange  der  Satz  der 
lebendigen  Kräfte  gelte,  aber  es  wird  zu  sagen  vergessen,  dass  man  durch  den 
Satz  der  lebendigen  Kraft  die  Zeit  aus  obigem  Integral  eliminirt  und  alles  auf 
Raumelemente  reducirt  annehmen  müsse.  Das  Minimum  des  obigen  Integrals 
ist  übrigens  so  zu  verstehen,  dass,  wenn  die  Anfangs- und  Endpositionen  ge- 
geben sind,  das  Integral  unter  allen  von  der  einen  zur  andern  Position  mög- 
lichen Wegen  für  den  wirklich  durchlaufenen  ein  Minimum  wird. 

ds 
Eliminiren  wir  die  Zeit  aus  obigem  Integral.    Setzen  wir  r,  =  —^  ein, 

so  wird 

//•  ^m  ds- 

Aber  nach  dem  Satz  der  lebendigen  Kraft  ist 

.[^m,vj  —   U+h, 
oder 


dp 


2([/+/0, 


dt  \    ^im  ds' 

Führt  man  diesen  Werlh  von  ~j-  ein,  so  ergiebt  sich 


f^m, V, ds,  =   /]  2  ( U-\-  h)  ]/-£•/«. ds;. 


Die  Dilferentialgieichungen  der  Bewegung  geben  integrirl  die  3«  Coordinaten 
des  Problems  durch  die  Zeit  ausgedrückt;  zwischen  je  zwei  Coordinaten  kann 
man  aber  die  Zeit  eliminiren  und  erhält,  wenn  man  will,  3«— 1  Coordinaten 
durch  eine  ausgedrückt,    z.  B.    durch   .i\.      Unter   dieser  Voraussetzung    kann 
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man  für  ^m,ds-  den  Ausdruck  2m,[~j-^jdxi  subsliluiren  und  erhält  deninacli  das 
Integral    in   der  Form 


mit  welcher  nun  ein  ganz  heslimmler  Begritl'  verbunden  ist.  Lassen  wir,  um 
keiner  Coordinale  den  Vorzug  zu   geben,  das  Integral  in  der  früheren   Form 

so  können  wir  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  so  aussprechen  : 

Sind  z-ipei  Positionen  des  Systems  gegeben  (d.  h.  kennt  man  die  Werthe, 
welche  für  Xi  =  a  und  x,  =  Ij  die  übrigen  3«  1  Coordinaten  erhallen) ,  nnd 
dehnt  man  das  Integral 

j'^i2{U^-h)]2:m,ds: 

auf  die  ganze  Bahn  des  Systems  von  der  ersten  Position  zur  zweiten  aus,  so 
ist  sein  Werth  für  die  wirkliche  Bahn  ein  Minimum  in  Beziehung  auf  alle 
möglichen  Bahnen,  d.  h.  solche,  welche  mit  den  Bedingungen  des  Systems 
(wenn  es  deren  giebt)  vereinbar  sind.     Es  wird  also 

y\/2iU+h)  ^':Sm,ds; 
ein  Minimum  oder 

(1.)       d'/]'2{U+h]\':Em,ds-  =  0. 

In  dieser  wahren  Form,  in  welcher  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  aus- 
gesprochen werden  muss,  ist  es  schwer  eine  metaphysische  Ursache  für  das- 
selbe zu  finden.  Es  giebt  3Iinima  ganz  anderer  Art,  aus  denen  man  ebenfalls 
die  üill'erenlialgleichungen  der  Bewegung  ableiten  kann,  welche  in  dieser  Rück- 
sicht etwas  viel  Ansprechenderes  haben. 

Zu  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  muss  noch  eine  Beschränkung 
hinzugesetzt  werden.  Das  Minimum  des  Integrals  findet  nämlich  nicht  zwischen 
zwei  beliebigen  Positionen  des  Systems  stall,  sondern  nur  wenn  die  End- 
posilion  der  Anfangsposition  hinlänglich  nahe  ist.  Wir  werden  sogleich  or- 
örterii,  welche  Grenze  hier  nicht  überschritten  werden  darf. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  besonderen  Fall.  Es  bewege  sich  ein 
einzelner  materieller  Punkt  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  durch  einen  an- 
fänglichen Sloss  forlgetrieben,  ohne  dass  Anziehungskräfte  auf  ihn  wirken.     In 
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diesem  Fall  isl  (7=0  und  die  Summe  ^m,ds',   ziehl  sich  auf  fnds'  zusammen: 
CS  wird  also 

/äs 
oder 


ein  Minimum,  d.  h.  der  materielle  Punkt  beschreibt  eine  kürzeste  Linie  auf  der  ge- 
gebenen Oberfläche.  Aber  die  kürzesten  Linien  haben  ihre  Eigenschaft,  ein  Mini- 
mum zu  sein,  nur  zwischen  gewissen  Grenzen;  auf  der  Kugel  z.  B.,  wo  die 
grösslen  Kreise  kürzeste  Linien  sind,  hört  diese  Eigenschaft  auf,  wenn  man 
eine  Länge  betrachtet,  die  grösser  als  180"  ist.  Um  dies  einzusehen,  wird  man 
nicht  die  Ergänzung  zu  360"  zu  Hülfe  rufen  dürfen,  was  nichts  beweisen 
würde,  da  die  Minima  nur  immer  in  Beziehung  auf  die  unendlich  nahe  liegenden 
Linien  stattzufinden  brauchen;  man  überzeugt  sich  vielmehr  davon  auf  eine 
andere  Art.  B  sei  der  Pol  von  A;  man  verlängere  den 
grössten  Kreis  AaB  über  B  hinaus  bis  C  und  lege  den 
grössten  Kreis  AßB  unendlich  nahe  an  AaB,  dann  ist 
AaBC  =  AßB  +  BC  =  Aß+ßB+BC.  Es  sei  ferner  ß  un- 
endlich nahe  an  B  und  ßC  ein  grösstcr  Kreisbogen,  so 
isl  ßC  <i  ßB-\-BC,  also  ist  die  gebrochene  Linie  Aß-\-ßC 
kleiner,  als  der  grössfe  Kreis  AnBC.  Auf  der  Kugel  also 
ist  180"  die  Grenze  der  3Iinimums -Eigenschaft.  Um  diese 
Grenze  allgemein  zu  bestimmen,  habe  ich  folgenden  Satz  auf- 
gestellt, auf  welchen  ich  durch  tiefer  liegende  Untersuchungen  gekommen  bin: 
Wenn  man  von  einem  Punkt  einer  Oberfläche  nach  allen  Richtungen 
kürzeste  Linien  zieht,  so  k()nnen  zwei  Falle  eintreten:  zwei  nnendlich  nahe 
kürzeste  Linien  laufen  entweder  fortwahrend  neben  einander,  ohne  sich  zu 
schneiden,  oder  sie  schneiden  sich  wiederum,  und  alsdann  bildet  die  Continuität 
aller  Durchschnittspunkte  ihre  einhüllende  Curre.  Im  ersten  Falle  hören  die 
kürzesten  Linien  nie  auf  kürzeste  zu  sein,  im  zweiten  sind  sie  es  nur  bis 
zum  Berührungspunkte  mit  der  einhüllenden  Curve. 

Das  Erstero  findet,  wie  sich  von  selbst  versteht,  bei  allen  develop- 
pablen  Flächen  statt,  denn  in  der  Ebene  schneiden  sich  die  durch  einen  Punkt 
gehenden  Geraden  nie  wieder;  ferner  findet  es  auch,  wie  ich  gefunden  habe, 
bei  allen  concav-convexen  Flächen  statt,  d.  h.  bei  denjenigen,  in  welchen 
zwei  auf  einander  senkrechte  Normalschnitte  ihre  Krümmungshalbmesser  nach 
entgegengesetzten  Seilen  haben,  z.  B.  bei  dem  einschaligen  Hyperboloid  und 
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bei  dem  hyperbolischen  Paraholoid.  Hiermit  soll  übrijjens  niclil  sjesagt  sein, 
(lass  es  iiiclit  auch  concav-concave  Flächen  jü;eben  könnte,  welche  in  diese 
Kateo-orie  gehören,  wenigstens  ist  die  Unmöglichkeit  hiervon  nicht  bewiesen. 
Ein  Beispiel  der  zwcilen  Art  giebt  das  Revohilionsellipsoid.  Nehmen  wir  das- 
selbe wenig  von  der  Kugel  verschieden  an,  so  werden  die  kürzesten  Linien, 
welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Oberfläche  gehen,  sich  zwar  nicht,  wie 
auf  der  Kugel,  in  dem  Pole  sämmilich  schneiden,  aber  sie  werden  in  der 
Gegend  des  Pols  eine  kleine  einhüllende  Curve  bilden.  In  diesem  Umstände 
scheint  bei  oberflächlicher  ßelrachtung  ein  Paradoxon  zu  liegen;  denn  die  einhül- 
lende Curve  hat  im  Allgemeinen  die  Eigenschafl,  dass  das  Syslem  von  Curven, 
welches  von  derselben  eingeiiüllt  wird,  nicht  in  den  inneren  Raum  der  ein- 
hüllenden eintreten  kann.  Demnach  würde  es  einen  Raum  geben  von  der 
Beschaflenheil,  dass  sich  nach  irgend  einem  Punkt  im  Innern  desselben  von 
dem  gegebenen  Punkt  keine  kürzeste  Linie  ziehen  Hesse,  was  unmöglich  ist. 
Das  Paradoxon  löst  sich  aber  durch  die  genauere  Betrachtung  der  einhüllenden 
Curve  au!',  wie  aus  der  nebenstehenden  Zeichnung  zu 
ersehen  ist,  in  welcher  ABCD  die  einhüllende  Cin-ve, 
welche  ungefähr  die  Gestalt  der  Evolute  der  Ellipse  hat, 
und  EFG  eine  kürzeste  Linie  darstellt.  Von  E  her 
tritt  sie  in  die  einhüllende  Curve  ein,  und  im  Berüh- 
rungspunkt F  verliert  sie  ihre  Eigenschaft  kürzeste  Linie 
zu  sein.  —  Obgleich  diese  Eigenschaft,  dass  die  kürze- 
sten Linien  aufhören  solche  zu  sein,  wenn  sie  ihre  ge- 
meinschaflliclie  einhüllende  Curve  berührt  haben,  wie 
gesagt,  durch  tiefliegende  Betrachtungen  gefunden  worden 

ist,  so  lässl  sie  sich  nachträglich  sehr  leicht  einsehen.  Denn  indem  zwei  un- 
endlich nahe  kürzeste  Linien  sich  schneiden,  wird  im  Durchschniltspunkt  nicht 
nur  die  erste,  sondern  auch  die  zweite  Variation  Null,  der  Unterschied  redu- 
cirt  sich  also  auf  unendlich  kleine  Grössen  driller  Ordnung,  d.  h.  es  findet 
kein  .Minimum  mehr  slalt.  — 

Wir  kehren  jelzl  wieder  zu  der  allgemeinen  Belrachlung  des  Minimums 
für  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  zurück.  Die  willkürlichen  Conslanlen, 
welche  nach  InlejTration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  übrig 
bleiben,  können  am  einfachsten  durch  die  Anfangspositionen  und  Anfangsge- 
schwindigkeiten der  Bewegung  besiimml  werden.  Sind  diese  gegeben,  so 
sind  hierdurch   alle  Conslanlen  der  Integration   bestimmt,    und    es    kann   keiu(> 
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Mehrdeutigkeit  stattliiiden.  Aber  bei  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung 
nimmt  man  nicht  die  Anfangspositionen  und  Anfangsgeschwindigkeiten  als  ge- 
geben an,  sondern  die  Anfangs-  und  Endpositionen.  Daher  muss  man,  um 
die  wirkliche  Bewegung  zu  erhallen,  durch  Auflösung  von  Gleichungen  die 
Anfangsgeschwindigkeiten  aus  den  Endposilionen  ahleilen.  Diese  Gleichungen 
brauchen  nicht  linear  zu  sein,  daher  kann  man  mehrere  Systeme  von  Wer- 
|hen  der  Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  und  diesen  Systemen  entsprechen 
dann  mehrere  Bewegungen  des  Systems  aus  den  gegebenen  Anfangspositionen 
in  die  gegebenen  Endpositionen,  welche  sämmtlich  in  Beziehung  auf  die  ihnen 
unendlich  nahe  liegenden  Bewegungen  Minima  geben.  Indem  man  nun  das 
Intervall  der  Anfangs-  und  Endpositionen  von  Null  an  continuirlich  wachsen 
lässt,  ändern  sich  auch  die  verschiedenen  Systeme  von  Werthen,  welche  man 
aus  der  Auflösung  der  Gleichungen  für  die  Anfangsgeschwindigkeiten  erhält. 
Sobald  nun  bei  dieser  Aenderung  der  Werthsysteme  der  Fall  eintritt,  dass 
zwei  Systeme  von  Werthen  einander  gleich  werden,  so  ist  dies  die  Grenze, 
über  welche  hinaus  kein  Minimum  mehr  stattfindet. 

Diesen  Satz,  der  übrigens  für  die  .Mechanik  im  engeren  Sinne  von  gar 
keiner  Wichtigkeit  ist,  habe  ich  im  CVW/eschen  Journal""")  bekannt  gemacht,  aber 
nur  als  Notiz  ohne  Beweis.  Als  Beispiel  zu  demselben  wollen  wir  die  Bewegung 
der  Planeten  um  die  Sonne  wählen.     Gegeben  sei  der  eine  Brennpunkt  A  der 

Ellipse  als  Ort  der  Sonne  und  die  grosse  Axe  a 
der  Ellipse  und  ausserdem  zwei  Positionen/;  und 
(]  des  Planeten.  Bezeichnen  wir  den  zweiten 
vorläufig  unbekannten  Brennpunkt  mit  B,  so  sind 
durch  die  gegebenen  Stücke  die  Entfernungen  des 
Punkfes  B  von  den  beiden  Planetenörtern  p  und 
q  bekannt;  diese  Entfernungen  sind  nämlich 
=^a~Ap  und  =a  —  A(]  wegen  der  bekannten 
Dies  gieht  aber  für  B  zwei  Lagen  B  und  B' ,  die 
eine  oberhalb,  die  andere  unterhalb  der  Verbindungslinie  von  p  und  q.  Es 
giebl  also  zwei  Ellipsen,  mithin  auch  zwei  Bewegungen  des  Planeten,  welche 
für  die  gegebenen  Stücke  möglich  sind.  Damit  beide  Lösungen  zusammen- 
fallen, müssen  die  Punkte  B  und  B'  in  die  Verbindungslinie  von  p  und  q 
fallen,    d.  b.    p,    B    und    q   müssen    in   gerader  Linie   liegen,    mithin  q  in  //. 


Eigenschaft  der  Ellipse. 


*)    Bd.  17,  p.  68  fülgg. 
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Der  Punkt  /)'  bezeichnet  also   die  Grenze,   über  welche  man  von  p  aus   das 
Integral  nicht  ausdehnen  darf,  ohne  dass  es  aulhörl  ein  Minimum  zu  sein. 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  eigenllich  mechanischen  Bedeulung  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  zurück.  Diese  besteht  darin,  dass  in  der  Gleichung  (1.) 
dieser  Vorlesung  die  Griindgleichungen  der  Dynamik  für  den  Fall  enthalten 
sind,  wo  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt.  In  der  That,  die  Gleichung 
(1.)  war: 

Hier  können  wir  alle  Coordinaten  nach  Elliminalion  der  Zeit  als  Functionen  von 
einer,  z.  ß.  von  a-,,  ansehen,  und  demnach  schreiben: 


cy  /y  2  ( [/+  h)  y  ^m,  (-^)-  dxi  =  0 


oder 


oder,  wenn  wir 


dx.  ,  dij  ,  dz, 

setzen, 


dx,  ""^•'        dx,      ^"        dx,  ~~^' 


Unter  Einführung  der  Bezeichnungen 

2{U^h)  =  A,       :SmXx;  +  ij:'+z';)  =  B, 
iA.iB  =  P 
haben  wir  endlich 

<^/'Pdx,  =  0, 

oder  es  ergiebt  sich  die  Regel:  man  setze  in  /Pdxi  für  x,,  y,,  s,  respeclive 
x,-{-dx,,  yi  +  t^y,,  z,  +  ^Zi  ein,  wo  (Ta-,,  ^y,,  dz,  in  den  unendlich  kleineu 
Factor  a  mulliplicirle  willkürliche  Functionen  sind,  welche  innerhalb  der  In- 
tegrationsgrenzen nicht  unendlich  werden,  entwickele  nach  Potenzen  von  a 
und  setze  das  in  die  erste  Potenz  von  a  multiplicirte  Glied  gleich  Null.  Hierbei 
ist  zu  bemerken,  dass  erstens,  weil  die  Grenzen  des  Integrals  gegeben  sind,  von 
den  Grenzen  keine  Variatiouen  herrühren  können,  dass  ferner  aus  demselben 
Grunde  alle  Variationen  au  den  Grenzen  verschwinden  müssen,  und  endlich, 
dass  d'xi  überhaupt  Null  ist,  weil  x,  die  unabhängige  Variable  ist.     Demgemäss 

Jacdbi,    Dynamik.  7 
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erhall  man  nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung: 

dJPdx,  =   fdPdx, 
dP    .      ,     dP   ^      ,    öP    .,      ,    dP    .,   ,       dP    .  ,  ,    dP 


/•     (  dP    ^       ,     dP    ^       :     dP    ..  dP    .,    .        dP    ^   ,        dF    y   ,  I    , 

st 

d~ 

/'dP    t,   ,  fdPd,^-'^  dP   .,  i         öa;' 


dxi . 


oder,  da  Jx.  an  den  Grenzen  der  Integration  verschwindet, 

^^  öP 

/'SP    IX    .  ('      S^'i 

I  ^r-T  OX,  dx,     =    —    I  ; —  OX,  dx,  . 

J   dx\        '       ^  ._/        dx^ 

Aehnliche  Gleichungen  gellen  für  y,  und  3, .     Die  Benutzung  dieser  Gleichun- 
gen giebt: 

(jJ'Pdxi  = 

Es  ist  aber 

dP  _  .    I~B    dA  _    iT  du  5P  _  ,    /X  dB  _    /T 

ö^  -  2-  y  X  7^  -  F  IT  öo;.  '         dx\-  -  y  i?    dxl  -  I   /J  ■  "'''^" 

also  hat  man  ,  

dP  j       /  A  d^,\ 

dx.         dx,  \  A    dx.  dx, 

Setzt  man  nun 

(2.)        ^-^dx,  =  dt, 

so  erhält  man 

d~  _ 

dP         ö^[  IB  cdV  (l'x, 


'J?.  /  B  /'dU  (i^,\ 

r  =  ]'-Ä\-d^-"''iii^) 


dx.        dx, 
und  ähnliches  für  ^,  und  z^.    Führt  man  diese  Ausdrücke  ein,  so  ergiebt  sich: 

(^y'Pdxi  - 
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Diese  Variation  soll  aber  nach  unserem  Princip  verschwinden;   also  hat  man 

oder 
^3.)    ^,«.|^  Ja..  +  ^  dy,  +  -^  ,h,)  =  ^(^  da-.  +  ^  dy,  +  ^  Jz.)  =  J  {/, 

welches  die  frühere  symbolische  Gleichung  ist. 

Die    Gleichung-   (2.)    ist    nichts   Anderes    als    der    Satz    der   lebendigen 
Kraft:   denn  durch  Ouadrirung  findet  man 

B(Lr\  =  Adf- 
oder 

(Ix  \-     /  (/(/  \ -     /  dz- 


•"'■l(^)+(^)+(4)"l  =  2(t^+/o. 


Dies  war  vorauszusehen,    denn    durch    den  Satz    der   lebendigen  Kraft   hatten 
wir  die  Zeil  aus  dem  Inlegral  des  Princips  der  kleinsten  Wirkung  eliminirt. 


!§iel)eiite  Vorlesung. 

Fernere  Betraclitiinoen  über  das  Piiucip  der  kleinsten  Wirkung. 
Die  Lac/rungcAchQn  Multij)licatoren. 

Ausser  dem  Uebelstande,  der  bei  der  gewöhnliclien  Ausdrucksweise  des 
Princips  der  kleinsten  Wirkung  darin  liegt,  dass  man  den  Salz  der  lebendigen 
Kraft  nicht  in  das  Inlegral  einführt,  kommt  noch  der  hinzu,  dass  man  sagt, 
das  Integral  solle  ein  Grössles  oder  Kleinstes  werden,  stall  zu  sagen,  seine 
erste  Variation  solle  verschwinden.  Die  Verwechselung  dieser  keineswegs 
identischen  Forderungen  ist  so  sehr  Sitte  geworden,  dass  man  sie  den  Autoren 
kaum  als  Fehler  anrechnen  kann.  Es  findet  sich  in  dieser  Rücksicht  ein 
sonderbares  Quidproquo  bei  Lagrange  und  Poissoii,  welches  sich  auf  die  kürzeste 
Linie  bezieht.  Lagrunge  sagt  ganz  richtig,  in  diesem  Falle  könne  das  Inlegral 
nie  ein  Maximum  werden,  denn  wie  lang  auch  die  zwischen  zwei  Punkten 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  gezogene  Curve  sein  möge,  so  könne  man 
immer  eine  noch  längere  angeben:  und  hieraus  schliessl  er,  dass  das  Inlegral 
immer  ein  lAlinimum  sein  müsse.  Pohson  dagegen,  der  wussle,  dass  das  In- 
tegral in  gewissen  Fällen,  namentlich  bei  geschlossenen  Oberflächen,  über  ge- 

7^"- 
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wisse  Grenzen  hinaus  aufhört  ein  Minimum  zu  sein,  schloss  hieraus,  in  diesen 
Fällen  nnisste  es  demnach  ein  Maximum  sein.  Beide  Schlüsse  sind  falsch;  im 
Fall  der  kürzesten  Linien  kann  das  Integral  allerdings  nie  ein  Maximum  sein, 
vielmehr  ist  es  entweder  ein  Minimum,  oder  keines  von  Beiden,  weder 
Maximum,  noch  Minimum. 

Die  Elimination  der  Zeit  aus  dem  Integral,  welches  hei  dem  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  in  Betracht  kommt,  darf  nicht  etwa  durch  das  Princip 
der  Flächen  oder  irgend  eine  andere  Integralgleichung  des  Problems,  sondern 
sie  muss  gerade  durch  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  geschehen;  nur  so 
kommt  man  zu  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung.  Lagraiu/e  sagt  an  einer 
Stelle,  er  habe  in  den  Turiner  Memoiren  die  Diiferentialgleichungen  der  Be- 
wegung aus  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  in  Verbindung  mit  dem  Princip 
der  lebendigen  Kraft  hergeleitet.  Eine  solche  Ausdrucksweise  ist  nach  den' 
oben  gemachten  Bemerkungen  nicht  zulässig.  Lagrange  wandte  die  soeben 
von  ihm  erfundene  Variationsrechnung  auf  das  schon  von  Euler  benutzte  Prin- 
cip der  kleinsten  Wirkung  an,  gebrauchte  aber  hierbei  das  Princip  der  leben- 
digen Kraft  in  der  Ausdehnung,  welche  Daniel  Bernonlli  demselben  gegeben 
hatte,  und  auf  diese  Weise  kam  er  zu  der  allgemeinen  symbolischen  Gleichung 
der  Dynamik,  von  welcher  wir  ausgegangen  sind,  und  welche  wir  hier  noch 
einmal  hinschreiben  wollen;  sie  war: 

(1.)      ^m.\'^-^dx,+  '^,yy,+^^z,\    =    -{A.Jx,+  y.r%.+  Z,()'s,}, 

wo  auf  der  rechten  Seite  cW  zu  setzen  ist,  wenn  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  gilt.  Abstrahirt  man  davon,  dass  d'U  nach  dem  in  der  Variationsrech- 
nung üblichen  Sinn  nur  dann  für  die  rechte  Seite  obiger  Gleichung  gesetzt 
werden  kann,  wenn  die  Grössen  A'^,  7;,  Z,  die  partiellen  Dilferentialquolienten 
einer  einzigen  Function  U  sind,  und  betrachtet  man  es  rein  als  symbolische 
abgekürzte  Bezeichnung,  so  hat  man 

(2.)     ^.,{-^c)^..^-^j,.+  _^^,.j  =  .m 

auch,  wenn  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  nicht  gilt.  Diese  Gleichung  ist 
nun,  wie  schon  früher  erwähnt  wurde,  auch  noch  richtig,  wenn  Bedingungs- 
gleichungeu  statifiiulen,  aber  dann  sind  die  Variationen  nicht  mehr  alle  von 
einander  unabhängig.     Hat  man  m,  Bedinffunffsg-leichunffen 

(3.)       /"^O,     <p=^0,     .  .  ., 
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so  exisliren  zwischen  den  Variationen  die  m  Relationen 

\       ^ox  dir     •''       dz>        V 

\  11.   s.   w. 

Vermittelst  dieser  m  Gleicliungen  kann  man  m  von  den  3w  Variationen 
(Tx,,  fTy,,  ds,  .  .  .  aus  der  Gloicliung  (1.)  eliminiren,  und  indem  man  die  übrig 
bleibenden  von  einander  unabhängig  setzt,  zerfällt  die  symbolische  Gleichung 
(1.)  in  die  Did'ereuliaigleicluiugon  der  Bewegung.  Aber  diese  Eliminalion 
würde  sehr  mühsam  sein,  und  sie  hat  überdies  manclie  Uebelstände;  denn 
erstens  müsste  man  gewisse  Coordinaten  vor  den  übrigen  bevorzugen,  man 
erhielte  keine  symmetrischen  Formeln,  und  ausserdem  wäre  die  Form  der 
Eliminationsgleichungen  für  jede  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  eine 
andere,  durch  welchen  Umstand  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  sehr  er- 
schwert werden  würde.  Alle  diese  Schwierigkeiten  hat  Lagrai/ge  durch  Ein- 
führung von  Multiplicaloren  besiegt,  eine  Methode,  welche  schon  E/i/er  bei 
den  Problemen  „de  maximis  et  minimis"  häufig  angewendet  hat.  Da  nämlich 
die  Variationen  Jj;,,  d'y,,  Jz-,  ...  in  den  Gleichungen  (1.)  und  (4.)  linear  vor- 
kommen, so  kann  man  die  Elimination  von  m  derselben  folgendermassen  be- 
werkstelligen: 3Ian  mulliplicire  die  Gleichungen  (4.)  respective  mit  den  Factoren 
l,  f,i  .  .  .  und  addirc  sie  zu  (1.);  die  resullirende  Gleichung  heisse  (L).  Nun 
bestimme  man  die  Factoren  Ä,  ti  ...  so,  dass  in  der  mit  (L)  bezeichnelen 
Gleichung  m  der  in  die  Variationen  ^x^,  (Jij,,  cl's.  .  .  .  multiplicirten  .aus- 
drücke identisch  verschwinden;  dann  geben  die  in  die  übrig  bleibenden  3w  — /w 
Variationen  multiplicirten  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  die  Diil'erenlial- 
gleichungen  des  Problems.  Man  sieht  auf  diese  V^'eise,  dass  man  in  der 
Gleichung  (L)  sämmiliche  3«  in  die  Variationen  d\r,,  iJij^,  (Jz-  .  .  .  mulliplicirlen 
Ausdrücke  gleich  Null  zu  setzen  hat,  und  man  hat  diese  Gleichungen  dann  so 
anzusehen,  dass  m.  derselben  die  Jlulliplicaloren  A,  u  ...  deliuireu,  die  übrigen 
aber,  in  welche  die  so  bestimmten  Multiplicatoren  einzusetzen  sind,  die  Dif- 
ferentialgleichungen des  Problems  geben.  Mit  andern  W^orlen,  zwischen  den  'in 
Gleichungen,  in  welche  die  Gleichung  {L)  zerfällt,  wenn  man  die  Variationen 
alle  als  unabhängig  ansieht,  hat  man  die  m  Multiplicatoren  l,  jli  ...  zu  eli- 
miniren und  erhält  dann  die  '3>/  —  m  DiH'erentialgleichungen  des  Problems.  An- 
statt aber  diese  Eliminalion  auszuführen,  thut  man  besser  die  unbekannten  iMulli- 


/ 

ffj- 

i 
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) 

d% 
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1 
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plicaloren  in  den  3w  Gleichungen  zu  lassen  und  auf  diese  die  ferneren  Unter- 
suchungen zu  gründen.     Diese  3w  Gleichungen  werden  alsdann  von  der  Form 

dx.      '     dx.  ^ 

(5.)        <-.^  =   l-^  +  ^l^+Z^f +  •••, 

v\o  für  alle  n  Werlhe  von  i  üherall  dieselben  Mulfiplicatoren  l,  u  .  .  .  vor- 
komnion.  Dies  ist  die  Form,  welche  Lar/ranf/e  den  Gleichungen  der  Bewegung 
eines  durch  beliebige  Bedingungen  gebundenen  Systems  gegeben  hat. 

Die  zu  den  Kräften  X,,  Y^,  Z,  hinzukommenden  Grössen  drücken  die 
Wirkuno-  des  Systems  aus.,  d.  h.  die  Modificalion,  welche  die  soUicitirenden 
Kräfle  durch  die  Verbindungen  der  materiellen  Punkte  erleiden.  Zu  diesem 
Resultat  gelangt  man  auch  in  der  Statik,  indem  man  beweist,  dass,  wenn  in 
den  »   Punkten  des  Systems  die  Kräfte 

parallel  den  Coordinatenaxen  angebracht  werden,  dieselben  durch  die  Ver- 
bindung des  Systems  aufgehoben  werden,  woraus  hervortrehl,  dass  die  durch 
die  Verbindung  des  Systems  aufgehobenen  Kräfte  nicht  bestimmt  sind,  sondern  die 
unbestimmten  Grössen  /,  fi  .  .  .  enthalten.  Die  Einführung  der  3Iultiplicatoren 
Ä,  11  ...  ist  daher  nicht  ein  blosser  Kunstgrilf  der  Rechnung,  sondern  diese 
Grössen  haben  in  der  Statik  ihre  ganz  bestimmte  Bedeutung.  Aus  dem  soeben 
ausgesprochenen  Satz  der  Statik  kann  man  nun  auch  auf  die  Gleichungen  (5.) 
der  Bewegung  kommen  und  zwar,  indem  man  den  Uebergang  von  der  Statik 
zur  Mechanik  auf  folgende  Betrachtung  gründet: 

Wegen  der  Verbindung  des  Systems  können  die  materiellen  Punkte 
den  ihnen  mitgetheilten  Impulsen  nicht  Folge  leisten.  Um  die  wirkliche  Be- 
wegung zu  ermitteln,  muss  man  daher  solche  Kräfte  hinzusetzen,  deren  Com- 
plex  von  der  Verbindung  des  Systems  aufgehoben  wird,  nach  deren  Hinzu- 
fügung es  daher  so  anzusehen  ist,  als  wenn  die  Punkte  den  an  sie  angebrachten 
Kräften  ohne  Hinderniss  folgten;  mit  andern  Worten,  nach  Hinzufügung  von 
Kräften,    durch  welche  die  Verbindung  des  Systems   aufgehoben   wird,    kann 
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man  das  System  als  ein  freies  belracliten.    Dies  ist  als  ein  Priiicip  anzusehen, 
und  aus  ihm  ergeben  sich  ganz  von  selbst  die  Gleichungen  (5.). 

Eben  dieses  Princip,  welches  uns  die  3Iodificalion  der  beschleunigenden 
Kräfte  durcli  die  Verbindungen  des  Systems  gegeben  hat,  dient  auch  dazu,  die 
Modilication  der  momentanen  Kralle  durch  die  Verbindungen  des  Systems  zu 
finden.  Die  Formeln,  welche  man  hier  anzuwenden  hat,  sind  ganz  die  näm- 
lichen. Wirken  auf  den  Punkt  m,  die  momentanen  Impulse  a^,  b,,  c,  so  sind 
die  mit  Berücksichtigung  der  Verbindung  des  Systems  hieraus  folgenden  modi- 
licirlen  Impulse: 


dx.  ^■' '  d. 


r 


(6.)         6,  +  ^i 


t  t 

wo    die  Grössen   A,,    iii  .  .  .   wieder   für   alle  Punkte    des  Systems    dieselben 
bleiben. 

Wenn  man  die  Grössen  l,  /li  ...  und  A, ,  /f,  .  .  .  bestimmen  will,  so 
muss  man  die  Gleichungen  f=0,  (p  =  0  ...  dill'erentiiren.  Zur  Bestimmung 
der  Grössen  l,  u  .  .  .  muss  man  zweimal  dilTerentüren  und  dann  die  zweiten 
Dilferentialquotienten  der  Coordinaten  aus  den  Gleichungen  (5.)  subslituiren;  zur 
Bestimmung  der  Grössen  Aj,  ,»,  .  .  .  hat  man  aber  nur  einmal  zu  dilferentiiren, 
denn  die  momentanen  Impulse  sind  den  Geschwindigkeiten,  d.  h.  den  ersten 
Differentialquotienten  proportional.  Wir  wollen  die  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung von  i^.j,  »1  .  .  .  wirklich  entwickeln,  indem  wir  annehmen,  dass  die  mo- 
mentanen Impulse  «,,  b,,  c,  am  Anfang  der  Bewegung  erfolgen,  und  dass  das 
System  in  diesem  31oment  sich  in  vollkommener  Ruhe  befindet.  Unter  diesen 
Umständen  können  wir  für  den  Anfang  der  Bewegung  die  beschleunigenden 
Kräfte  ganz  ausser  Acht  lassen,  da  dieselben  nur  unendlich  kleine  Geschwindig- 
keiten ergeben  würden,  und  haben  daher,  wenn  wir  zvir  Bestimmung  von 
A, ,  Ui  ...  die  Differentialgleichungen 

^\    df     dx^  df     dy.  Sf     dz^ 

I    dx.      dt     '     dy.      dt     '     ös.      dl 

d(p     dx.         d(p     dy.         Q,p     dz,_ 


dx.      dt  dy.      dt  dz.      dt 

u.  s.  w. 


=  0, 
=  0, 
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dx         du  dz  1   1  .       1       I 

hilden,  für  — p-,  —77-,  —77-  die  Grössen  (6.)  zu  setzen,    nachdem    sie  durch 
itt          dt          Qit 

m,  dividirt  worden  sind.     Dies  giebl  folgendes  Resultat:    man  setze 

III  \dx     '       du  az.    V  • 

m.  \dx.  au.  dz.     V  ' 


»«.. 


^dx.     '       du. 


Khl)   -  ^  m..\dx.  dx.^  du.  dy.^  dz.    özV' 
Kh^')   -   ^  m\dx.  dx^^  dij^    dy^^  dz,    dz.J' 


dann  hat   man  zur  Bestimmung  von  /-i,  //,  ...  die  Gleichungen 

,  0  =  A+{f,  n'^-i+in  v)^'i+{f,  v')''.+--, 

'  u.   s.  w. 

Von  derselben  Form  werden  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  /,  fi  .  .  .  , 
nur  dass  A,  B,  C  .  .  .  hier  andere  Werthe  annehmen. 

Wir  kehren  jetzt  zu  den  Differentialgleichungen  (5.)  zurück.  Wenn 
wir  dieselben  der  Reihe  nach  mit  c5'.r,,  (Jy,,  <h,  mullipliciren  und  alle  3« 
Producte  addiren,  so  erhalten  wir  wieder  die  symbolische  Gleichung,  die  wir 
oben  mit  (L)  bezeichnet  haben,  nämlich 

(8.)        :Sml^i^x,  +  ^,^y,  +  ^d'z^  =  m+lö'cp  +  ,id'cf.+  •  •  -, 

welche  Gleichung  mit  dem  System  (5.)  gleichbedeutend  ist. 

Um  den  ganzen  Umfang  von  Problemen  zu  betrachten,  welcher  in  den 
Gleichungen  (5.)  enthalten  ist,  müssen  wir  auch  auf  den  Fall  Rücksicht  nehmen, 
in  welchem  die  Zeit  in  den  Bedingungen  explicite  vorkommt.  Auch  dann 
noch  gellen  die  Gleichungen  (5.).  Um  eine  Vorstellung  davon  zu  bekommen, 
wie  die  Zeit  in  den  Bedingungen  enthalten  sein  kann,  nehme  man  z.  B.  an, 
die  materiellen  Punkte  seien  mit  beweglichen  Centren,  deren  Bewegung  ge- 
geben sei,  in  Verbindung  gesetzt  und  zwar  so,  dass  die  Centra  auf  die  ma- 
teriellen Punkte  wirken,   ohne  dass  Reaction  stattfinde.     Zu    dieser  Annahme 
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aber  ist  es  nöthig-,  den  beweglichen  Conlren  Massen  zu  geben,  welche  im  Ver- 
hältniss  zu  den  Massen  der  maleriellen  l'iinlUo  unendlich  gross  sind.  In  diesem 
Falle  gellen  lur  die  materiellen  Punkte  die  Gleichungen  (5.)  ohne  Weiteres: 
die  beweglichen  Centra  aber  behalten  die  gegebenen  Bewegungen  unverän- 
dert bei.  In  der  Thal,  es  sei  31  die  als  unendlich  gross  zu  behandelnde 
Masse  eines  Centrums,  p  eine  seiner  Coordinaten,  so  ist  die  in  der  Richtung 
dfer  Coordinate  p  wirkende  Kraft  proportional  M;  nennen  \v\v  dieselbe  3IP. 
so  haben  wir  mit  Rücksicht  auf  die  Verbindungen  des  Systems 

dt  dp  dp 

Aber  nach  Division  durch  die  unendlich  grosse   Masse  M  fallen    alle    übrigen 

Glieder  fort,  und  man  erhalt 

d"-p   __  p 
dl' 

Dasselbe  gilt  für  die  übrigen  Coordinaten,  d.  h.  die  Centra  folgen  ihren  ge- 
gebenen Bewegungen  ohne  Rücksicht  auf  die  Verbindungen.  Die  AA'erIhe  von 
/. ,  fi  ...  und  /.,,  II i  ...  werden  hier  freilich  andere,  als  früher;  denn  hei 
den  Differentiationen  kommen  noch  die  partiellen  Differentialquotienten    nach  / 

hinzu.  So  kommt  z.  B.  zu  A  (Gleichungen  (7.))  der  Term  -—.,  zu  ß  ebenso  -S- 
hinzu  u.  s.  w. 

Die  Zeit  kann  zwar  noch  ganz  anders  in  die  Bedingungen  eintreten, 
z.  B.  wenn  die  Verbindung  zweier  Punkte  locker  wird  oder  sich  ausdehnt, 
etwa  durch  steigende  Temperatur;  indessen  wird  man  alle  Bedingungen  dieser 
Art  auf  bewegliche  Centra  zurückführen  können,  wenn  man  es  nur  als  Grund- 
satz festhält,  dass  zwei  Verbindungen,  welche  auf  dieselben  Gleichungen 
führen,  durch  einander  ersetzt  werden  können. 

Die  Zeit  kann  übrigens  auch  eine  sehr  erschwerende  Rolle  spielen, 
z.  B.  wenn  sie  die  Massen  verändert.  Dies  hat  man  aber  im  Weltsystem  noch 
nicht  nöthig  gehabt  anzunehmen;  denn  um  zu  entscheiden,  ob  dergleichen  stall- 
findet, haben   die   Beoiiachlungen  noch  nicht   Schärfe  genug. 


Jacubi,    Dynamik 
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Achte  Vorlcsiiug,'. 

Das  HamUtonache  Integral  und  die  zweite  Lagrangesche  Form 
der  dyuamisciien  Gleichungen. 

Man  kann  stall  des  Princips  der  kleinsten  Wirkung-  ein  anderes  substi- 
luiren,  welches  auch  darin  besteht,  dass  die  erste  Variation  eines  Integrals  ver^- ' 
schwindet,  und  aus  welchem  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegungen 
auf  eine  noch  einfachere  Weise  erhält  als  aus  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung. 
31an  scheint  dies  Princip  früher  deshalb  unbemerkt  gelassen  zu  haben,  weil 
hier  nicht,  wie  bei  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung,  mit  dem  Verschwinden 
der  Variation  im  Allgemeinen  zugleich  ein  Minimum  eintritt.  Hamilton  ist 
der  erste,  der  von  diesem  Princip  ausgegangen  ist.  Wir  werden  dasselbe  be- 
nutzen, um  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  der  Form  aufzustellen,  welche 
ihnen  Layraixje  in  der  Mecanique  analytique  gegeben  hat.  Es  seien  zunächst 
die  Kräfte  X,,  Y,,  Z,  partielle  Differeutialquotienten  einer  Function  U;  ferner 
sei  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  d.  h. 

dann  besteht  das  neue  Princip  in  der  Gleichung 

(1.)       (f/[T+U)df  =  0. 

Dies  Princip  ist,  mit  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  verglichen,  insofern 
allgemeiner,  als  hier  U  auch  t  explicite  enthalten  darf,  was  in  jenem  Princip 
nicht  angehl;  denn  im  Princip  der  kleinsten  Wirkung  muss  die  Zeit  durch  den 
Satz  der  lebendigen  Krafl  eliminirt  werden,  und  dieser  Salz  gilt  nur,  wenn  U 
die  Zeit  niclit  e.xplicite  enthält. 

Die  Gleichung  (1.)  ist  es,  welche  wir  benutzen  werden,  um  die  Zu- 
rückführung  der  Differentialgleicliungon  der  Bewegung  auf  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  nachzuweisen.  Wie  Hainillon  gezeigt  hat, 
kann  man  durch  theilweise  Integration  die  Variation  (1.)  in  zwei  Theile  der- 
gestalt zerlegen,  dass  der  eine  ausser,  der  andere  unter  dem  Integralzeichen 
steht,  und  jeder  für  sich  verschwinden  muss.  Auf  diese  Weise  giebt  der  Aus- 
druck unter  dem  Integralzeichen  gleich  Null  gesetzt  die  Differentialgleichungen 
des  Problems,  und  der  Ausdruck  ausser  dem  Integralzeichen  die  Integral- 
ffleichunoeii  desselben. 
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D.1S  neue  Princip  laitlet  vollsliiiuliir  ausgesproclicn  rolo-endcrmasson : 
Es  seien  die  Positionen  des  SijsU'ms  zu  einer  yeyehenen  Anfanijszeil  /,, 

und  z-fi  einer   gegebenen  Endzeit   t,    gegeben;   dann   hat  man    znr  Bestimmung 

der  u-irl;lieh  erfolgenden  Bewegung  die  Gleichung 


(1.)       öJ{T^U)dt  =  0. 


Hier  ist  das  Inlegral  von  /„  l)is  /,   ausziulclinen,   U  ist  die  Krärieriinclion  und 

kann  die  Zeil  auch  explicile  enllialloii,    und    T  isl  die  hall)c  lcl)endige  Krall, 

man  iiat  also 

T  =    ^^m,{x;+y':+zn. 

dx-  ,         ihj^  ,         dx,^ 

^'^'dt'    y'""~di^'    ^''^liT' 
Wenn  man  die  in  diesem  Princip    vorgeschriebene  Variation    ausführt,    itideiu 
man  nach  den  Regeln  der  Variationsrechnung  den  Coordinaten  die  Variationen 
()x,,    (ly,,    dz,  hinzufügt,   die  unabhängige  Variable  /  aber   unvariirt   lässt,   so 
erhält  man 

i^l'Tdl  =  ß  Tdt  =J'2:m,  (a-;  dx,  +  tj,  i),j',  +  z,  ö'z,)  dt, 

däx  döij  döz 

oder,  indem  man  für  dx,,  oil,  ()';-.  die  Ausdrücke  ■ — r-^,   — ^,   — -^   ein- 

•  dt    ^      dt     ^      dt 

füiirl  und  iheilweise  integrirt. 


Tdt  =y -„,(.r,-^+,/; 


Idx.  doli  (l()z' 

»     I      '         ''1,1  I 


dt 


dl      '  ^'    dl 

=  2mi  {x,  dx,  +  y'i  d\j,  +  z,  dz,)  —J~m.  [j^l  ^^,  +  11'!  % + «!'  ^z,)  dt. 

wo  x'i ,  y- ,  z-  die  zweiten  nacii  /  genommenen  Diiferenlialquotienlen  von 
X,,  y,,  z,  sind.  Aber  die  Anfangs-  und  Endposilionen  sind  gegeben;  daher 
verschwinden  dx,,  dy,,  dz,  an  den  Grenzen  der  Integration,  die  ausser  dem 
Integralzeichen  stehenden  Glieder  werden  gleich  Null,  und 

dj'ldf  =  -Jl^m^ix'/ dx,  +  y-  dy,  +  z-  dz,)}dt. 
Man  hat  also 

(2.)       dj^l  T+  U)  dt  =  -yi^m.  {x-  dx,  +  y-dy,  +  z','  dz.)  -  dU\  dt, 
wo 

eine  Gleichung,  aus  welcher  in  der  Tiial  die  frühere  in  der  zweiten  Vor- 
lesung (p.  12)  gegebene  symbolische  Grundgleichung  (2.)  der  Dynamik  folgt. 

8* 
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Das  in  Gleichung-  (1.)  enllialtene  Princip  isl  sehr  nützlieh  hei  der 
Transforinulion  der  Coordinalen.  Die  Gleichung  (1.)  gilt  für  jedes  Coordinaten- 
sysleni;  in  einem  neuen  System  hat  man  daher  nach  den  neuen  Coordinalen 
ebenso  zu  variiren,  wie  früher  nach  den  allen,  und  die  ganze  Subslilution, 
welche  vorzunehmen  ist,  beschränkt  sich  auf  die  beiden  Ausdrücke  T  und  U. 
Wir  wollen  dies  zunächst  auf  Polarcoordinafen  anwenden;  die  Trans- 
formationsformeln .sind  in  diesem  Falle: 

X,  =  r.coscfu, 
y,  =  r.  sin  ff.  cos  V., 
s,  ■=  >\sm(f,s\nif'i. 
Hieraus  folgt  durch  Diil'erentiation 

dXi  =  cos(fi^.(h\  —  rs\n(f,.d(p,, 

dtj,  =  sin^^'.cos  i/'.</''.  +  '',cosf/*iCOSV^i(/(f,  — r,sin(/i,  sin  i/'idip,, 

dz,  =  sin(f',  sin  il',dr,+r, cos (fu  sini/^jrft/'j  +r,sinf/-',cos(/',rfi/'.,' 
daher  isl 

dxj -\- dy"; -\- dzl  =  dr';  +  7Jd(f-  +  rU^'^(p'idipl 


'^l 


oder 


wo 


x':+y':+z':  =  r:'+r:7)r+r:sinyJv;^ 

,  _   dr^  ,  _df^  ,  _  dxp. 

'''  ~    dt   '        '''"'  "    dt  •>         ''''  ~    dt  ' 

Man  hat  also  sofort: 

(3.)  T=  l^nkix;-\-y';  +  z;)  =  i^m,{y: +,^q';  + ij sin cf^^p';). 

Dies  vorausgesetzt  und  angenommen,  dass  auch  U  durch  die  neuen  Coordi- 
nalen ausgedrückt  sei,  werden  wir  die  aus  (U  {T-\-U)dt  =  0  hervorgehende 
Gleichung  nach  den  allgemeinen  Regeln  der  Variationsrechnung  finden. 

Isl  P  eine  Function  mehrerer  Variablen  .  .  .  p  .  .  .  und  ihrer  ersten  Dif- 
ferenlialquotienlen  ...  /^' ... ,  wobei  vorausgeselzt  wird,  dass  alle  p  von  einer 
unabhängigen  Variabein  t  abhängen,  und  soll  die  erste  Variation  von  iPdt 
verschwinden,  also  soll 

i^fPdt  =  0 

sein,  wo  das  Integral  von  /„  bis  /i  zu  nehmen  ist,  und  wo  die  diesen  Werthen 
von    t   entsprechenden  Werlhe   der  p   gegeben    sind:  so   führt   dies,  wie    die 
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in  der  sechsten  Vorlesung  (p.  50)  ausgeführten  Enlwickelungen  gezeigt  haheii. 
zu  der  Gleichung 

;  SP 

.  (4.)       0  =  ^U^-i^U- 

In  unserem  Fall  sind  r.,  y.,  (/'.  die  Grössen  p,  und  P=^T^U;  ferner  enthält 
U  die  DilTerentialquolienten  ■/•',,  (p',,  ip'^  nicht;  daher  erhalten  wir 
BT  d  — 


dl      d^-~ar\^''^+^\-^-W~Wy'^' 


0  = 

f     ai  UV 

» 

BT 


,   „    'öv/;       BT      BUU 
Nun  ist  nach  (3.) 

i\rp  p^m  r^fp 

-^  =  ;«.(/V^.  +'-,sin (/)-(/\  ),     -^  =  fw.r.-  sin2y,  i/'.  ,     ^  =  " - 
also  hat  man 

t 

oder 

Sind  Bedingungsgleichungen  da:  /"=0,  ä)  =  0...,  so  kommt  auf  der  rechten 

Seite  dieser  Gleichung  zu  (W  noch  das  Aggregat  ^ (5/+ /' t) w -| hinzu,  und 

man  hat  also  in  diesem  Falle 

(b.)      {        ■  dfr-sinn-ip'')  ^ 
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eine  Gleichung,  welche  in  3«  Gleichungen  von  folgender  Form  zerfällt : 


d^->; _=„,,..„-(  _  SU  ^  ,  df  ,  .  ö 


'"'  i  ^  ~  '■•  f'-  ~  '■•  ^'"  '^''  '^''  i  ^  ~d^.^'^ 


,»- 


üi 


(6.)       ^"M^/^ |-r:sm29,.V'.  j   =   ö^  +  ^-^  +  ^'ö^ 

dirU'mcpjxp'^  dV    ,   ,    df    .       dm 

«h —71 ■  '        =  1^  +  ^irr  +  l'- 


dt  '  öxp.  6ii'^      '    dxp^ 

Von  vorzüglicher  Wichtigkeit  ist  die  Transformation  der  ursprünglichen 
Veränderlichen  in  neue,  die  so  gewählt  sind,  dass,  wenn  Alles  durch  sie  aus- 
gedrückt ist,  die  Bedingungsgleichungen  von  seihst  befriedigt  werden.  Wenn 
nämlich  m  Bedingungsgleichuugeu  da  sind,  so  lassen  sich  alle  3w  Coordinaten 
durch  3?*  —  /«  derselben  oder  auch  durch  3n  —  m  Functionen  derselben  aus- 
drücken. In  den  meisten  Fällen  ist  es  sehr  wichtig,  nicht  die  Coordinaten 
selbst,  sondern  neue  Grössen  einzuführen,  um  Irrationalitäten  zu  vermeiden.  Bei 
der  Bewegung  eines  Punktes  auf  dem  Ellipsoid  z.  15.  sind  die  Formeln 

x  =  acosr],  y  =  bsh\i]Cos'C,  z-  =  c  shxTjsm'C, 
welche  die  Gleichung  des  Ellipsoids  identisch  befriedigen,  von  der  grösslen 
Wichtigkeit.  Wir  wollen  die  neuen  3«  —  /«  =  k  Grössen  (/,,  </.,...  q^  nennen; 
sie  sollen  so  beschalleu  sein,  dass,  wenn  man  ;ri,  ?/,,  Si,  a:,,  y,^  «,  .  .  .  durch 
sie  ausdrückt,  und  in  die  m  Bedingungsgleichungen  ^=0,  tö  =  0,  ...  diese 
Ausdrücke  einsetzt,  die  linken  Thcile  dieser  Gleichungen  identisch  verschwin- 
den, d.  h.  es  soll  identisch 

(7.)       f[(Ji ,(h,  ■■■  ch)  =  0,     sr (f/i ,  </, .   ...  q,)  =  0,     ... 
sein,  ohne  dass  zwischen  den  q  irgend  welche  Relation  stattfindet.     Hierdurch 
werden  die  üilferentialgleichungen  der  Bewegung  bedeutend  vereinfacht.     Für 
irgend  ein  Coordinalensystem  nämlich  ist  nach  Gleichung  (4.)  die  allgemeine  sym- 
bolische Grundgleichuug  der  Dynamik,  wenn  Bedingungsglcichungen  stattfinden, 

:E  ]  — ^ -^1,'fq^  =  dU+l (5/+  n fte  +  •  •  • . 
'      dt  oq..  I     ^ 

WO  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  q  erstreckt.    Aber  für  unsere  Grössen  q 

oelten  die  Gleichungen  (7.)  identisch;  daher  hat  man  nach  Einführung  dieser 

Grössen  ()/=0,  dü)  =  0,  etc.  und  die  obige  Gleichung  reducirt  sich  auf 

'       ^^<  ^'^       V  VIT 
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welche  in  k  Diirerenlialgleicluiiigen  der  Form 

zerfiilll.    Dies  ist  die  Form,  in  welcher  Lagrange  schon  in  der  allen  Ausgabe 
derMecaniqiie  analytiquedieDifTerenlialgleichungen  der  Bewegung  dargestellt  hat. 
Denkt  man  sich  alle  Coordinaten  durch  die  Grössen  (j  ausgedrückt,  so 
erhält  man  durch  Dillerentiation: 

dx-  dx.    ,  dx 

•'  oq,    "^       dq^   ''  oq^.  ^*' 

dz.     ,       cJs      ,  dz. 

Wenn  man  dies  in  T  =  hJIni,{x','' +  11','' +  z-','')  einsetzt,  erhält  man  einen  Aus- 
druck, der  in  Beziehung  auf  die  Grössen  q[^  ^ö,  ...  q[  eine  homogene 
Function    zweiten    Grades    ist,    deren    Coefficienten   bekannte   Functionen    von 

9ii   ^^1  ■  ■  ■  fji'  ^i"*^-     Setzen  wir 

dT 

so  können  wir  die  Gleichung  (8.)  auch  so  schreiben: 

,  dlK    _    öiT+in 

^^■^  dt     ~    '        dq^        ' 

Dies  ist  zwar  noch  nicht  die  schliesslicho  Form  der  Gleichungen  der 
Bewegung,  sie  erfordert  vielmehr  eine  fernere  Transformation;  aber  ehe  wir 
hierzu  übergehen,  wollen  wir  das  Bisherige  auf  den  Fall  ausdehnen,  wo  keine 
Kräftefunction  existirt,  sondern  wo  an  die  Stelle  von  d'U  in  der  ursprünglichen 
symbolischen  Gleichung  der  Bewegung  ^(X,(Jx,-{-Y.^y,  +  Z,^'z^  tritt.  Wenn 
Alles  in  den  Grössen  q  ausgedrückt  ist,  so  '\si(fU=2:-^ — (^qs-  Vergleicht 
mau  dies  mit  dem  eben  erwähnten  Ausdruck  J^(A',t5"a-,+  Y■(yy^  +  Zi^Zi)  und  er- 
innert sich  an  die  in  der  zweiten  Vorlesung  (p.  13)  gegebene  Regel,  wonach 

bei   einer  Transformation   der  Coordinaten  für  ()>,,  äij,,   äz,   beziehungsweise 

dx.  dy.    ^  öz 

2^^—^oq,,  Z  ^^oq,,  2:^^oq,  zu    substiluiren  sind,    so  sieht  man,   dass 

,    dq,,    ^  '     .s    dq,,     ^"     s    dq^ 

Stelle  von 


xn 
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der  Ausdruck 


/      ox  üu  oz-  \  „ 


Irin,  und  also  an  die  Stelle  von  ~, —  der  Ausdruck 

/■       dx^  du.  di.  \ 

Vermöge  dieser  Aenderung'  wird  Gleicliung-  (8.)  durch  folgende  ersetzt: 

,  dT 

Und  wenn  man  hierin  für  s  die  Werthe  1  his  k  setzt,  so  erhält  man  für 
den  vorliegenden  Fall  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  den  Grössen  q  aus- 
gedrückt. 

Wir  wollen  die  Gleichung  (11.)  noch  auf  anderem  Wege  verificiren 
und  zwar,  indem  wir  von  den  in  der  vorigen  Vorlesung  (p.  54)  gegebenen 
Gleichungen  (5.) 

d'y.  V    ,   ,    of    ^       dm    ^ 

dl  dij.  dij. 

ausgehen.     Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  ^^,  -t— ^,  -^  und  summirl 

"  '  dq,  ^    dq,  '    dq^ 

in  Beziehung  auf  i,  so  erhall  man  als  Multiplicator  von  ). 

y.r  df    öx^        Qf    dij^        Sf     dz..^  dKq,,q,,.--q,') 
'T^öa,-.   dqs       dy.    dq,,        dz,^    dq,y  ~  dq^ 

Der  Ausdruck  rechts  aber  verschwindet  nach  (7.),  und  dasselbe  gilt  von  den 
Coefficienten  von  u  .  .  . ;  daher  erhält  man  mit  Berücksichtigung  der  Glei- 
chung (10.): 

(  {fx     dx.        d'ii'    dii.        d"z     dz.  ) 

Um  die  Gleichung  (11.)  zu  verificiren  müssen  wir  also  zeigen,  dass  ihre  linke 
Seite  mit  der  linken  Seile  dieser  Gleichung  identisch  ist.  Dies  wird  folgen- 
dermassen  nachgewiesen.     Es  ist 
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daher 

Nun  hatten  \\ir  aber  die  DiHorcntialgleichungen 


,  dx     ,       dx     ,  dx.    , 

dy.     ,       Oll      ,  dy. 


Hieraus  foljarl: 
ferner: 


dz.     ,      ÖS.     ,  dz. 

-?^  +  --  +  7^9'- 


^y.-r^^.-r-^^ 


ö'x'         öx  öy'        dy.  dz'         dz 


öa;'^  (9'a;^        ,  d'x^        ,  c'"j;^        ,  ^(^^ 

dy 

dy:  _     d\       ,        d\  d\  ■    ,_^ 

dq.  '  öq.M   ^''^dq,dq,  ^'^^-^  dq^^dq^  ^'  -      dl     ' 

Öis, 
5z'  a's        ,  d''z        ,  d'z.        ,  7y«~ 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  ^-^  und   -r—-  giebt 

dq^  dq^    * 

(dx  dy  dz.  \ 


daher  ist 


dq^        T     '  \    '     dt       '  ^'     dt       '     '      (//    /  ' 

dq^        oT  /  f'a;^    ciaj^        dy[     dy^        dz\     dz^  \ 

^"*'v"rfr  ö^+'dT  ö^+"dr  ö^y 


* . 


dx.  * 


d<  öiy.  .      '^  dt     dq^        dt     dq,        dl     dq,^ 

/■d''x.   dx^       d'y.    dy^       d'z.    dz^  \ 

wodurch  die  Identität  der  Gleichungen  (11.)  und  (12.)  bewiesen  und  zugleich 
die  erstere  verilicirl  ist. 

Jacobi,    Dynamik.  9 
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Somit  hat  man,  wenn  keine  Kräftefunclion  stattfindet,  Gleichungen  der 
Form  (11.)  als  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  aber  eine  Kräftefunclion 
stattfindet,  Gleichungen  der  Form  (8.)  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Form  (9.), 
nämlich 

dt  "  dq^  '  ^'  ~  dq[  ' 
Aus  der  Form  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  ein  bemer- 
kenswerthes  Resultat,  und  zwar:  Kann  man  die  neuen  \ariublen  so  wählen, 
dass  eine  derselben  q,  in  der  Kräftefimction  nicht  vorkommt  und  dass  zur  Dar- 
stellung iion  T  nicht  die  Variable  q,  selbst  sondern  nur  ihr  Diff'erentialquotient 
(js  gebraucht  wird,  so  ergiebt  sich  aus  diesem  Umstände  jedesmal  ein  Integral 

des  vorgelegten  Systems  von  Differentialgleichungen  tmd  zwar  p^  =  Const. ,  oder, 

dT 
was  dasselbe  ist,  -^-r  =  Const.      Denn  unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist 

^il+El  =  0,  man  hat  daher  4^  =  0,  ü,  =  Const.     Dieser  Fall  tritt  z.  B.  bei 
oqs  dt  ^ 

der  Atfraction  eines  Punktes  durch  ein  festes  Centrum  ein.  Befindet  sich  das 
Centrum  im  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  hat  man  in  Polarcoordinalen 
(Siehe  Gleichung  (3.)) 

[/  =  ^ ,     T=im  (/•'  '  +  r'(p"  +  r'  sin  rip"), 

es  kommt  also  i/'  in  U  nicht  vor  und  in  T  nicht  ip  seihst  sondern  nur  dessen 
DilFerentialquotient  ip',  daher  hat  man 

dT 
-5-7  =  w«r  sin  y'i/''  ~  Const. 

oder,  indem  man  den  Factor  m  in  die  Constante  eingehen  lässt, 

rs'mqr.ii''  =  Const., 

was  man  übrigens  auch  aus  der  dritten  Gleichung  (6.)  hätte  ableiten  können. 

Dies  ist  das  Princip  der  Flächen  in  Beziehung  auf  die  Ebene  der  yz.     In  der 

That,  es  ist 

X  =  rcosif,     y  =  rsin  cp  cos  ifi,     z  =  r  sin  y  sin  1//, 

also 

tgv.  =  f, 

1  .  irJ—zy' 
^ .  1^;     =    ^ — ^_^ 


cos  i/i  y 

oder  nach  Multiplication  mit  «^^  =  rsin(^'cosi/r 

-,  .       ,      ,  dz  dy 


—    67    — 

und  es  ist  daher 

■>•■>,  r  dz  dy  rt  , 

r  sin cp  .v  ^y-är~^di:  =  ^'^"^^• 

das  Princip  der  Flächen  für  die  Ebene  der  yz. 


Meiiiite  Vorlej^iiii^. 

Die  Hamillonsche  Form  der  Bewegungsgleichungeu. 

Nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Ansgabe  der  Mecanique  analytique 
war  der  wichtigste  Fortschritt  in  der  Umformung  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  der,  welchen  Poisson  in  einem  Aufsatz  machte,   der  von  der 

Methode  der  Variation  der  Conslanten    handell    und    im   15""  Hefte   des  poly- 

dT 
technischen  Journals  steht.     Hier   führt  Poisson    die  Grössen  p  =^  ^^j  für   die 

Grössen  q'  ein;  da  nun,  wie  schon  oben  bemerkt,  T  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  Grössen  q'  ist,  deren  Coefficienten  von  den  q  abhängen, 
so  werden  die  p  lineare  Functionen  der  Grössen  q' ;  zur  Definition  der  p  hat 
man  also  k  Gleichungen  der  Form  p,  =  ö},,  wo  to,  ein  linearer  Ausdruck  in 
q[,  q2,  ...  q„  ist.  Löst  man  diese  k  linearen  Gleichungen  nach  den  Grössen 
q'  auf,  so  bekommt  man  Gleichungen  der  Form  q',  =  K,,  wo  die  K,  lineare 
Ausdrücke  in  den  p  sind,  deren  Coefficienten  von  den  q  abhängen.  Diese 
Ausdrücke  von  q',  wollen  wir  in  die  Gleichung  (9.)  der  vorigen  Vorlesung 
einsetzen,  d.  h.   in  die  Gleichung 

dp,  __  d(J+U^  __    dT        du 


dt  dq.  dq^  dq^    ' 

WO    ^ —  nur  die  q  enthält,  während  -r^ —  noch  überdies  P'unction  der  Grössen 

ög.  ''  oq^ 

q    ist  und  zwar  eine  in  Bezug  auf  diese  Grössen  homogene  Function  zweiten 

(9T 
Grades.     Setzen  wir  nun  q,  =  K,  ein,  so  wird  —. —    eine    homogene  Function 

zweiten    Grades    der   Grössen  p,.      Dadurch  wird    die    obige    Gleichung   von 

der  Form 

dv 

-LJ-    =    P. 

dl 

WO  P,  ein  Ausdruck  in  den  p  und  q  ist  und  zwar  zweiten  Grades  in  Bezug 

9* 
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auf  die  p.     Diese  Gleichungen  mit    den  Gleichungen  q,  =  —-  =  h,   combinirt 
ffeben : 


ö 


dii  dp 

^     '         dl  "         dl 

Und  dies  ist  die  Form,  auf  welche  Poisson  die  Gleichungen  der  Bewegung 
bringt,  wo  K,  und  P,  weiter  keine  variablen  Grössen  enthalten,  als  die  p  und 
die  q.  Von  diesem  System  von  2k  Gleichungen  gelten  die  merkwürdigen 
Sätze,  dass 

dK         BK.  dK  dP.  dP  BP, 

(-2)  L  =  'L  !- — tl  !_  =  'L 

<5/',,         Bj\   '         Bq^,  3p ^  '  Bq^,  Bq^    ' 

von  welchen  Poisson  am  angeführten  Orte  die  erste  Gruppe  genau  ebenso 
angiebt,  während  die  übrigen  sich  aus  seinen  Resultaten  unmittelbar  hin- 
schreiben lassen. 

Die  Gleichungen  (2.)  zeigen,  dass  die  Grössen  /f,  und  P,  als  die  par- 
tiellen Dillerentialquotienten  einer  Function  nach  den  Grössen  p,  und  —q,  an- 
zusehen sind.  Diese  Bemerkung,  die  ohne  Weiteres  aus  den  Gleichungen  (2.) 
hervorgeht,  macht  Poisson  nicht;  noch  weniger  sucht  er  jene  Function  zu 
ermitteln.  Diese  Bestimmung  hat  vielmehr  Hamilton  zuerst  gemacht,  und  durch 
die  Einführung  seiner  charakteristischen  Function  wird  die  ganze  Umformung 
ausserordentlich  erleichtert.  Auf  jene  charakteristische  Function  kommt  man  fast 
von  selbst,  wenn  man  aus  der  in  der  vorigen  Vorlesung  angegebenen  zweiten 
Lagrangeschen  Form  der  Dilferentialgleichungen  den  Satz  der  lebendigen  Kraft 
herleiten  will,  eine  Herleitung,  welche  nicht  ganz  auf  der  Hand  liegt.  Der 
Satz  der  lebendigen  Kraft  ist,  wenn  man  den  Fall  mitberücksichtigt,  in  wel- 
chem in  der  Kräftefunction  U  die  Zeit  explicite  vorkommt, 

T  =  U -/'^  dt +ConsL 
oder  differentiirl 

d(r-u)   ,  Bu  _  ^ 


dl  '     dt 

Um  dies  Resultat  aus  der  (in  Gleichung  (9.)  der  achten  Vorlesung  enthaltenen) 
zweiten  LagrangescUen   Form  der  DiiTerentialgleichungen 

dp,  _  B(T+U)  ,    _  ^ 

dt    ~        Bq^       '       P'  ~  Bq[ 

herzuleiten,   verfährt    man   auf  folgende  Art.     T  ist  eine  homogene  Function 
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zweiten  Grades  der  Grössen  q ,  also  hat  man,  wie  bekannt, 


oder 


rp  ^      BT 


und  hieraus  erhält  man   durch  vollständige  Dillerentiation 

oder,  da  die  zweite  und  dritte  Summe  einander  aufheben, 

(3.)       dT=^q,d^~^^^  dq,  =  ^q:dp.-2:^dq„ 

dT 
welches   eine    identische    Gleichung   ist.      Führt    man    hierin    für    d-r—r  =  dp, 

seinen  Werlh  aus  (9.)  der  vorigen  Vorlesung  ein   und  dividirt    durch  dt,   so 

ergiebt  sich 

dT    _    ^  6'(r+  U)       _  ^dT_  ^ 
dt  '^         dg 

also  haben  wir 


v« 

^1, 

dl 

dV 

du 

dt 

dt    ' 

0, 

w 

.  z.  b. 

w. 

d{T-V)       dU 
dt         "^   dt 

Die  identische  Gleichung  (3.)  führt  mit  Leichtigkeit  auf  die  HamUtonsche 

dT 
charakteristische    Function.       Die    partiellen    Dill'erenlialquotienten    -r—    und 

-.^-^  =  ü,    nämlich,    welche    auf   der   rechten    Seite   der   Gleichung   (3.)    vor- 

kommen  (von  den  letzteren  die  DilFerentiale) ,  sind  so  zu  verstehen,  dass  T 
als  Function  der  Grössen  q  und  q'  anzusehen  ist.  Führen  wir  aber  durch 
die  schon  oben  erwähnten  linearen  Gleichungen  q'i  =  K,  die  Grossen  p,  für 
q,  ein,  so  wird  dadurch  T  eine  Function  der  Grössen  p  und  q,  und  die  unter 
dieser  Hypothese  gebildeten  Dill'erentialquotienten  von  T  nach  p,  und  q,  wollen 
wir  zur  Unterscheidung  mit   {p^)  und   (-y— )  bezeichnen.     Dann  ist 


.r=<|l>,+x(fK, 


also  nach  Gleichung  (3. 


<l^)*+^(f)'".-^»^*--fr"' 


—     70    — 

Dies  muss  eine  identische  Gleichung  sein,  und  aus  derselben  folgt  also  " 

Die  Gleichung  (4.)  zeigt,  dass  zwischen  den  Grössen  p  und  q'  eine  Art  von 
Reciprocität  stattfindet;    denn  durch   Zusammenstellung  mit  der  früher  aufge- 

stellten,  -^t^  =  p.,   erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen 
'    dg.       ^  ' 

dT  _  /dT\  _    , 

eine  Correlation,  wie  sie  ähnlich  in  der  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ord- 

dT 
nung  vorkommt.     Setzen  wir  den  in  (5.)  gefundenen  Werlh  von  ^—  in   die 

Gleichung  (9.)    der  vorigen  Vorlesung  ein,  so  erhalten  wir 


dp,    _    _(dT\       du 
dt     ~        \daJ^ 


dt  ^  dq^  ^       dq. 

Aber  da  U  die  p  gar  nicht  enthält  und  ebenso  wenig  die  q',  so  ist 

'd^-^dq^J'       "'^"        dt    ~       y        dq,        J 

Ferner  kann  man,  weil  f/kein  p  enthält,  die  Gleichung  (4.)  auch  so  schreiben: 

dg.  ^  /a(r-t/)\ 

dt  V        dp,        y 

Also  haben  wir,  wenn 

(6.)       T-U  =  H 
gesetzt  wird, 

dq,  _fdn\         dp^  _      .  dH\ 
^'■^  dt    ~^dp/'        dt     ~~       ^dq/' 

woraus  man  sieht,  dass  H=T—U  die  characteristische  Function  ist.  Aus 
diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  von  selbst; 
denn  aus  den  beiden  Gleichungen  (7.)  folgt 

fdU\  dp,      fdH\   dq,    _ 
\dp/    dt    "^^dq/     dt     ~      ' 

und  dies  in  Beziehung  auf  alle  i  summirl  giebt : 

dH__dH^        0 

dt        dt    ~     ' 

d.  h.  den  Satz  der  lebendigen  Kraft. 
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Da  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  in  den  Gleichunffen  (7.)  die  Grössen 
p  und  q  als  die  Variablen  anzusehen  sind,  so  kann  man  die  Klammern  um 
die  Differentialquotienten  fortlassen  und  erhält: 

dq,  _  BH         dp^  _       öH 

(^•^      -dF-'d^'    -df--^'    "=f~U 

In  dem  allgemeineren  Fall,  wo  keine  Kräftefunction  existirt,  tritt  an  die  Stelle 
von  -^=1 —  der  Ausdruck 


e.  =  4^^+>'t+^^) 


wo  die  Summe  über  alle  x,  y,  z  auszudehnen  ist,  und  es  treten  also  an  die 
Stelle  der  Gleichungen  (8.)  folgende: 

Wenn  keine  Bedingungsgleicliungen  da  sind ,  fallen  die  Grössen  q  mit  den 
Coordinaten  zusammen;  die  erste  der  Gleichungen  (8.)  wird  identisch,  und  die 
zweite  geht  über  in   das  System 

"^'~dr~'6^'     "^'~dF  ~  dy'     '"'  d/^    ~"fe"' 
welches  die  ursprüngliche  Form  der  ßewegungsgleichungen  ist. 


Zehnte  Vorlesuug. 

Das  Princip  des  letzten  Multiplieators.     Ausdehnung  des  £M/erscLen  Multiplicators 
auf  drei  Veränderliche.     Aufstellung  des  letzten  Multiplieators  für  diesen  Fall. 

Das  Princip  des  letzten  Multiplieators  leistet  in  allen  Fällen,  wo  die 
Integration  eines  Systems  von  DilTerenlialgleichungen  der  Bewegung  bis  auf 
eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variableu  zurückge- 
führt ist,  die  Integration  dieser  letzten  Gleichung  durch  Angabe  ihres  Multi- 
plieators. Vorausgesetzt  wird  hierbei,  dass  die  sollicilirenden  Kräfte  X^,  Y,, 
Z,  nur  von  den  Coordinaten  und  der  Zeit  abhängen. 

Wenn  wir  in  das  System  der  ursprünglichen  Differentialgleichungen  der 

dx        dy        dz  ,        , 

Bewegung  die  Differentialquotienlen  -^,  —r^,  ——  als  neue  Variable  a;.,  y, , 
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s',  einführen,  so  nimmt  dasselbe  folgende  Form  an:  , 

'dl  üy.        ■     dy.  '  d/         ^  ' 

%— 77-  =  A  +  ^^y~+/'-- — — ,      ~;7r~==^'- 

dt  oz  oz  'dt 

Dies  sind  6?«  Dilferenlialgleichungen;  aber  zwischen  den  in  ihnen  vorkom- 
menden 6h  von  /  abhängigen  Variablen  x,,  y,,  z,,  x,,  y[,  z,  ...  bestehen 
schon  2m  Relationen,  nämlich: 

/•^O,        ü)  =  0,        .   .   ., 

\  dx  dii    •'         dz,.       /  '  ^  dx  du    '^        oz        ^  '  ' 

wo  auf  den  linken  Seiten  der  letzteren  m  Gleichungen  respective  die  Terme 

-5^,  -yr^  ■  ■  ■   hinzuzufügen  sind,    wenn  /in  /■,«),..  .    explicite   vorkommt. 

Man  hat  also  noch  6«  — 2w  Integralgleichungen  zu  linden. 

Setzen  wir  nun  zuerst  voraus,  dass  t  nicht  explicite  vorkommt,  weder 
in  Xi,   y,,  Z,,  noch  in  f,  w,  .  ..,  so  kann  man  durch  eine  der  6/«  Gleichun- 

gen,    etwa  durch  die  Gleichung   -~-  =  Xi   oder   dl  —  —r-^    aus    den   übrigen 

die  Zeit  eliminiren  und  hat  dann  ein  System  von  6?<  — 1  Differentialgleichun- 
gen, dessen  vollständige  Integration  6w  — 2?«— 1  Integrale  erfordert.  Gesetzt, 
diese  Integration  wäre  geleistet,  so  kann  man  die  6«  Grössen  x,,  y,,  z,, 
x'„  y[,  z,  .  .  .  durch  eine  derselben,  z.  B.  durch  x, ,  ausdrücken.     Denken  wir 

uns  auf  diese  Weise  .ri  als  Function  von  Xi  dargestellt,  so  giebt  die  Gleichung 

,         dx, 
dt  =  —r-  integrirt 

x\ 

'  dx. 


/•  +  Gonst.  =y^ 


es  kommt  also,  wenn  die  Zeil  nicht  explicite  vorkommt,  die  letzte  Integralion 
auf  eine  blosse  Quadratur  zurück,  und  die  Zeit  ist  dann  immer  mit  einer  will- 
kürlichen Constanten  durch  Addition  verbunden.  Dies  findet  z.  B.  bei  der 
elliptischen  Bewegung  der  Planeten  statt.  Nehmen  wir  aber  an,  das  System 
der  6?i— 1  Dillerentialgleichungen .  welche  nach  Elimination  der  Zeit  erhalten 
wurden,  sei  nicht  vollständig  integrirt,  sondern  es  fehle  noch  eine  Integration, 
man  habe  also  nicht  (5//  — 2w— 1  Integrale  gefunden,  sondern  nur  6«— 2/»— 2; 
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alsdann  kann  man  nicht  alle  Variablen  durch  eine  einzige,  z.  B.  a;, ,  aus- 
drücken, wohl  aber  durch  zwei,  z.  B.  jj,  und  y,.  In  diesem  Falle  l)leii)t  noch 
eine  DüFerentialg-leichung  zwischen  o-,   und    ?/,    zu   inlegrircn   übri<>';    hal    man 

nämlich  aus  ^-4~  =  ih  das  DilFerenlial  der  Zeil  durch    dt  =  ^-^    eliniinirt,    so 
dt        -"^  X,  ' 

erhält  man 

f/j-,  :  di/i  =  x[  :  y[ , 

wo  x\  und  ij'i  nach  unserer  Annahme  Functionen  von  j-,  und  ?/,  sind,  ^'on 
dieser  DilTerenlialgleichung  nun  giebl  das  von  mir  aufgeslellle  Princip  den 
Mulliplicator  an,  und  nachdem  man  diese  Gleichung  vermöge  des  Princips  des 
letzten  Multiplicators  integrirt  hat,  findet  man,  wie  oi)en  bemerkt,  die  Zeil 
durch  eine  blosse  Quadratur.  Wenn  also  die  Zeit  nicht  explicito  vorkommt, 
so  braucht  man  nur  6«  — 2/«  — 2  Integrationen  auszuführen,  und  es  ergeben 
sich  die  beiden  letzten  ohne  weiteren  Ivunstgriil". 

Kommt  die  Zeit  aber  explicite  also  nicht  hlos  in  ihrem  Differential 
vor,  so  lässt  sie  sich  aus  den  Dilferentialgleichungen  nicht  eliminiren.  Als- 
dann muss  man  6« — 2m~i  Integrationen  als  ausgeführt  annehmen,  wodurch 
sich  Alles  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung  der  Form 

dxi  —  x[dt  =  0 
reducirt,   in   welcher  .ri  Function    von  Xi    und   /   ist.      Die  Integration    dieser 
Gleichung  leistet  wiederum  das  Princip  des  letzten  3Iultiplicators. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  was  das  in  Rede  stehende  Princip  leistet, 
gehen  wir  zur  Ilerleitung  desselben  über.   — 

Als  Euler  sciion  an  sehr  vielen  Beispielen  gesehen  halte ,  dass  man 
Dilferentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  durch  3Iulti- 
plicaloren  zu  vollständigen  Differentialen  machen  und  so  integriren  könne, 
dauerte  es  doch  noch  sehr  lange,  bis  er  zu  der  Einsicht  gelangte,  dass  dies 
eine  allgemeine  Eigenschaft  dieser  Differentialgleichungen  sei.  Dies  lag  daran, 
dass  ihm  die  Vorstellung,  die  Integralgleichung  nach  der  willkürlichen  Con- 
stante  aufzulösen,  sehr  fern  lag.  Wäre  ihm  diese  Vorstellung  geläufiger  ge- 
wesen, so  würde  er  auch  nicht  daran  verzweifelt  haben,  die  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  auf  gewöhnliche  zurückzuführen,  ein  Problem, 
welches  er  für  schwieriger  hielt,  als  das  noch  heute  ungelöste,  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zu  integriren,  während 
die  Zurückführung  der  partiellen  linearen  Differentialgleichungen  auf  gewöhn- 
liche jetzt   zu   den  Elementen   gehört.     Euler   hat   auch    nie    die  Theorie   des 

Jacobi,   Djnamik.  lU 
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Multipiicalors  auf  ein  System  von  Differentialgleichungen  ausgedehnt,  was  ganz 
ehenso  einlach  ist,  wenn  man  sich  die  Integralgleichungen  nach  den  willkür- 
lichen Coustanten  aufgelöst  denkt. 

Nehmen  wir  zuerst  eine  Differentialgleichung  zwischen  zwei  Variablen 
X  und  ij,  und  zwar  sei  sie  in  Gestalt  der  Proportion 

dx  :  (ly  =  X  :  Y^ 
gegeben,  welche  mit  der  Gleichung 

Xdij-Ydx  =  0 
identisch  ist.     Denkt  man  sich  das  Integral  auf  die  Form  F=Const.  gebracht, 
so  erhält  man  durch  Differentiation  die  Gleichung 

-^dy  +  ^dx  =  Q, 

deren  linke  Seite  nur  um  einen  Factor  M  von  der  linken  Seite  obiger  Dif- 
ferentialgleichung verschieden  sein  kann;  man  hat  also 

dy  ^  ox  ^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  ßl  die  Gleichung 

^     '  dx  dji 

Dehnen  wir  die  Theorie  dieses  Multiplicators  M  auf  ein  System  zweier 
simultanen  Differentialgleichungen  zwischen  drei  Variablen  aus.  Dasselbe  sei 
in  folgender  Form  vorgelegt: 

(2.)       dx-.dij-.dz  =  X.Y.Z, 

die  Integralgleichungen  nach  den  willkürlichen  Constanten  aufgelöst  seien 

(3.)       f=a,     <p  =  ß; 
dann  hat  man 

und  hieraus  ergiebt  sich 

dv-dn-dz  =  IL  ^ ^f   ^'f  •  ^f    ^'f       ^f   ^f  ■   ^f   ^'f        ^f    ^^ 

'    '     J  '  dy     dz         dz    dy    '    d:i     dx        dx    dz    '   dx    dy         dy    dx 

Setzt  man 

i  _    Sf    dcp        df    d(fj  n  _    '^f    ^'P         ^f    ^'f  n  _    ^f    ^V         ^f    ^'P 

dy    Ö5         ÖS    dy  '  dz    dx        dx    dz  '  dx     dy        dy    dx  ' 

so  ist  also 

dx  :  dy  :  dz  =  A  :  B  :  C, 


J 


—    75    — 

was  mit  dem  vorgelegten  System  (2.)  verglichen  zu  der  Proportion 

A:B:C  =  X:Y:Z 
liilirl.     Es  giebt  also  einen  Mulliplicator  31  von  der  Bescliairenheit,  dass 

A  =  MX,     B  =  M  Y,     C  =  MZ. 
Ai)er  die  Grössen  A,  B,  C  befriedigen  identisch  die  Relation 

dx  ^  dy  ^  Ö5     ~       ' 

daher  hat  man  für  M  die  Gleichung 

djMX-)      d(ßIY^      d(j\lZ)    _ 
öx     "^      Öi/      "^      öa        ~      ' 
oder 

^     ^  äx  öij  dz        \  dx         dij  az    ' 

Da  f=a  ein  Integral  des  vorgelegten  Systems  (2.)  ist,  so  muss  df 
vermöge  dieses  Systems,  ohne  dass  die  Integralgleichungen  zu  Hülfe  gerufen 
werden,  identisch  verschwinden,  und  ebenso  (l(p.     Es  ist  aber 

df=-§^dx  +  ^dy  +  -^fh,     d,p^^dx+^dy  +  ^d,; 

folglich  erhält  man  vermöge  des  Systems  (2.) 

(5.)      x#+y #+2-^  =  0.     X^+Y^+Z^  =  0,       ' 

^     ^  dx  dy  OS  ■  dx  dy  dz  ' 

welche  Gleichungen  als  die  Definitionsgleichungen  der  Integrale  des  Systems  (2.) 
anzusehen  sind. 

Man  kann  hieraus  beweisen,  dass  jede  Function  von  f  und  (p ,  einer 
Conslanlen  gleich  gesetzt,  ebenfalls  ein  Integral  des  Systems  (2.)  ist.  In  der 
That,  ist  ßj  irgend  eine  Function  von  f  und  ip,  so  multiplicire  man  die  Glei- 
chungen  (5.)  respective  mit   -jr  und   -tt—  und  addire;  alsdann  erhält  man 

yföm   af       düi  f^tp\j,y(d^   ^f  A^  ^^  ^TAi   7/^^ira    <Jf        dm  ö(p\   _    „ 


oder 


'6.)     x|^+y^+z^-o, 

'     ^  dx  dy  di  ' 


also  ist  w  ein  Integral  von  (2.).  Umgekehrt  ist  aber  jedes  Integral  von  (2.) 
nothwendig  eine  Function  vun  f  und  (p.  Denn  gesetzt  es  gäbe  ein  Integral 
<ji  =  y,   welches  keine  Function  von  f  und  <p  wäre,   so   gilt  für  tw  die  Glei- 

10* 
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chung  (6.).     Nun  sei  vj  eine  beliebige  Function  von  f,   <p   und  <7>,   und  man 

multiplicire  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  respeclive  mit  -^,  ~  und  -^  und 
addire,  so  erhält  man 


■'1 


ox  üy  ch  ' 

folglich  ist  auch  co  ein  Integral  der  Gleichungen  (2.).  Es  ist  aber  w  eine 
ganz  beliebige  Function  der  Grössen  f,  ip,  iO,  und  f,  cp,  (ö  sind  von  einander 
unabhängig.  Daher  kann  man  /",  cp,  CO  als  neue  Variablen  für  die  ursprüng- 
lichen X,  y ,  5  eingefülirt  denken  und  diese  ursprünglichen  Variablen  durch 
/,  (f,  CO  ausdrücken.  Demnach  kann  man  jede  F'unction  von  x,  y,  z  als  Function 
von  f,  (p,  üj  darstellen,  und  eine  willkürliche  Function  von  f,  (p,  Co  ist  gleich- 
bedeutend mit  einer  willkürlichen  F'unction  von  x,  y,  z.  Man  kann  also  jede 
Function  von  x,  y,  z  für  w  setzen,  d.  h.  jede  Function  von  x,  y ,  z  einer 
Conslanten  gleich  gesetzt  ist  ein  Integral  des  Systems  (2.),  was  unmöglich 
ist.  Es  kann  also  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  des  Systems  (2.) 
geben,  und  jedes  drille  ist  eine  Function  zweier  von  einander  unabhängigen, 
/■  und  ip. 

Man  kann  dies  Resultat  dazu  benutzen,  um  aus  einem  Werlhe  des 
Multiplicators  M  alle  anderen  abzuleiten.  Es  sei  N  ein  zweiter  Werth  dieses 
Multiplicators,  so  hat  man 


dx  dy  di        (  dx         dy        dz, 

Wenn  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  M,  die  erste  mit  N  multiplicirt 
und  die  Resultate  von  einander  abzieht,  so  ergiebt  sich 

oder,  wenn  man  durch  M"  dividirt, 

N  N 

-TT  =  Const.  ist  also  ein  Integral  des  Systems  (2.),  mithin  -tj-    eine   Function 

von  f  und  (p,  oder  r 

(7.)       N  =  MFif,cp); 
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d.  h.  ist  M  ein  Werth  des  Multiplicators ,  so  sind  alle  übrigen  Werthe  unter 
der  Form  MF{f,(p)  enthalten.  Aber  vorausgcsclzlermassen  sind  f=a  und 
(p  =  ß  die  Integrale  von  (2.),  also  wird  F(/",  </>)  =  Const. ;  d.  h.  wenn  man 
die  Inlegralgleicluingen  zu  Hülfe  ruft,  so  sind  die  verschiedenen  Werthe  des 
Multiplicators  nur  um  constante  Factoren  von  einander  verschieden.   — 

Wir  wollen  nun  sehen,  welchen  Vortheil  die  Kenntniss  eines  Werthes 
von  M  gewährt;  hierdurch  findet  man  niclil  wie  hei  einer  DilTerenlialgleichung 
zwischen  zwei  Variablen  das  Integral  selbst,  sondern  man  findet  nur  vermittelst 
der  Gleichungen  A  =  MX,  B  =  MY,  C  =  MZ  Werthe  der  Grössen 

dy  dz>      dz  dy  '  Ö3  8x      dx  dz '  dx  dy       dy  6x 

Der  Vortheil,  den  man  hieraus  ziehen  kann,  tritt  erst  dann  ein,  wenn  man 
ein  Integral  z.  B.  (p  schon  kennt  und  das  andere  f  sucht.  Man  führe  stall 
einer  der  Variablen  z.  B.  statt  z  den  Ausdruck  (p  ein,  so  dass  z  als  Function 
von  cp,  X  und  y  dargestellt  wird;  wir  wollen  uns  demnach  das  zu  suchende 
Integral  /"  durch  x,  y,  (p  ausgedrückt  denken  und  die  unter  dieser  Hypothese 
gebildeten  parliellen  Dillerentialquotienten  mit  (■^),  (-^\  (ir)  hezeicimen, 
dann  haben  wir 


dx       \dxy'^\df^dx''      dy       \dyy^^d(py  dy''      dz  ~^d<(^  d:i 
und  erhalten  für  die  Grössen  A,  B,  C  die  Ausdrücke 

\öyJ  dz,'        ^~      Vöa;/öj'  \dxJ  dy      \dy^dx' 

Aus  denselben  ergiebl  sich,  dass,  wenn  man  das  Integral  (p  =  ß  und  einen 
Werth  des  Multiplicators  M  kennt,  man  /'  bestimmen  kann.  Denn  denkt  man 
sich  f  durch  x,  y  und  q)  =  ß  ausgedrückt,  so  ist 

oder  da  d(p  =  0  ist. 

Aber  aus  den  obigen  Gleichungen  für  A  und  B  hat  man 

\dy  J"    d^''      \dxJ  dg>   ' 

dz  Ö5 


also 

Da  nun 
so  wird 
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,„        Adii  —  Bdx 
dz 
A  =■  MX,     B  =  MY, 


(8.)       df=  -^{Xchj-Ydx\ 


nnci  es  ergiebl  sich  dalier 


dz 
M 


C-^{Xdy-Ydx)=f  =  a 
dz 
als  zweites  Integral  des  Systems  (2.).     Hier  nuiss  man  X  und   Y,  welche    als 
Functionen  von  x,   y,    z  gegeben  sind,    durch  x,    y  und  (f' —  ß  ausgedrückt 
annehmen.       Unter    dieser  Voraussetzung    ist,    wie    wir    aus    Gleichung   (8.) 

sehen.  -^ —  der  integrirende  Factor  der  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0. 

Und  so  haben  wir  folgenden  Satz : 

Ist  das  System  von  Diff'erentiaigleichunyen 

dx  :dy:dz  =  X.Y  :Z 
gegeben,  und  kennt  man  erstens  ein  Integral  (p  =  ß  desselben,  sowie  zweitens 
einen    Werth  des  Midtiplieators  M  des  Systems,   welcher  der  partiellen  Di/f'e- 
rentialgleichnng 

dx  dfj  dz        \  dx        dy        os    ' 

genügt,  so  ist 

M 


8(p 


der  integrirende  Factor  der  Differentialgleiclmng         , 

Xdy -Ydx  =  0, 

vorausgesetzt,  dass  sowohl  aus  dem  angegebenen  Factor,  als  aus  X  und  Y  ver- 
möge des  schon  gefundenen  Integrals  q  =  ß  die   Variable  z  eliminirt  sei. 

Man  konnte  meinen,  dass  dieser  Satz  sehr  unfruchtbar  sei ;  denn  während 
zur  Kennlniss  des  zweiten  Integrals  f  die  Lösung  der  partiellen  Differential- 
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ffleichung 


^     '  dx  cii  dz       ^  dx        dii        Ö3  / 


erfordert  wird,  haben  wir,  um  M  zu  boslimmen  und  daraus  das  zweite  In- 
tegral /  zu  ünden,  die  viel  coniplicirterc  DiHerenlialffleicIuing 

ty  ^^  dz  +Va.c  "^  dy 

zu  lösen.  Es  scheint  also  ein  leichteres  Problern  auf  ein  schwierigeres  zu- 
rückgeführt zu  sein ;  indessen  tritt  hier  ein  eigcnlhümliciier  Umstand  (Mn.  Die 
partielle  Differenlialgloichung,  welche  /"  definirt,  also  die  Gleichung 

x^+y4L+z4-  =  o 

dx  dij  dz 

lässl  die  Lösung  /"=  Const.  zu;  aber  diese  evidente  Lösung  giebt  kein  Inte- 
gral des  vorgelegten  Systems  und  nuiss  daher  ausgeschlossen  werden.  Ein 
solches  Ausschliessen  einer  Lösung  ist  bei  dem  Multiplicator  M  nicht  nöthig, 
und  wenn  z.  B.  31  einer  Constanten  gleich  gesetzt  eine  Lösung  der  Gleichung 
(4.)  giebt,  so  ist  dieser  Werth  von  31  als  Multiplicator  ebensowohl  zu  brauchen, 
wie  jeder  andere.     Der  Fall,  dass  man  31  =  Const.  setzen  kann,  tritt  ein,  wenn 

(9.)     fL+|L+|i  =  „ 

-     ■  ^     '         dx       dy       dz 

ist,  denn  alsdann  reducirt  sich  die  Gleichung  (4.)  auf 

dx  dy  dz 

man  kann  also  M=  Const.,  z.  B.  =1,  setzen  und  hat  den  Satz: 
Wenn  in  dem  System  der  Differentialgleichungen 

dx  :dij:dz  =  X.Y  :Z 

X,   Y,  Z  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  welche  der  Bedingung 

dX_.di^,dZ_  _ 
dx        dy        dz 

genügen ,  wenn  man  ferner  ein  Integral  (p  =  ß  des  Systems  kennt  und  den 
durch  Auflösung  der  Gleichung  (f  —  ß  erhaltenen  Ausdruck  ron  z  durch  x.  y 

und  ß  in  X,   Y  und  -^r-  einsetzt,  so  ist 

'  dz  ' 

^     (Xdy-Ydx)  =  df 


dq) 
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eiti  vollständiges  Differential,  und  man  findet  also  durch  blosse  Quadratur  das 
zweite  Integral  f=a  des  Systems. 

Es  ist  noch  ein  zweiler,  allgemeiner  Fall  zu  erwähnen,  der  den  eben 
genannten  in  sich  schliesst,  und  in  welchem  sich  ebenfalls  M  allgemein  be- 
stimmen lässt.  Führt  man  nämlich  in  die  für  M  geltende  Gleichung  (4.),  nach- 
dem man  dieselbe  mittelst  Division  durch  MX  auf  die  Form 

M^dx'^  X     dy  '^  X     dz.  J'^  X  \  dx  '^  dy  ^  dz,  y  ~ 
gebracht  hat,  die  aus  dem  vorgelegten  System  (2.)  folgenden  Werthe 

JL  —  Al.  Z  _  dz, 

X        rfx  '         X        dx 
ein,  so  erhält  man 

M\8x'^  8y    dx  +  Qz.    dx)^  X^dx^dy^dz.)^      ' 
oder 


oder  endlich 


M    dx        X  ^  dx    '    dy         dz  ^ 


:"•)    ^+4(£+f +§)  =  »• 


Ist  nun  "yC"^"^  'S — ^~d^)  ^^^  vollständiger  Differentialquotient  nach  x,  also 

von  der  Form  ^,  so  hat  man 

dl^M      d^    _   „ 
dx     '^  dx   ~      ' 

M  =  C.e-\ 
Und  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Das  vorgelegte  System  lieisse 

dx:dy:dz  =  X:Y:  Z, 

es  sei  ferner  der  Ausdruck 

i_/5X      57       dZ\ 
X\dx^dy'^dzJ 

gleich  -^ ,  d.  h.  gleich  irgend  einem  vollständigen  Differentialquotienten  nach  x, 
endlich  sei  (p  =  ß  ein  bekanntes  Integral  des  Systems;  dann  ist 

-^(Xdy-Ydx) 
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ein  vollslnndlges  Differential,  voransgesefzf,  dass  hierin  vermöge  des  fnfegrak 
(f  =  ß  Altes  in  x  tmd  y  ansgedriickl  sei.  Man  kann  natürlich  dies  Rcsullaf 
auch  so  aussprechen,  dass  die  beiden  Veränderlichen  des  Diirerenlialausdrucks, 
von  welchem  der  inlegrirende  Faclor  angegeben  wird,  nicht  x  und  y  sondern 
X  un(|  z-  oder  y  und  s  sind. 

Wir   wollen   Beispiele    zu    diesen    Sülzen   geben.      Es    sei    zuerst    eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  vorgelegt,  also 

dx-   '\'y'dxJ 

Führt  man  eine  neue  Variable  z  =  ~  ein,  so  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

dx 

dij  dz 

also 


dx        ■"'         dx  ' 


dx  :  dy  :  dz  =  1  :  s  :  u; 
daher  ist  nach  den  früheren  Bezeichnungen 

Jf  =  1 ,        Y  =  z,       Z  —  u. 
Um  den  ersten  der  beiden  aufgestellten  Sätze  anwenden  zu  können,  muss 

dX    .   dY    .    dZ 


dx         dy         dz 


0 


sein:    in  dem    hier  vorliegenden  Fall  ist  -^^  =  0,  ^=r— =  0,  ^,— =  ^r— ,    also 

'  ^  ox  ^    öy  ^    oi  dz 


iiat  man  die  Bedingung 


—  =  0 

dz  "' 


d.  h.  es  darf  in  u  kein  z  oder,   was  dasselbe  ist,  kein  —-  vorkommen.     In- 
dem man  diese  Annahme  macht,  erhält  man  das  Theorem: 
Es  sei  die  Differentialgleichung 

d-y 


dx'' 


=  fix,  y) 


vorgelegt,  wo  f  kein  -j-  enthält,  man  kenne  hiervon  ein  erstes  Integral 


f'i'^'y'it)  = « 


welches  nach  -^  aufgelöst 

dy  ,  . 

-^  =  rp(x,y,a) 

Jacobi,    Dynamik.  11 
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oder 

dy  —  y.>{x,y,a)dx  =  0 
(jebe,  dann  ist 


>q> 


d'^'-' 


dx 

in  X,  y  und  a  ausgedrückt  der  integrirende  Factor  dieser  Di/ferentiatgleic/mng. 
Ein    Beispiel    zu    dem    zweiten    Salze    g^lebt    die    Variationsrechnung. 
Das  einfachste  Problem  der  Variationsrechnung  ist  dasjenige,  in  welchem  das 
Integral 

J^'(.r,y,^)dx 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll.      Diese  Aufgabe  führt  auf  die  Dil- 


ferentialgleichungen 


dx  dl/  '         "^         (Ix 

Die  erste  derselben  giebt  entwickelt 

d^ip         d'ip      ,       d'^tp    dy'    __    6ip  _ 
dxdy'      dydy'  •'        dy''    dx     ""     dy  ' 
man  hat  also 

dxp         öV  d'xp      ^ 

dy'   _      dy       dx6y'      dyöy'         _ 
dx  d'tp 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

_  dxp        d'if)  d"xp      ,  _  d''rp    dy' 

dy       dxdy'  dydy'            dy'''    dx 
setzt, 

dy'  V 


dx  d^rp 


=  U. 


dy'-' 
Nun  ist  ausserdem 

^   =   n' 

dx  J ' 

also  hat  man 

dx  :  dy  :  dy'  =   1  : «/'  :  «. 
Es  tritt  hier  y'  an  die  Stelle  der  Variablen,    welche    oben    mit    z-   bezeichnet 
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wurde,  und  es  ist  also 


.Y=l,        Y  =  y\       Z  =  n. 
Diimil  der  zweite  Satz  Anwendung-  finde,  niuss  der  Ausdruck 

i  fdx     er     c'Z\ 

X\dx^  dy  '^  dz,  ) 
ein  vollständiger  DiiTerentialquotient  nach  x  sein,  im  vorliegenden  Fall  ist  derselbe 

du 

also  fragt  es  sich,   ob  sich  -jj   als    vollständiger   Diirerenlialquofienl    iiacli   x 
darstellen  lässf.     Es  ist 

n  = 


d-ip 


also 

Bu    _       By'''    Stf       By'^ 
■  B-4 
~Bf- 


3y'  (B"-xp\' 


Aber  zugleich  wird 

Bv  _    B'^xp  B^tp Bhij        ,       gy    _      /  c?  rTt/)       B  B-ip   dy\_ 

8y'  ^  ByBy'"'  Bxdy'"         ByBy'^  ^       ByBy'  ~      ^Bx  By"'       ByBy^  fte/' 

und  da  zufolge  der  Gleichung 

^  ^    3Sp_  dl_ 
By''     dx 


^     ,2        Uli       1 

By' 

flanier    ui 

8u 

By' 

lu   i>enuei 

B 
Bx 

r   vuii   -TT— r   SICH   lui 

dy' 

B'tp       B    B'tfj   dy 

iiiiem,   SU    eiiiai 

B     B'tp    dy' 

By'''       By  By'-   dx 

'    By'   By"    dx 

oder 

Bu 
By' 

B'rp 

d    B'rp 
dx  By'' 

By" 

dx 

Es  ist  also  in  der  Thai  ^— r  ein  vollständiger  DiiTerentialquotient  nach  .r,  und 

vy'  o  1  7 

nach  Gleichung  (11.) 

11  * 
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dx  dx  ' 

dy'- 

3Iaii  lial  demnach  einen  Salz,  der  für  alle  Probleme  der  Variationsrechnung 
gilt,  in  welchen  das  Integral 

jH'{'J-,y,y')dx 

ein  Maximum  oder  3Iinimuni  werden  soll.  Damit  diese  3Iaximums  -  oder  Mi- 
nimums-Bedingung  erfüllt  werde,  muss  zwischen  x  und  y  die  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung 

d  — 
dy'       __    öl/; 


dx  dy 

bestehen,    welche    folgende  Eigenschaft   besitzt:   Keimt   mau   ein  erstes  Inte- 
gral derselben 

und  bringt  dasselbe  anf  die  Form 

dy-F{x,y,a)dx  =  0, 
so  ist 

1  U'lp 


dcp  dy'' 


dx 


in  X,  y  und  v.  ausgedrückt  der  integrirende  Factor  dieser  Differentialgleichung. 

In  diese  Kategorie  von  Aufgaben  des  Maximums  oder  3Iinimums  ge- 
hört z.  B.  die  Bestimmung  der  kürzesten  Linie  auf  einer  gegebenen  Oberfläche. 
Diese  Aufgabe  führt  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung;  kennt 
man  von  derselben  ein  Integral,  so  lässt  sich  der  integrirende  Factor  der 
übrig  bleibenden  Dilferentialgleichung  erster  Ordnung  bestimmen. 

Was  bis  jetzt  von  dem  einfachsten  Fall  der  Variationsrechnung  gesagt 
worden  ist,  lässt  sich  auf  den  allgemeinsten  ausdehnen,  in  welchem  unter  dem 
Integralzeichen  eine  Function  steht,  die  beliebig  viele  abhängige  Variable  y, 
z,  n,  .  .  .  und  von  jeder  die  Differenlialquotienien  bis  zu  einer  beliebig  hohen 
Ordnung  hin  enthält.  Wenn  eine  solche  Aufgabe  bis  zu  einer  Differential- 
gleicliung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zurückgeführt  ist,  so  lässt 
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sich  die  letzte  Integration  auch  noch  ausführen.  Aber  um  dieses  Resultat  zu 
gewinnen,  ist  es  nölhig  einige  Sätze  über  die  Ausdrücke  anzuführen,  welche 
bei  der  Auflösung  der  linearen  Gleicliungen  vorkommen,  und  welche  von  La- 
place  Resultanten,  von  Gauss  Determinanten,  von  Cauchy  allernirende  Functio- 
nen genannt  worden  sind. 


Eiifte  Vorlesiiu^. 

Uebersicht  derjenigen  Eigenschaften  der  Determinanten,  welche  in  der  Theorie 
des  letzten  Multiplicators  benutzt  werden. 

Setzt  man 

P     =     («2  — ai)(«3  — «l)   •    •    •   («s  — «l)   •    •    •   («,.  — öl) 

(öj  — a,)  .  .  .  («.,  —  «,)  .  . .  (a„  — «,) 


"ii—ijt 


so  hat  das  so  defiuirte  Product  P  die  Eigenschaft,  dass  es  durch  irgend  eine 

Pennutation  der  Grössen  «i,  «o,  .  .  .  a„  oder,    was  dasselbe  ist,   der  Indices 

1,  2,  ...  n  nur  das  Zeichen  und  nicht  seinen  absoluten  Wertb  ändert.     Von 

diesen  Permutafionen  soll  hier  nur  Folgendes  angeführt  werden: 

Man  bezeichne  die  Indices  1,  2,  ...  n,  nachdem  man  ihre  Ordnunif  auf 

eine  ganz  beliebige  Art  geändert  hat,  mit  «i,  Z,,  ...  ?„  und  die  Permulalion, 

durch  welche 

1,    2,   3,   .  .  .  s    .  .  .  II 
in 

?i ,  i-ii  ?3 ,  ...  ?,,  ...  'l„ 
übergeht,  mit  J.  W  ie  auch  die  Pernuitation  J  beschaffen  sein  mag,  so  kann 
man  immer  die  Indices  I,  2,  ...  //  in  gewisse  Gruppen  von  der  Beschaffen- 
heil [heilen,  dass  durch  die  Permutation  J  die  Indices,  die  zu  einer  Gruppe 
gehören,  entweder  in  einander  oder  sammt  und  sonders  in  eine  andere 
Gruppe  übergehen,  so  dass  jedenfalls  die  zu  einer  Gruppe  gehörenden  Indices 
bei  einander  bleiben.  In  Rücksicht  auf  diese  Gruppen  kann  man  alsdann 
wiederum  die  Permuiationen  klassificiren,    so  dass  für  gewisse  Permulalionen 
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alle  Gruppen  in  sich  selbst  übergehen,  für  andere  Permutationen  eine  be- 
slimnite  Gruppe  von  Indices  In  eine  zweite  üljergeht  u.  s.  w.  Dieser  noch 
keineswegs  erschöpfte  Gegenstand  ist  einer  der  wichtigsten  der  Algebra;  in 
allen  Fällen,  wo  bis  jetzt  die  Aullösung  der  Gleichungen  möglich  gewesen 
ist,  liegt  hierin  der  Grund  davon. 

Die  wichtigste  dieser  Klassificalionen  der  Permutationen  ist  die  in 
positive  und  negative  Permutalionen,  von  welchen  die  ersteren  P  unge- 
ändert  lassen,  die  letzleren  P  in  —P  verwandeln.  In  die  zweite  Klasse 
gehört  z.  B.  der  einfachste  Fall,  in  welchem  man  nur  zwei  Indices  i  und  i 
mit  einander  vertauscht,  was  man  auf  der  Stelle  einsieht,  wenn  man  P  auf 
die  Form 

p  =   +[a~a,)n{a-a,)n{a,-a,)n[a,-a,.) 

bringt,  wo  k  sämmtliche  Indices  bedeutet,  die  von  /  und  i'  verschieden  sind, 
und  Ä-,  h'  sämmtliche  Combinationen  zu  zweien  ohne  Wiederholungen  von 
diesen  Indices.     Um  zu  heurlheilen,  ob  eine  Permutation 

1 1,    2,   3,    ...  n 

(J)  .      .      . 

( «, ,  ?2 ,  «3 ,   ...  ^„ 

positiv  oder  negativ  sei,  vergleiche  man  je  zwei  verschiedene  Zahlen  aus  der 
Reihe  /j,  ij,  ?3,  ...  i„  mit  einander.  Ist  ti  die  Anzahl  derjenigen  Fälle,  in 
welchen  von  den  beiden  mit  einander  verglichenen  Zahlen  die  grössere  weiter 
vorn  in  der  Reihe,  die  kleinere  weiter  hinten  steht,  so  ist  (./)  eine  positive 
oder  negative  Permulation,  je  nachdem  it  gerade  oder  ungerade  ist. 

Um  von  dem  Bisherigen  zu  den  Determinanten  überzugehen,  betrachte 
mau  die  ir  Grössen 

«, ,  6i ,  Ci ,  .  .  .  p, , 

tto,      62,      Co,      ...     p2-! 


Un,     b,.,     Ca,     ■   ■    ■    Pn- 


Man  bilde  das  Product 


öx  b,  c,  .  .  .  p,„ 
permutire  in  ihm  die  Indices  auf  alle  möglichen  Arten,    gebe   dem   jedesmal 
resultirenden  Producle  das  Plus-  oder  3Iinuszeichen,  jenachdem    die  Permu- 
lation eine  positive  oder  negative  ist,   und   summire    alle  diese  Producle   mit 
den  ihnen  zukommenden  Zeichen,  so  ist  der  dadurch  entstandene  Ausdruck 

R  =  :S±ai  b.  Ci  .  .  .  p„, 
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wo  das  doppelte  Vorzeichen  in  der  angegebenen  Bedeutung-  zu  nehmen  ist, 
die  Determinante  der  rr  Grössen  a,  .../>„,  und  diese  ?r  Grössen  sind  die 
Elemente  der  Determinante  R.  3Ian  kann  sicii  R  aus  der  Enlwickelung  von 
P  dadurch  entstanden  denken,  dass  man  in  jedem  Gliede  dasjenige  a,  welches 
in  demselben  nicht  auftritt,  zur  nullten  Potenz  erhoben  als  Factor  hinzulugt 
und  sodann  für  jeden  Werth  des  Index  i  an  die  Stelle  der  Potenzen  «'/,  «f, 
«,',  .  .  .  «;"'  beziehungsweise  a,,  b^,  c„  ...  p^  setzt.  Die  Dclerminanir  It  lial 
folgende  Fundamental  -  Eigenschaften : 

1.  Permulirt  man  zwei  Indices  i  und  k  oder  zwei  Buchslaben  z.  B. 
a  und  h  mit  einander,  so  geht  R  in  — /?  über.  Daraus  folgt,  dass,  sobald 
zwei  Reihen  von  Grössen  mit  einander  zusammenfallen,  sobald  also 

a,  =(h,     b,  =  &i,     .../>,  =p,, 
(tder 

</,  =  Aj,     </,  =  //,,     .  .  .     g„  =  li,., 

die  Determinante  R  verschwindet. 

2.  Die  Determinante  R  ist  in  Beziehung  auf  alle  Grössen,  die  in  einer 
Reihe  stehen,  homogen  und  linear,  also  sowohl  in  Beziehung  auf  die  Grössen 


als  auf  die  Grössen 
Daher  hat  man 


dl-,  üi-,  ■  ■■  0«- 
„  dR       ,   öR  ,     .        .    ÖR 

t  i  *   l 

„          öß        ,    ÖÄ        ,  ,    ÖR 

6g^  •^'       dg,  >^-  og„  ->" 
Setzen  wir 

—  -  A        ——P  clj?  _  „ 

da.  ~"      ob.  ~"      •   •  •      dp.  ~     " 

so  ist 

R  =  A,a.  +  BA  +  C,c,+..-+P,p„ 

ebenso 

R  =  A,a,+B,b,+  C,c,  +  -  +  P,p,. 

Aber  durch  Verlauschung  der  Indices  i  und  Je  geht  Rin  —R  über,  also,  wie 
hieraus  ersichtlich  ist,  A,  in  ~A^,  Bt  in  — 5^  u.  s.  w.;  mithin  geht  der  Term 
von^l,,  der  in  b,;  multiplicirt  ist,  in  den  Term  von  —A,,  über,  der  in  /<,  mulli- 
plicirt  ist,  d.  h.  in  R  haben  a,b^  und  Otbi  entgegengesetzte  Factoren,  oder  (;s  isl 

Ö'R     _        d'R 
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Ebenso  hal  man  für  drei  Indices  i,  k,  l 

im  d'R  d'R  d'R  dm  d'R 


da.dh^dc,        da^dbidc^         öa^öö.öc^.  daidbi.dc.  da^,db.dc,  dadbjdc^i 

und  hieraus  ergeben  sich  folgende  Darstellungen  von  R: 

t  K 

d'R 

R  =  ^2^{a,[b,ci-bici)^a,{h,c,-b,c,)+a,{b,c^-b,c,)\  , 

wo  die  Sunimationen  auf  alle  von  einander  verschiedenen  Combinalionen  der 
Indices  1,  2,  ..  .  ?«  zu  zweien  und  zu  dreien  auszudehnen  sind.  Diese  Dar- 
slellung  einer  Determinante  durch  Producle  von  Determinanten  niederer  Ord- 
nung findet  sich  zuerst  in  einer  Abhandlung  von  Laplace  über  das  Weltsystem 
in  den  Pariser  Memoiren  von  1772.  Laplace  und  Cranier  in  Genf  sind  über- 
haupt die  ersten,  welche  die  Eigenschaften  der  Determinanten  gehörig  unter- 
sucht haben. 

3.     Die  oben  angeführte  Gleichung 

dR    ,       dR   ,        ,       dR 

^  =  ^^^+^^^  +  -+^"ä^ 
giebt,  wenn  man  a  für  g  schreibt: 

„  dR   ,       dR   ,        ,       dR 

^  =  «^Ä^+«^ö^  +  -  +  «"ö^- 

Dieser  Gleichung  sind  noch  w  — 1  andere  hinzuzufügen,  welche  sich  dadurch 
beweisen  lassen,  dass  R  identisch  verschwinden  muss,  wenn  man  zwei  Reihen 
von  Grössen  einander  gleich  setzt;  sie  lauten: 

0  =  bi-^ \-bn-. ho„^T— , 

da,  da,  da 

dR  dR  dR 

"  57?    ,        dR  dR 

Auf  diesen  Formeln  beruht  die  Auflösung  der  linearen  Gleichungen.  Denn 
hat  man  das  System 


UiXi  +  biX.-] \-piX„  =  ?/i, 

«oO^i-f  62X0-1 hp2X„  =  i/it 

a„Xi  +  b„X2-\ \-pr,x^  =  Vn, 
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und  multiplicirt  man  diese  Gleichungen  respeclive  mit  - — ,  - — ,  •••  ^r— ,  mit 
-^,  -^j-,  •••  -^r--,  etc.  wo  R  die  oben  angegebene  Bedeutung 

1  2  n 

R  =  2:±a,b,...p„ 
hat,  so  erhält  man 

i  «  n 

12  n 

■  •  ■ 

„  öß       ,    <9ß       ,        ,   BR 

4.  Mit  Hülfe  dieser  Formeln  beweist  man  einen  merkwürdigen  Salz 
über  die  Variation  der  Determinante  R.  Man  bezeichne  die  Variationen  der 
Grössen  «,,  6,,  ...  p,  mit  öa^,  ob,,  ...  dp,  und  bilde  folgende  n  Systeme  von 
linearen  Gleichungen  : 

1)  OiX'i    -\-b1X2    -\ \-piX„     =   f)'«], 

«2  3^1    -{-bix'i   -\ Vpix',,     =  tJ'ao, 

a^Xi   +b„X2  -\ Vpnx'^    =  f5'a„; 

2)  aix'i  -\-biX2   4 Vpix'^,     =  <^bi, 

ttiXi   -\-bix'2   H Vp-ix'i     =  J'Z»,, 

a„Xi   +b„x'ö  H 'rp^x',',     =  t^Ä»; 

u.  s.  w.       u.  s.  w. 


endlich 


Nun  ist 


\  (")    ,     j         (n)    ,  I  (")  V 

n)       aix\  +bixy-] [-pix)/  =  opi, 

«2  3^1"'+ 62X2"^  ^ — \-PiX,i'  —  (5'p2, 

•  >  *  • 

•  ^    >  «        .  ■ 

•  •  •  • 

(")     .     ?  (n)     t  I  ("*  V* 

öß  .     ,   <9ß  .,   ,       .  on 
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Aber  nach  den  obigen  Formeln  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  hat  man 

X  2  B  *  t 

und  ebenso 

„      ,,  „Öß     c,,  r,      '11  „    ÖR     c,  „      („)  „   öR     ^ 

Rx,=^-^db,,      Rxj   =Z-Q^Oc„     .  .  .     Rx„    =^j:-^op,; 
also 

m  =  R{x[+x':+x';'+-+x^:\ 

oder 

S\gR  =  x'i  +  X2+Xi'  -\ \-x^^\ 


Zivölfte  Vorlesiaii^. 

Der  Multiplicator  für  Systeme  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen. 

Wir  wollen  sogleich  von  dem  gegebenen  Satz  über  die  Variation  der 
Determinante  eine  Anwendung  auf  ein  System  von  DilTerenlialgleichungen 
machen. 

Es  sei  folgendes  System  gegeben: 
,.  .         dx,  _  ,.         f/.r,  _  Y  ^'^'  _  Y  '^^"  —  V 

Dieses  System,  in  welchem  Jtj,  X,  ...  X„  beliebige  Functionen  von 
X,  ojj,  Xo,  ...  0-,,  sein  können,  sei  integrirt  durch  folgendes  System  von 
Gleichungen: 

X..  =  /,  (a-,  o;^ ,  ßj ,  . . .  a„), 

x„  =  f,.{x,ai,an,  ...  «„). 
Setzt  man  hieraus  die  Werthe  von  a-,,  a-^,  ...  x„  in  A~,,  X,-  .  .  .  X„  ein 
und  bestimmt  auch  die  DifFerentialquolienten  —r^-,  -p-,  •  •  •  —r^  als  Func- 
tionen von  x  und  den  n  willkürlichen  Gonstanfen  «,,  ctj,  ...  «„,  so  wird 
durch  diese  Werthe  das  System  (1.)  identisch  erfüllt,  d.  h.  die  Gleichungen 
(1.)  werden  für  jeden  Werth  der  Veränderlichen  x  und  der  willkürlichen 
Conslanten  Kj,  a,,  ...  a„  erfüllt;  daher  kann  man  sie  nach  jeder  dieser  n 
Constanten  dill'ercnliiren.     Aus  jeder  der  Gleichungen  (1.)  entstehen  auf  diese 
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Weise  n  Gleichungen,  im  Ganzen  n  Systeme  von  je  n  Gleichungen,  also   «' 
Gleichungen,  sämmtlich  von  der  Form 

,dx, 

dttk     _    dXi  dx^        6Xi  dx,  dXi  dx„ 

dx  ^x^    ö«i        dx.^   dui;  dx„  ßa^. 

Das  ans  der  ersten  Gleichung  -—^=Xi  folgende  System  ist: 

.  ^x^  dX,       dx,  dX,  dxn  dX,    _        da, 

öa,   dx,       da,   dx,  öa,  dx„  dx      ^ 

d^ 

dx,  dX,        dx,  dx,  dx„  dX,     da, 

da,  dx^       da,  dx,  da,  dx„  dx 


dx,  dX, 

1    dx,  dX, 
^  da,  dx,    ' 

dx„  dX, 

dttn    dXn 

da„ 

da^   dx. 

dx 

Die  aus  den  ührigen  Gleichungen  (1.)  folgenden  Systeme  sind: 

d^ 

.j ,  dx,  5X,       dx,  dX,  dx„  dX,  da, 


da,    dx,       da^  dx,  da,  dx„  dx       ' 

d^ 

dx,  dX,       dx,  dX,  dx,  dX,    _         da, 

da,   dx,        da    dx,  da    dx„  dx       ' 


d^ 
oa„ 


dx,  dx,       dx,  dx,  dx„  dX,    

da„  dx,       da,,   dx,  da„  dx„  dx 

u.  s.  w.       u.  s.  w. 


endlich 


,         dx,  dX„  dx,  dX„  dx„  dXn 

da,   dx,  da,  dx,  da,  dx„ 

dx,  dX„  dx,  dXn  ,  dx„  dX„ 

da,  dx,  da,  dx,  da,  dx„ 


dx,  dX„       dx,  dX„  dx„  dX, 

dun  dx,       da„  dx,  da„  dx„ 


dXn 

d-r: 

da, 

dx 

,dx„ 
da. 

dx 

dx„ 

d    -TT— 

da„ 

dx 

12* 
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Vergleicht  man  diese  Systeme  mit  denen,  welche  in  N".  4  der  vorigen  Vor- 
lesung bei  Gelegenheit  des  Satzes  von  der  Variation  der  Determinante  aiif- 
geslelll  worden  sind,  so  findet  man,  dass  jene  in  diese  durch  die  folgenden 
Annahmen  übergehen : 


dx, 
da,  ' 

^'  -  da,   ' 

dx„ 
P'  =  da,  ■ 

dx, 
";  -  da,  ' 

dx„ 
P;  =  da,  ' 

dx, 
da,. 

■  _  dx. 

dx„ 
P"  =  da„  ' 

R  =  :^ 

+ 

aJh-.-Pn  =  ■ 

^      dx, 

dx, 
da. 

dXn 

da„' 

•^'  -  dx,  ' 

,      dX, 
'^-  ~  dx,  ' 

,        dX, 
■^"  -  dx,.  ' 

„       dX, 

"";  -  dx, ' 

'X2  —  -1      , 
dx. 

•  •  • 

„       dX, 

^"     "   dXn    ' 

(")       dX„ 
•"'     -  dx,' 

(»)       dX„ 
■^'     ~~  dx,  ' 

J   = 

d 
dx 

(n^           dXn 

^■^    -  dx„  ' 

Daher  lässt  sich  der  vollständige  Differentialquotient   von   Igß    nach    x   unter 

der  merkwürdigen  Form 

,„  ,         d\g:R    __  ^,0^1         .  dX„ 
^    -*  dx  dx,  '^  dx,'^         ^  dxn 

darstellen,  wo 

„                 „    ,      ÖX,     ÖXj              dXn 
ti      =      ^   +    -~-  -^T-^  •  ■  •  -7^ 

da,  da,        da,. 

Nach  vollendeter  Integration  des  Systems  (1.)  findet  man  also  R  aus  der  Glei- 
chung (2.)  durch  eine  Quadratur  nach  x.  Aber  es  giebt  Fälle,  in  welchen 
die  Determinante  R  vor  allen  Integrationen  angegeben  werden  kann,  nämlich 

wenn  sich  die  Summe   ^r^  +  ^"^H ^  T~^   '"''    Hülfe    des    Systems    (1.)    in 

einen  vollständigen  Differentialquotienten  nach  x  Jtransformiren  lässt,  oder,  was 
ein  noch  einfacherer  Fall  ist,  wenn  Xi  kein  Xi,  Xo  kein  .t.,  u.  s.  w.  X„  kein  x„ 

enthält.     Alsdann  ist  ^  +  ^  +  ...  +  ^  =  0:  daher 
dx,       dx,  dx,. 


dx 

R  =  Const. 
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Der  in  der  Gleichung-  (2.)  enihallene  Salz  ist  zuerst  von  LiomUle  und 
zwnr  in  dieser  Form  aufgestellt  worden  (Lio/w.  Journal  Bd.  IJ,  p.  348);  in 
einer  anderen  Form,  in  welcher  die  willkürlichen  Constanten  a  durch  unah- 
hängige  Variahle  x  und  diese  durch  Functionen  f  von  den  Variahlen  .r  ersetzt 
sind,  kommt  derselbe  in  einer  meiner  Abhandlungen  (Crelle  Journal  Bd.  22,  p.  336) 
vor.  Lioumlle  hat  aus  diesem  Satz  nicht  den  Nutzen  gezogen,  welchen  er  für 
die  Integration  gewährt.  Ehe  wir  zu  dieser  Anwendung  übergehen,  wollen  wir 
dem  gewonnenen  Ergebniss  eine  etwas  allgemeinere  Form  geben,  indem  wir 
daran  eine  Veränderung  anbringen,  die  zwar  sehr  unwesentlich  scheint,  ohne 
welche  aber  nichtsdestoweniger  seine  Anwendbarkeit  sehr  viel  beschränkter 
sein  würde. 

Schreibt  man  das  System  (1.)  in  Form  der  Proportion 
dx  :  dxi  :  dx,:  .  .  .  :  dx„  =   1  :  Xj  :  X  :  .  .  .  :  A'„ , 
so  lässt  sich  derselben,  durch  3Iultiplicalion  mit  einer  willkürlichen  Grösse  X 
auf  der  rechten  Seite,  die  früher  betrachtete  Gestall 

(3.)       dx  :  dxi :  dx, :  .  .  .  :  dx„  =  X :  X^ :  A,  :  .  .  .  :  A„ 

geben,   wenn   man   gleichzeitig   Aj,   A'^,,  ...  X„   beziehungsweise    durch    die 

XX  X 

Quotienten  ■—-,  ^,     ••  ^  ersetzt.    Durch  diese  Veränderung  geht  die  Glei- 
chung (2.)  in 


dx  ^x^  dx^  ox^  dxn 

_    l  fdX      6X  dX„\       l^yöX  5X^       ,   V  ^^^ 

über.     Das  subtractivc  Glied  auf  der  rechten  Seile  dieser  Gleichung  kann  man 
mit  Hülfe  der  Gleicbunffen 


auf  die  Form 
oder 


X,   dx,         Xj  dx.^  Xn  dx„ 

X         t/j;  '       X         dx  ''      '   '   '       X         dx 


1  /  dX   dx,       dx  dx^  BX  dXn 

X^dx,     dx        dx,    dx  dx„    dx 


1  /rix        dX\ 
X  ^  dx        dx  ■f 


bringen.     Setzt  man  dies  in  den  Ausdruck  von      .     ■  ein,  so  ergiebt  sich 

d\^R   _    1  /^X,      aX,  dX,\       1  /rix        ^X\ 

dx  X  ^öx,        dx,  dx„  /       X\dx         öx  /  ' 
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oder 

'■^•''  dx         ^    X\ax  '^  dx,^  dx,'^         ^dx„J' 

Man  kann  also,  wenn  sich  ^(-^ +^-1 i""ä^)  durch  das  gegebene  Sy- 
stem   (3.)    in    einen   vollständigen   DilTerentialquotienten   nach   x  transformiren 

lässt,  oder  wenn  -^+-^^-^-1 \--^-^  =  0   ist,    R   vor    allen   Integrationen 

bestimmen.     Im  letzteren  Falle  hat  man 

XR  =  Const., 


also 


wo,  wie  früher, 


r,  Const. 

R  =  — j^, 

„    _    y.,dx^dx^    _   dx^ 
öttj     ööj        da„ 


Setzen  wir  nun  voraus,  das  System  (3.)  sei  in  der  That  von  der  ße- 
schafTenheit,  dass  sich  R  vor  aller  Integration  angeben  lässt,  und  nehmen  wir 
an,  man  habe  schon  ra— 1  Integrale  gefunden,  das  n"'  fehle  noch,  so  kann  man 
die  «—1   Integralgleichungen  in  der  Form 

^■2     =     (f2  (X,  O*!  ,  «2  ,  «3  ,  .  .  .   Ce,.)  , 
X3     =     ^3(3;,  J^i,  Cf2,  «3,   ...   Cf„), 

Xn  =  y„(ir,  .Tj,  ce3,of3,  ...  «„) 
darstellen,  und  es  bleibt  alsdann  die  Differentialgleichung 

Xdxi — Xidx  =  0 
zu  integriren  übrig,  deren  Integral  auf  eine  Gleichung  von  der  Form 

Xi  =  (fi{x,  «1,  «2,  ...  a„) 

führt.  Aus  der  Vergleichung  mit  dem  obigen  vollständigen  Integrationssystem 
der  Differentialgleichungen  (1.)  folgt  überdies,  dass  die  gegenwärtig  mit  y,  be- 
zeichnete Function  dieselbe  ist,  welche  oben  mit  /"i  bezeichnet  wurde,  und  dass 
die  Functionen  ({2,  (f'i-,  ■  ■  ■  (f„  respeclive  in  /"o,  /"j,  ...  /"„  übergehen,  wenn 
man  für  Xi  seinen  Werth  (fi  substituirl. 

Schliessen   wir   die  Differentialquolienten    der  Grössen  X3,  x,,  ...  x„, 
insofern  wir  sie  als  Functionen  von  x,  a^i,  Cj,  «3,  .  .  .  a„  ansehen,  zur  Unter- 
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Scheidung  von  den  bisher  betrachteten  Differentialquolienlen  in  Klammern  ein, 
so  wird 

da,    "   yÖaJ'^Kdx,)  da^^ 

WO  i  und  k  alle  Werthe  von  2  bis  n  inclusive  annehmen  können.    Für  k—i 
erhält  man 

eine  Gleichung-,  welche  man  unter  der  allgemeinen  Formel  mit  begreifen  kann, 
wenn  mau  berücksichtigt,  dass 

(5)    (|?)=(S:)=-=(S:)=o 

ist.     Es  gilt  demnach  die  Formel 

da,  \dceJ^\dxJ  da, 

von  i  =  2  bis  i  =  n  und  von  Ä-  =  1    bis   k  =  n.     Hierdurch  wird 

d.  h.  R  wird  die  Determinante  aus  den  Grössen 

d.y\        fd.r,\      fd.r,\dx,         fda;\      fd.r,\dj-,  fdx„\      fdj'„\dx, 

da,'      V(9o, /"^W/Öa,  '      \da,J'^\dx,J  da,'       ■■•      \da,  J^ydj;J  da,  ' 

da,'      \daJ'^\d.r,Jda.^'      \daj~^\dx,yda.^'       ••■      \daJ'^\dj',J  Öa,/ 

föj\\  .  fdj\'\d.r,         fdx,-\^  ,  rd.r,-\dj;  fd.r„\      fd.r^ylr, 

\da,J'^\Üjc,Jda,'      \da,J^\djr,Jda^'      ■•      Vöa,  ^  ^  W,  /  r?«,  ' 


da,' 


ö^'    VöaJ'^Vöx./ö«,. '    vöttj+väl^yä^'    •••    \daj'^\dx,yda„' 

Bezeichnet  man  mit  ß,  und  mit  R^  die  Determinanten,  in  welche  die 
vorgelegte  Determinante  R  übergeht,  wenn  man  die  n  Grössen  der  zweiten 
Verticale  für  Ri  auf  ihren  ersten  Term,  für  R^  auf  ihren  zweiten  Term  reducirt, 
so  ist  R  als  lineare  homogene  Function  jener  t/,  Grössen  gleich  der  Summe 
von  /?,  und  /?, .  Aber  R.  hat  den  gemeinschaftlichen  Factor  (^r^Ji  "nd 
nachdem    uian    denselben    herausgezogen,   fallen    die  Grössen   der   erslen  und 
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zweiten  Verticalreihe  zusammen,  d.  h.  Ro  ist  eine  nach  Nr.  1  der  vorigen 
Vorlesung  verschwindende  Determinante,  und  R  wird  gleich  i?i,  d.  h.  R 
bleibt  unverändert,  wenn  man  die  Grössen  der  zweiten  Verticalreihe  auf  ihre 
ersten  Tcrme  reducirf.  Dasselbe  gilt  von  den  Grössen  der  dritten,  vierten,  .  .  . 
«'""  Verticalreihe ,  und  es  ergiebt  sich  daher  R  gleich  der  Determinante  aus 
den  Grössen 


dx, 

Bar 

(dx^\ 

öx, 

dx, 

f'dXn  \ 

^x^  f§^'\         f^^^  (dxn\ 

da,,  '        Vöa,y'        ^ö«,./'         •    ■    ■         ^6aJ- 

Stellt  man  nun  diese  Determinante  als  lineare  Function  der  Grössen  der  ersten 

Horizontalreihe  dar  und  berücksichtigt,  dass  nach  (5.)  dieselben  mit  Ausnahme 

von  -T~  alle  verschwinden,  so  erhält  man  R  als  Product  von  -^  in  — ^ 

Bx  ^ 

d.  h.  als  Product  von  -^  in  die  Determinante  ' 

(6.)       e  =  ^±(|a)(|^)...(||), 

deren  Elemente  diejenigen  sind,  welche  von  dem  letzten  Schema  übrig  bleiben, 
wenn  man  die  erste  Horizonlalreihe  und  die  erste  Verticalreihe  fortlässt.  Man 
hat  also  schliesslich 

(7.)        R  =  ^Q. 

Diese  Gleichung  ist  von  der  höchsten  Wichtigkeit.  Da  man  nämlich  nach 
unserer  Annahme  R  aus  dem  gegebenen  System  (3.)  a  priori  finden  kann, 
ohne  irgend  eine  Integration  gemacht  zu  haben,  da  ferner  Q  vermöge  der 
??— 1  bereits  ausgeführten  Integrationen  bekannt  ist,  so  liefert  die  Gleichung 
(7.),  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  die  noch  übrig  bleibende  «'"  Integra- 
tion, indem  sie  für  die  Differentialgleichung 

Xdxi  —  Xidx  =  0,  ~ 

in  welcher  X  und  X^  als  Functionen  von  x  und  Xi  ausgedrückt  sind,  den 
integrirenden  Factor  bestimmt.     Das  vollständige  Integral  dieser  Gleichung  sei 

(8.)       Fix,  a-i)  =  «,. 
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Hieraus  ergiebl  sich  durch  Auflösung  für  a-,  derselbe  Ausdruck,  den  wir 
oben  mit 

Xi  =  (fi  {x,  a, ,«,,...  a,,) 

bezeichnet  haben.  Die  Substitution  dieses  Ausdrucks  für  x,  macht  (8.)  zu 
einer  identischen  Gleichung,  daher  erhält  man  durch  Differentiation  nach  a, 

oder,  da  nach  Gleichung  (7.) 

öx,    _    R 

ist, 

dF   _    Q 
dx,     ~    R' 

Bezeichnet  man  mit  iV  den  integrirenden  Factor  von  Xdxi  —  Xidx,  so  hat  man 
also  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen 

iV=^r7T-  ist  also  der  integrirende  Factor  der  Gleichung  Xdxi~Xidx  =  0. 
Und  so  hat  man  den  Salz: 

Ist  in  dem  System  von  Differentialgleichungen 

dx  :  dxi :  dxi :  . . .  :  dx„  =  X:  Xi'.  X^:  . . .  :  X„, 
der  Ausdruck 

Ä\dx  '^  ö.r,   ^  ^  dxj 

ein  vollständiger  Di/ferenfialqnotient  nach  x,  kennt  man  n  —  \  Integrale  des 
Systems,  aus  welchen  sich  die  Veränderlichen  j;,,  073,  ...  x„  als  Functionen 
von  X,  Xi  und  den  «  —  1  willkürlichen  Constanten  der  Integration  durch  die 
Gleichungen 

X2=^(f2{x,x,,a.2...n„),    .rj  =  7)3(0?,  j-i,  «,...«„),    ...    x„  =  (p„{x,  x,,  a-,.  ..a„) 
darstellen  lassen,  und  bleibt  demnach  allein  die  Di/ferentialgleic/mng 

Xdxi—Xidx  =  0 
zu  integriren  übrig,  so  ist 

N=      ^ 


AR 
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der  integrirende  Factor  dieser  Differentialgleichung ,  wo 

An  =  e 
und 

d  \       O  Y  d  \ 

Wenn   -T^  +  -;f-^H 1--m^^  =  0  ist,  so  wird  XR  =  Cons\...  und  in  die- 

seni  Fall  ist  die  Determinante  Q  selbst  der  integrirende  Factor  der  Difl'erential- 
gleicluing-  Xdxi  —  Xidx  =  Q. 

Die  Gleichung  (4.)  dieser  Vorlesung  zeigt,  mit  der  Gleichung  (11.)  der 
zehnten  Vorlesung  verglichen,  dass  die  Difi'erentialgleichung,  welcher  ~\gXR 
genügt,  die  nämliche  für  n-\-\  Variable  ist,  welche  wir  damals  (für  ein  System 
zweier  Differentialgleichungen  zwischen  drei  Variablen)  für  IgM  gefunden 
haben.     3Ian  kann  daher 

lgi>/  =  -Ig.YÄ 
setzen,  oder 

und  es  ist  unter  den  Voraussetzungen  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes 

MQ 
der  integrirende  Factor  der  letzten  Differentialgleichung  Xdxi—Xidx^O^  wo 
M  aus  der  Gleichung 

dx  dx         dx^  dx„ 

zu  bestimmen  ist. 

Die  im  Vorigen  betrachtete  Determinante  Q  kann  man  auf  verschiedene 
Weise  bilden.    Die  einfachste  Darstellung  ist  die  in  Form  eines  Products.    Sowie 

wir  nämlich  vennillelst  Xi  die  Constante  a^  aus  den  Variablen  a-,,  x^,  ...  x„ 

dx 
eliminirten  und  dann  die  Delerminanle  R  als  Product  von  -^  in  die  Deter- 

minanfe  Q  darstellten,    deren  Ordnung  um  eine  Einheit  niedriger  ist,    als  die 

Ordnung  von  R,   so    können   wir   wieder  vermittelst  Xo  die  Constante  «o  aus 

den    Variablen  Xj,  x^,  ...  x„    eliminiren    und    dann   Q   als  Product   von   ^-^ 

in  die  Determinante  P  ^  :Z+  ■^^^•••^^  darstellen.     Auf  diese  Weise  hat 

man  forizuiahren;  man  eliminire  vermittelst  x^  die  Constante  a^  aus  x^,  0-5,  .  ■  ■  x„, 
vermittelst  x^  die  Conslante  a^  aus  0:5,  a;«,  ...  x„  u.  s.  w.,  so  dass  man  fol- 


'e 
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oende  Darslellunfj  der  Inteffralgleichiiiig'en  erhalt: 

Xi  =  F|(a;,  «1 ,  c(o,  «3,  «4,  . . .  a„_,,  c(„), 
1  X.  =  F.  {x,  Xi ,  a, ,  «j ,  «4 ,  . . .  f/„_ , ,  c(„) , 
'x,  =  F3  (x,  Xi ,  a-, ,  «3 ,  «4 ,  . . .  «„_, ,  «„) , 


(F.) 


alsdnnn   ist 


Xjf   —   /*„  yXy  Xi  ^  x-_.  ^  37 j  •,  X4 , . . .  J7„_i  1  et,,)  I, 

(10.)     /?  =  ^|i:i|^...^, 

da      ca.,    da  da,, 


WO  für  die  Grössen  .r,  bis   x„   die  Ausdrücke  F,  bis  F„  zu  setzen  sind,    und 
für  dieselbe  Darsleliungsart  der  Integralgleichungeii.bat  man 

(11  )  Q    =,    ^  ^  .  ..  ^•'""  . 

da.^    da^  öa„ 

Die  hier  "febrauchtc  Transformation  besteht  also  in  Folgendem: 

Sind  n  Grössen  iCj,  a;, ,  ...  x„  Functionen  von  n  anderen  «j,  «j,  ...  a„, 
so  dass 

Xi  =  /",  (ßi,  cfo,  ..;  ß„), 

iCj      =     /"oC«,,    ßo,    ...    ß„), 

a-„  =  /"„(ßl,  ß'.,  •■•  ß,,), 

lind  stellt  man    durch    siiccessive  Elimination    die  Grössen  j-,,  x,^   ...  x„   föl- 
gendermassen  dar: 

a;i  =  Fi(ai,ßo,ß3,...«„_i,ß,.), 
Xo  =  F,  (ajj ,  «2 ,  ß3 ,  . . .  ß„_, ,  ßj , 
a;3  =  F3  (x, ,  o-o ,  «3 ,  . . .  ß„_, ,  ß„) , 


.vo  y's/ 


X,„    —    /*„  (^iTi  ^  a^2  ^  3^3  ,  .  .  .  X,i_i  ,  ß„  j  , 


oder  wenn  wir  die  DifferenMationen   der  Grössen  x  in  der  ersteti  Darstellung 
ohne  Klammern,  in  der  zweiten  mit  Klammern  bezeichnen, 

^      dj\_dx^         dxn    _   /c>.ri  \rd.r^\  ^       (^■^"\. 
"^  ~  da^    da.,  da„  Vöa,  /  Vöcifj/  \äa„y  , 

13* 
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Die  Form  (F.)  der  Integralgleichungen  ist  diejenige,  welche  sie  für  den  Fall 
einer  einzigen  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  bei  successiver  Integration 
von  selbst  annehmen.     Die  successive  Integration  der  Gleichung 

^C  +  I)     _     /-(yC)^    ^(..-1)^  yV-^->^    .  .  .    y"^  y'^    y^   ^) 

giebt: 

2/^"-"  =  A  («„,  «,.-1 ,  y"-'\  ■  ■  ■  y",  y',  y,  x) , 
y"      =■  fn^yi^n,  «„-1, ai-,y',y,^)-> 

y'  =      fn      («,,,    «„-I, ß2,«l,«/,a;). 

Gehört  nun  die  vorgelegte  Gleichung  i/"^^^=  f  zur  Kategorie  derer,  für  welche 
der  Multiplicator  M  sich  a  priori  bestimmen  lässt,  so  ist  für  die  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

y'  =  /•-. 


der  integrirende  Factor 


wo 


MQ, 

dijn    oy,.-i   __    dtj"     dl/ 
da„    <9a„_i  öcj     du. 


Dreizehnte  Vorlesiiu^. 

Functionaldeterminauten.     Ihre  Anwendung  zur  Aufstelhmg  der  partiellen 
Differentialgleichung  für  den  Multiplicator. 

Determinanten  der  Form 

^+^  i/i. . ..  ^ 

dx^   dx^  dx„ 

werden   von   mir  FimcHonal- Determinanten,    von    Cauchy ,    welcher    in    den 

Comptes    reudus    der  Pariser   Akademie    einige   Sätze   darüber    gegeben  hat, 

„fonctions  differentielles  alternees"  genannt.    Functional- Determinanten  werden 

of 
also  aus  den  /r  partiellen  Differentlalquotienlen  ^-^  von  n  Functionen /i ,  /j,  ...  f„ 

dx^ 

gebildet,  deren  jede  von  den  n  Grössen  Xi,  Xn,  ...  x„  abhängt. 

Ich  habe   im   22'"""  Bande   des    Crcllesc\ien   Journals    eine  Abhandlung 
über   Functional -Determinanten   erscheinen   lassen,   in    welcher   die   Analogie 
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nachgewiesen  wird,  welche  zwischen  Functional- Determinanten  für  Probleme 
mit  mehreren  Variablen  und  den  DilTerenlialquolienlen  für  Probleme  mit  einer 
Variablen  stattfindet.  Es  werden  daselbst  unter  anderen  folgende  Siitze  bewiesen, 
in  welchen  sich  diese  Analogie  ausspricht. 

1 .     Ist  f  Function  von  w  und  w  Function  von  x,  so  ist  -r-  =  -r — r^  • 
'  '  ^  dx         d(p    d.r 

Dem  entspricht  für  ti  Variable  der  Satz:  Sind  /i,  f^i  •  •  •  /„  Fnnctioneu  von 
(fi^  (fo,  ...  (fn  tmd  diese  wiederum  Functionen  von  Xi,  ar^,  ...  x„,  so  ist 

2.     Dies  kann  in  anderer  Gestalt  auch  so   ausgedrückt  werden:    Sind 

f  und  (f   Functionen  von  x,  so  ist 

JL 
df  dx 


dcp  dcp 

dx 

Hierzu  hat  man  für  n  Variable   den    analogen  Satz:    Sind  /",,  /j,  ...  f„   und 
y^,  ^2,  ...  (p„  Functionen  von  Xi^  x^,  ...  x„,  so  ist 

df,    öf^  6fn     _       —dx,  dx,       dx„ 


—  dx^  dx,       dx„ 
und  daher,  wenn  man  /",  =  .ri,  f2  =  X2,  ...  f„  =  x„  setzt, 
^      dx,  dx,         dxn     _      1 


■  dq>,  d(p,         dffn  VI    ^^1     S^i        ^V" 

dx,    dx,        dx„ 

3.     Aus  der  Gleichung 

nix,y)  =  0 


ergiebt  sich : 


dn 

dx 


dx  dn_ 

Hierzu  hat  man  folgende  Analogie:  Aus  den  n  Gleichungen  zwischen  2n  Variablen 

ni(yi,y2-,---yn,xi,Xi,...x„)  =  o, 

n^iyi,  «/2,  . . .  «/„,  a;i,  xo, . . .  X,)  =  0, 
n„{y,,y,,...y„,Xi,X2,...x„)  =  0 
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ergiebf  sich: 


H-^ 


dn,  8n^     dn„ 


8x,  ö,i'2        öx„  y.   dn,    öJTj       dn„ 

4.  Damit  die  Gleichung-  Fx  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  habe,  muss 
zugleich  F'x  =  0  sein.  Hierzu  giebt  es  folgende  Analogie:  Damit  die  Glei- 
chungen 

Fj(ari,X2,  ...  a™„)  =  0,     F.  (a^i ,  a?, ,  . . .  a-„)  =  0,     ...     F„(a'i,  ccj,  . . .  a;„)  =  0 
zwei  zusammenfallende  Systeme  von   Wurzeln  haben,  muss  zugleich 

■^  ,    dF,     dF^  dF„    „ 

I 

sein. 

dF 

5.  Wenn  für  alle  Werlhe  von  .r  der  üiirerenliahiuolient  -^  ver- 
schwindet, so  folgt  hieraus  F=Const.  Hierzu  hat  man  die  Analogie:  Sobald 
für  alle    Werthe  von  ar, ,  j-,,  .  .  .  a*,, 

^X^      ö.r.j  5.r„ 

ist.  muss  zwischen  den  n  Functionen  Fj,  F, ,  ...  F„  e/we  Gleichung 

n{F,,F,,...F,.)  =  0 

bestehen,  in  welcher  die  Variablen  ajj,  a;,,  ...  .r„  nicht  explicite  t-or kommen. 
Dies  giebt  für  n  =  i  auch  in  der  That  /7(F)=0,  also  F=Const..  wie  es 
sein  muss. 

Diesen  Beispielen  für  die  erwähnte  Analogie  lassen  sich  viele  andere 
hinzufügen,  welche  theils  in  der  angeführten  Abhandlung,  thcils  in  der  im 
12'""  Bande  des  6Vp//eschen  Journals  erschienenen  „de  binis  quibuslibet  fun- 
ctionibus  homogeneis  etc."  zu  finden  sind. 

Indem  wir  von  der  Betrachtung  der  Functional  -  Determinanten  aus- 
gehen, gelangen  wir  dazu,  für  den  allgemeinen  Fall  von  w+l  Variablen  die 
Theorie  des  Mulliplicalors  eines  Systems  von  DilFerentialgleichungen  in  an- 
derer Art,  als  es  in  der  zwölften  Vorlesung  geschehen  ist,  zu  begründen, 
nämlich  auf  demjenigen  Wege,  den  wir  in  der  zehnten  Vorlesung  für  den  Fall 
von  drei  Variablen  betreten  haben.  ;. 

Das  System 

dx  :  dx-i  :  dx^ : ...  :  dx„  =  A" :  X,  :  X  :  . . .  :  X„ 
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sei  inlegrirf  durch  die  Gleichungen 

/;  =  «,,     /i^ßj,      ...     /;.  =  «„, 

in  welchen  «i,  ß^,  ...  «„  die  willkürlichen  Constanlen  hedeuten.  Die  un- 
miltelharen  DilFcrenliale  derselhen  sind 

^dx+i^dxi  +  i^dx.  +  --  +  -^dx„  =  0, 

^dx+^dx,  +  4^dx.  +  -"  +  ^dx.,  =  0, 

ox  dj-,  a./-2       "  dj-„  ' 

."  •  •  • 

-r^dx  +  ^-^dxi  +  ~-dx,  +  -'-  +  -r~dx„  =  0, 

welche,  da  die  willkürlichen  Conslanlen  durch  die  Differentiation  herausge- 
gangen  sind,  mit  dem  vorgelegten  System  identisch  sein  müssen.  Fügt  man 
zu  diesen  n  in  Beziehung  auf  dx,  dxi^  .  .  .  dx„  linearen  Gleichungen  als 
ii  +  V"  die  identische  Gleichung 

-^dx  +  ~~dx,-'r  -—dXi-l \-rT-!-dx„  =  df 

dx  dx,  dx.^  dx„ 

hinzu,  wo  /"eine  beliehige  Function  von  x,  j;,,  ...  x„  bezeichnet,  und  wendet 
auf  diese  w  +  1  Gleichungen  die  in  No.  3.  der  elften  Vorlesung  enthaltenen 
Auflösuugsformeln  für  lineare  Gleichungen  an,  so  ergehen  sich  für  dx,  dx,,  . . .  dx„ 
die  Werthe: 


wo 


=  Adf, 

Rdxi  =  Aidf,       .   .   .       Rdx„ 

=  A„df: 

R  = 

^+  Sf  5/-.          Sf„ 

"~  ~  dx  dx,          dx„ 

= 

dx          'dx,                    dxn 

dR 

öx 

A               SR                                ^ 

^1-^5^,        •   •   •        ^„  - 

dx, 

SR 

dx„ 

Obgleich  diese  aus  der  Entwicklung  von  R  nach  den  partiellen  üilferen- 
tiaUjuotientcn  von  /sich  ergebende  Bestimmung  der  Grössen  A,  A,^  ...  A„ 
gerade  diejenige  ist,  deren  wir  uns  im  Folgenden  zu  bedienen  haben  werden, 
so  ist  es,  namentlich  um  die  vVnalogie  mit  dem  in  der  zehnten  Vorlesung  ge- 
gebenen Fall  von  drei  Variablen  zu  verfolgen,  von  Interesse,  die  Grössen  A 
auch    unabhanijij' ,    d.   h.    ohne    Dazwisclienkunfl   von    R.    zu    deliniren.      Zn- 


■n'l!< 
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nächst  ist 

'  .^    —    -^    r   t; T^      '  •  •      7^        • 

DJ",    OJ\  OX„ 

Aus  A  erhält  man  nach  No.  2  der  elften  Vorlesung  /!,,  indem  man  die  Dif- 
ferentiationen nach  X  und  nach  Xi  mit  einander  vertauscht  und  das  Zeichen 
ändert.  Diese  Regel,  A^  aus  A  herzuleiten,  kann  man  durch  folgende  damit 
gleichbedeutende  ersetzen.  Man  permutire  die  nach  sämmtlichen  ?«+!  Variablen 
X  genommenen  Differentiationen  cyclisch,  an  die  Stelle  der  nach  x,  .Tj,  a-^,  ... 
-j;  _j  x„  genommenen  setze  man  nämlich  beziehungsweise  Dilferentialionen 
nach  iCi,  x^^  Xj,  ...  x„,  x,  und  ändere  überdies  das  Vorzeichen  oder  behalte 
es  bei,  je  nachdem  die  Anzahl  ?i+l  der  Variablen  gerade  oder  ungerade 
ist,  alsdann  verwandelt  sich  ^  in  J,.  Die  letztere  Regel  hat  den  Vorlheil, 
dass  durch  blosse  Wiederholung  derselben  Operation  sich  ^,  in  A.  verwandelt, 
A.  in  Ai  u.  s.  w. 

Indem  man  zwischen  den    für    dx,    dx^^  .  .  .  dx„   erhaltenen  Werthen 
df  eliminirt,  ergiebt  sich 

dx  :  dxi :  .. .  :  dx„  =  A:  A^:  ...  :  A„, 
was  mit  dem  gegebenen  System 

dx  :  dxi  : . . .  :  dx„  =  X :  Xy: . . .  :  X„ 
übereinstimmen  niuss.     Es  muss  also  die  Proportion 

A-.Ai-.'A,,  =  X.  Xi-    ■■  -X,, 
bestehen,  d.  h.  es  muss  einen  Multiplicator  M  von  der  Beschaffenheit  geben,  dass 

MX=A,       il/X,  =  yli,       ■   •  •       MX„  =  A„ 
ist.     Es  kommt  jetzl  darauf  an,    die  für  n  =  2  bereits  in  der  zehnten  Vorle- 
sung bewiesene  identische  Gleichung,   der  die  Grössen  A  genügen,    auf  den 
allgemeinen  Fall  auszudehnen,  also  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung 

SA   .SA  SA„        ^ 

ö.r       dx,  d.v„ 

stattfindet.  Wenn  man  auf  die  Zusammensetzung  der  Grössen  A,  yl,  ...  A„ 
Rücksicht  nimmt,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  auf  der  linken  Seite  dieser  Glei- 
chung nur  erste  und  zweite  Diff'erentialquotienlen  der  Grössen  /■,,/",,  ...  /"„  vor- 
kommen können  und  zwar  die  letzteren  nur  linear,  d.  h.  niemals  das  Product 
zweier  Differenlialquolienten  zweiter  Ordnung.  F'erner,  da  in  A  keine  Dif- 
ferentiationen nach  X,  in  Ai  keine  nach  x^  u.  s.  w.  in  A„  keine  nach  x„  vor- 
kommen, so  können  die  in  dem  Ausdruck 

dA    ,   6A,   ,        .   dA„ 

■^  +  ---  + 


dx       dx  dx„ 
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aiiftrolenden    zweiten  DifFerenlialqiiolienten  nicht    von    der  Form   -r—-^   sondern 

nur  von  der  Form  -^ — Cf—  sein,  wo  i  von  k  verschieden  ist.     iMan  kann  also 

äx.  öx.  ^ 

t         k 

den  I)etrachlelen  Ausdruck  -5"-—!^  als  eine  Summe  von  Termen  der  Form 

dx. 

''*  "  dx.dx 


k 


darstellen.     Der  Werth  von  F.j.    wird  mit  Hülfe  der  Formein 

dx  6x,       dx„  dx  '  ^x^  "  dxn  ' 


u.V.  o.r, 

dA 
ermittelt,    und    zwar    sind    dazu    nur    die    beiden    Dillereniialquotienten    -^-^ 

t 

und  ^^  zu  untersuchen,  denn  in  den  übrigen  kommt  —, — 4j —    offenbar  nicht 

vor.     Nun  sind  die  Grössen  A,  und  A^  selbst  Determinanten  und  können  fol- 
g-endermassen  dargestellt  werden: 

A    -       '?^.       df,  dA.       df,  dAi       df,  dA,       df„ 

^'  gdf^    da;  +  ^df^    du;  +•■■+  ^^fs_    da;  '^■•■+  ^df^    dx,    ' 

ÖJ-,  dx,  ö.r,  ö.r, 


,     _       dAk       df,  dAu       df^  dAu        df,  dAj,       df'„ 

~  d^L-  ^-"-i     d-^  ^"'^  d-^  ^■'''  d-^  ^•'■' 


^k 

;) ^ ^ 

dx.  dx.  dx.  dx. 


dA, 
Hieraus  ergeben  sich  als  Beilrag   zu  dem  betrachteten  Ausdruck   ^-^  zwei 

i 

in  ^ — 4 —  multiplicirte  Terme.     Der  eine  rührt  aus    -rr^  her  und  ist 
dx.  dx,  '■  o./\ 

BAi         dYs 


^   df,      dx.dx. 

O  -t; '        *• 

OX.. 


der  andere  rührt  aus 


dAk 
dx, 

her  und 

ist 

■■ 

BA, 

dx, 

57,     . 
dx.dx,  ' 

Jacobi,    Dynamik.  14 
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folglich  wird 

„(0            öAi            dA,, 

d'R                         d'R 

o.r.        dx^               öa\        dx. 

Die  in  N°.  2  der  elften  Vorlesung 

enthaltene  Formel 

d'R                d"-R 

da.db^    ~       da^db^ 

,            d-R      .      d'R          r. 
oder       .,    ^,    +^ — TT~=^' 
da  ob,        aa.db 

t            K                             Kl 

giebl  im  vorliegenden  Fall 

Ö'R 

1            ^'^            -  0 

d  ^^    d  ^^' 
dx.       dx. 

dx,        dx^ 

=  0 


also 

Auf  diese  Weise  ist  die  identische  Gleichung 

dA        dÄ^  dA„ 

dx        övC,  dx„ 

allgemein  bewiesen.     Aber  wir  hatten 

A  =  MX,       Ai  =  MXi,       .  .  .       A„=-MX„; 

daher  ergieht  sich 

e(MX)    ,  d(MX,)    ,         ,  ÖO¥X„)   __   ^ 

dx  dx,  OXn 

welches  die  partielle  Differentialgleichung  für  den  Mulliplicator  M  ist. 


Viepzeliiite  Voiiesuug. 

Die  zweite  Form  der  den  Multiplicator  definirenden  Gleichung.     Die  Multiplicatoren 

der  stufenweise  reducirten  Systeme  von  Dift'ercntialgleichungen.    Der  Multiplicator 

bei  Benutzung  particularer  Integrale. 

Wir  können  nun  die  fernere  Untersuchung  für  n+1  Variable  ganz  auf 
dieselbe  Weise  führen,  wie  in  der  zehnten  Vorlesung  für  3  \'ariable.  Indem 
wir  die  partielle  Differentialgleichung  für  den  Multiplicator  M  entwickeln,  er- 
halfen wir 
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Irgend  eine  andere  Lösung  dieser  DifTerenlialgleicliung  sei  A^,  dann  hat  man  auch 

X^  +  X,^+...  +  X„^+\^  +  f^  +  ...  +  ^\N  =  0. 

ö.r  öx,  ox„        i  dx        ^x^  dx„    ) 

Slullipiicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  -^,  die  erste  mit  jp  und 
ziehl  sie  von  einander  ab,  so  erhall  man 

Y       ox            dx         Y        ox,            c'a;  Y        '^^'i  "^«     _   (\ 

A  ^p  +A, jp +  ---  +  A,,-  ^r,  -   U 


oder 


dx  '         dx,  "         ÖXn 


N 
d.  h.   -Tj-  ist  eine  Lösung  der  Gleichung 


M 


(2-)      ^''-^+''^  +  -+^•'17  =  0- 


Zur  vollständigen  Integration  einer  solchen  Gleichung  ist  die  Kenntniss 
von  1/  von  einander  unabhängigen  Lösungen  fi^  fi,  ...  f„  nöthig.  d.  h.  von 
H  Functionen  /l,  /"j,  ...  /"„,  welche  den  Gleichungen 

genügen,    ohne    dass  eine    der   n   Functionen    eine    Function    der   übrigen    ist 
Kennt  man  solche  n  Functionen,  so  ist  die  allgemeinste  Lösung 

öF 
was  man  beweist,   indem  man  die  obigen  it  Gleichungen  respective  mit  -^ , 

r)  y  r)  P^ 

-TT^,  •••  "57^  niultiplicirl  und  dann  addirt.     Eine  «  +  !""  Lösung  /],,,,  welche 
dj^  dfii 

von  den  «  übrigen  unabhängig  wäre,  giebt  es  nicht;  denn  gesetzt  es  gäbe 
eine  solche,  so  würde  nach  der  eben  angewandten  Schlussweise  folgen,  dass 
jede  Function  dieser  w+l    Lösungen 

'H/mA.,  •••/:./■„,.) 

gleichfalls  eine  Lösung  ist.     Da  aber  /", ,  f,,  .  .  .  f'„,  /'„^,  von  einander  uuab- 

14* 


—    108    — 

liiingig  angenommen  werden,  so  kann  man  sie  als  neue  Variable  für  x,  j;,,  ...  x„ 
einführen,  und  daher  ist  eine  willkürliche  Function  von  /i,  /",,  ...  /'„,  /■„+, 
oleichhedeulend  mit  einer  willkürlichen  Function  von  x,  x,,  ...  x„.  Der  in 
Rede  siehenden  Differentialgleichung  für  /'  würde  demnach  jede  beliebige 
Function  von  .r,  .r^,  ...  j*„  genügen,  was  unmöglich  ist.  Es  kann  also  nur 
n  von  einander  unabhängige  Lösungen  /■,,  /^,,  ...  /"„  geben. 

Diese  n  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  (2.)  haben  die 
Eigenschaft,  dass  sie  durch  die  Integralgleichungen  des  Systems  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen 

(3.)       dx  :  dxi  : ...  :  dx„  =  X:  Xi'.  .. .:  X„ 

Constanten   gleich   werden.     Denn    da    diese   Integralgleichungen  die   Grössen 

A',  A', ,  ...  A'„  den  Differentialen  dx,  dxi,  ...  dx„   proportional    machen,   so 

kann  man  in  der  für  irgend  ein  /'  gellenden  partiellen  Differentialgleichung,  also 

in  der  Gleichung 

8f  df  df 

die  Grössen  X,  A^,  .  .  .  X„  durch  die  denselben  proportionalen  Differentiale 
dx,  dx,,  .  .  .  dx„  ersetzen  und  erhält 

df,  df  df 

-^dx  +  j-^dxi^ hi, — dx„  =  0 

o.f  dx,  0.tn 

oder 

df.  =  0, 
und  daiicr 

/;  =  Gonsf. 

Indem  man  annimmt,  dass  die  Conslanten,  welchen  /"i,  /',,  .../"„  gleich  wer- 
den müssen,  n  von  einander  unabhängige  willkürliche  Constanten  «,,  Cj,  ...  a„ 
sind,  erhält  man  die  allgemeinste  Integration,  deren  die  Differentialgleichun- 
gen (3.)  fähig  sind,  und  es  bilden  also 

/•,  =  rfj,  fj^Cin,  ...  /;  =  «.,  ...  /■„  =  «„ 
ein  vollständiges  nach  den  willkürlichen  Constanten  aufgelöstes  Svstem  von 
Integralen  jener  Diirerentialgleichungen.  Umgekehrt,  wird  die  vollständige  In- 
tegration der  Diirerentialgleichungen  (3.)  durch  Ji  Gleichungen  mit  //.  von  ein- 
ander unabhängigen  willkürlichen  Constanten  geleistet,  d.  h.  durch  n  Gleichun- 
ü-en  der  Beschaffenheit,  dass  es  unmöglich  ist,  aus  denselben  eine  von  allen 
H  Conslanten  freie  Resultante  der  Elimination  herzuleiten,  so  löse  man  diese 
it  Gleichungen  nach  den  Conslanten  auf  und  erhalte 


»; 


—    109 


dann  eiebt  die  Diirerenliation 


df         df^  Bf 

aber  fi  =  (i,^  /!!  =  «2,  ••■  t',>~  ^n  bilden  ein  vollständiges  System  von  Inte- 
gralen der  Difl'erenlialgleichungen  (3.),  daher  sind  die  DilTereutiale  dx,  dxi^ ...  dx„ 
den  Grössen  A^  A'',,  .  .  .  A„  proportional,  und  man  bat  auch 

df  df.  df  , 

d.  b.  /",,  /^,,  ...  /■„  sind  Lösungen  der  Gleichung  (2.). 

Es  ist  also  vollkommen  dasselbe,  ob  man  sagt:  /,,  /ö,  ...  /'„  sind  n 
von  einander  unabhängige  Lösungen  der  partiellen  Dill'erentialgleichung  (2.), 
oder  ob  man  sagt :  /i  =  ßj ,  /^  =  cco ,  ...  /"„  =  a„  bilden  ein  vollständiges  System 
von  Integralen  der  Diflerentialgleichungen  (3.).    Nun  haben  wir  gesehen,  dass 

F{n,i;,...Q 

N 
die  allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (2.)  ist,    ferner   dass  -p-   eben   dieser 

Gleichung   genügt.      Hieraus    folgt,    dass,    wenn   M   eine   bestimmte   Lösung 

N 
der  Gleichung  (1.)  ist  und  N  irgend  eine  Lösung,  -jj-  eine  Function  von  /", , 

/;, ,  ...  /■„  sein  muss.     Dies  giebt 

iV=i/.F(/-,, /;,.../•„); 
ist  M  ein  Multiplicator,  so  ist  also 

M.F(/-„ /■„.../;.) 

die  allgemeine  Form,  unter  welcher  alle  Multiplicatoren  enthalten  sind.     Durch 

die  Integralgleichungen  des  Systems  (3.)  wird  aber  /"i  =  «i,  ^  =  «2,  .../"„  =  «„," 

bei  Benutzung  der  Integralgleichungen  unterscheidet  sich  also  diese  allgemeine 

Form  nur  durch   einen   constanten  Factor  von  M.     Um  Verwechselungen   zu 

vermeiden,   wollen   wir   den   bestimmten   Werth    des  Multiplicators  M  mit  #/„ 

l 
bezeichnen,  den  allgemeinen  mit  M,  ferner  mit  —  die  Function  von /',,  A, .. . 

1 

/'„,  mit  welcher  J/„  zu  mullipliciren  ist  um  i)/ zu  ergeben,  so  dass  M=Mu  — 

Alsdann  kann  man  die  am  Ende  der  vorigen  Vorlesung  vorkommenden  Glei- 
chungen 

3IX  =  A,         MXi  =  Ai,       .  .  .       MX„  =  A„ 

auch  so  schreiben: 

(4.)       MoX  =  Aw,     M^Xi^AiO^,     ...     M,X„  =  A„S}. 
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Mit   Hülfe  des   Systems  der  DifTerentialgleichiingen    (3.)   lässt   sich  die 
für  if  gefundene  partielle  Differentialgleichung  (1.)  trausformiren.    Die  Gleichung 

d.r  oJi\  o.r„  ^  d.r        äx,  c)a\,  -' 

oder,  was  dasselbe  ist, 

V  öx        \    dj\  A     d.r,y  \  öx        ox^  dx„  ^ 

geht  nämlich  unter  Berücksichtigung  von  (3.)  in 

dx  \  dx        dxi  dx„  ^ 

oder 

^     '  dx  dx        dj-,  ox„ 

über.  Diese  Gleichung  ist,  da  für  die  Grössen  x,  x^^  ...  x„  die  Differential- 
gleichungen (3.)  bestehen,  mit  der  Gleichung  (1.)  vollkommen  identisch;  man 
kann  vermittelst  (3.)  den  Uebergang  von  (1.)  zu  (5.)  sowie  den  umgekehrten 
Ue])ergang  machen. 

Aus    der    Gleichung    (5.)    lässt    sich    der   Multiplicator    31   häufig    be- 

stimmen.     Ist  -r^  +  ^f-'-H [-^^^  =  0,  so  findet  man  1/=  Gonsf.     In  ande- 

d.i:        d.r,  d.r„ 

ren  Fällen  lässt  sich  vermöge  der  DifTerentialgleichungen  (3.)  der  Ausdruck 

1   /Ö-T  ,    dA\    ,        ,  SA'„- 


-V  ^d.v        dx  dx„^ 


in  einen  vollständigen  Difl'erentialquotienten  nach  x  Iransformiren,  eine  Trans- 
formation, welche  freilicli  häuiig  noch  grosse  analytische  Kunstgriffe  erfordert, 
und  dann  erhält  man  ebenfalls  M  aus  (5.). 

Hat  man  nun  auf  irgend  eine  Weise  einen  Werth  1/,,  des  Multiplicators 
M  gefunden,  so  besteht  der  Nutzen,  der  sich  hieraus  für  die  Integration  des 
Systems  (3.)  ziehen  lässt,  darin,  dass  man  vermittelst  J/„  den  integrirenden 
Factor  derjenigen  Differentialgleit-hung  augeben  kaini,  welche  nach  Auffindung 
von  «—1  Integralen  zu  inlegriren  übrig  bleibt.  Zufolge  der  ersten  Gleichung 
(4.)  hat  man 

M,,X  =  Am, 

wo  (7>  eine  Function  der  n  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung  (2.) 
oder,  was  dasselbe  ist,  eine  Function  der  n  Integrale  des  Systems  (3.)  ist. 
Nehmen  wir  nun  an,  man  kenne  «  —  1  dieser  Integrale,  nämlich  /",,  /"j,  ...  /"„. 
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so  dass  nur  noch  /",  zu  finden  übrig  bleibt,  so  wollen  wir  stall  n~i  der  un- 
abhängigen Variablen,  nämlich  statt  a;,,  x^,  .  .  .  x„,  die  Grössen  /j,  /j,  ...  f„ 
einführen,  so  dass  Alles  durch  x,  a?, ,  /^, ,  /"j,  ...  /"„  ausgedrückt  wird.  Unter- 
suchen wir,  welclie  Veränderung  dadurch  in  der  Determinante 

hervorgebraciit  wird.  Schreiben  wir  dieselbe  als  lineare  Function  der  par- 
tiellen DilTerenlialquotienten  von  /i: 

so  bestehen  nach  der  Fundamenlaleigenscbaft  der  Determinanten  die  Gleichungen 

Denken  wir  uns  nun  f,^  f^,  .  .  .  f„  für  Xo,  Xj,  .  .  .  x„  eingeführt,    so  dass  /"i 

unter  der  Form 

/"i  =  *(a;,  j-i,/-,,/-3,.../-„) 

dargestellt  wird,  und  schliessen  wir  die  unter  dieser  Hypothese  gebildeten  Dif- 
ferentialquotienten von  /"i  in  Klammern  ein,  so  ist 

Sf,     _  f  df]   \.fdr,\df,       (  8f,  \  8/;  1  /  ^Z-,  \  df„ 

dx,     ~  V  ö.,.^  J  +  K  Bf,  J  dx,  '^^df,  J  ox,  '^  "^\df„  J  dx,   ' 

dx,  ~~  V  a/;  /  öx,  ^^  df,  J  dx,  ^■■■"^v  ö/-„  ;  ar,  ' 


dxn  ^  e/:,  y  dx„  ^  v  e^  /  öx„  ^    ^  v  df,.  /  5j-„  ' 

ung  ( 


und  hierdurch  wird  mit  Berücksichtigung  der  früheren  Gleichungen 


^^}B,. 


WO 

*  "~  dx^   dx,         8x„ 

Subslituirl  man  diesen  Werth  von  A  in  die  Gleichung 

M,>X  =  Aüj, 
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so  ergiebt  sich: 

(6.)       IH,X  =  (^)-/?iö>. 

Da  nun  /",  das  zu  suchende  Integral  der  noch  übrig  bleibenden  Differential- 
gleichung 

Xdxi  —  Xidx  =  0 

ist,  in  welcher  aus  X  und  Xi  vermittelst  der  bekannten  «  — 1  Integrale  die 
Variablen  a-j,  x^,  ...  x„  eliniinirt  sind,  so  muss  durch  den  zu  bestimmenden 
integrirenden  Factor  diese  Differentialgleichung  in 

df,  =  0 
oder 

übergehen;  folglich  ist  der  gesuchte  integrirende  Factor 


X   ^  ^X^ 

oder  nach  (6.)         , 

Jlo_ 

d.  h.  man  hat  identisch 


^-^{Xdx,~X,dx)=(^)dx,  +  (^)dx  =  dl\. 


oder 

~{Xdxi~Xidx)  =  G)dfi. 


Hierin  ist  Co  eine  willkürliche  Function  von  /"j,  f,,  ...  f„.  Inzwischen  wer- 
den, mit  Hülfe  der  gefundenen  n—1  Integrale,  f,,  fj^  .  .  .  f„  Constanten  gleich, 
also  wird  tö  eine  blosse  Function  von  f^  und  iudfi  ebensowohl  ein  vollstän- 
diges Differential  als  dfi  selbst.  Man  kann  daher  w  im  Divisor  fortlassen  und 
erhält  -^  als  Multiplicator  der  Differentialgleichung 

Xdxi  —  Xidx  =  0. 
Und  so  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Es  sei  das  System  von  Di/ferenfialgleichnngen 

dx  :  dxi :  dx^ :  . . .  :  dx„  =  X:  Xii  X2:  .. .  :  X„ 
vorgelegt,  man  kenne  n—\  Integrale  desselben, 

A  =  «2,       /'3  =  «3,       •  •  •       /■.  =  ««, 
man  kenne  ferner  eine  Lösung  M  der  Diff'erentialgleichung 

dl^M       dX      dX,  dJL  _ 

^    dx    '^  öx'^dx,'^         ^dx„    ~   "'      . 
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ist  vermöge  jener  u~\   Integrale  das  vorgelegte  System  auf  die  Di//'ereutiul- 
gleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei    Variahlen 

Xdxi~X,dx  =  0 
zurückgeführt,  so  ist  der  integrirende  Factor  derselben 

M 

dx.,   dx^  dx„ 

Dies  ist  derselbe  Salz,  der  in  der  zwölften  Vorlesung  aufgestellt  wurde.    Dort 
fanden  wir  für  den  Multiplicalor  den  Ausdruck 

in    .—         I  r,  ^  •     •      •         ^  , 

dttj  da^  oa,, 

aber  da  /'2  =  rto,    fi  =  ai-,  ...  /^,  =  «„,    so  hat  man,  nach  einem  p.  101   No.  2 
angeführten  Salz  über  Functionaldeterminanten, 

_,  ,  öx.,   dx.         dx„  1 

^>  4- L  :L  .  ,  .  ;^^       

—  da^  da^  da,,  ^^^§h_..  .^    ' 

^  dx^  ÖX3  dx„ 

SO  dass  beide  Multiplicatoren  identisch  sind. 

Der  Name  des  zum  System  der  DilTerentialgleichungen  (3.)  gehörenden 
Multiplicators,  den  wir  der  durch  die  Gleichung  (1.)  oder  (5.)  definirleu  Grösse 
M  beilegen,  empfiehlt  sich  dadurch,  dass  für  den  Fall  zweier  Variablen,  x 
und  Xi^  M  mit  dem  jEw/erschen  Multiplicalor  oder  integrirenden  Factor  zu- 
sammenfällt. 

Wir  haben  bisher  gezeigt,  dass,  wenn  durch  n—1  Integrale  das  System 
auf  eine  Dilferentialgleichung  zwischen  zwei  Variablen  zurückgeführt  worden 
ist,  der  Multiplicalor  dieser  Difi'erenlialgleichung  aus  dem  Multiplicalor  des 
Systems  hergeleitet  werden  kann.  A])er  dies  ist  nur  ein  specieller  Fall  eines 
allgemeineren  Satzes;  kennt  man  nämücii  nicht  «  —  1  Integrale,  sondern  eine 
kleinere  Anzahl,  etwa  n  —  k,  so  dass  man  das  gegebene  System  zwischen 
w+1  Variablen  auf  ein  System  zwischen  k-\-i  Variablen  zurückführen  kann,  so 
lässl  sich,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  aus  dem  Mulliplicalor  des  gege- 
benen Systems  der  Multiplicalor  des  zurückgeführten  Systems  beslimmen.  Diese 
Verallgemeinerung  wird  uns  zu<>-lcich  in  den  Stand  setzen,  eine  den  Mullipli- 
calor  betretfende,  bis  jetzt  unbcrülirl  gebliebene  Frage  zu  erörtern.  Wir 
haben  nämlich  bisher  vorausgeselzt,  dass  bei  jeder  Integration  des  vorgelegten 
Systems  von  Dilferenlialgleichungen  eine  neue  willkürliche  Constante  hinzu- 
komme.    Es  ist  aber  nolhwendig,  die  Frage  zu  beantworten,  ob  und  in  wel- 

Jacübi,    Dynamik.  15 
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eher  Weise  die  3Iethode  des  letzten  Miilliplicators  sich  auch  auf  den  Fall  aus- 
dehnen lässf,  wo  die  willkürlichen  Conslanten  besondere  Werthe  annehmen, 
lind  wo  man  daher  schliesslich  nicht  mehr  zur  vollständigen  Integration  des 
vorgelegten  Systems  von  Differentialgleichungen  gelangt.  Um  zu  zeigen,  wie 
man  aus  dem  Multiplicator  eines  gegebenen  Systems  den  JVIultiplicator  des  re- 
ducirlen  irgend  einer  Ordnung  linden  kann,  verfahren  wir  stufenweise.  Wir 
nehmen  zunächst  eine  Integralgleichung  /"„  =  a„  als  gegeben  an,  wodurch  sich 
die  Ordnung  des  Systems  um  eine  Einheit  erniedrigen  lässt,  und  suchen  den 
Multiplicator  des  so  reducirten  Systems  auf. 
Für  das  gegebene  System 

-       (3.)        dx  :  f/.r,  :  . . .  :  dx,.  =  X :  X  :  . . .  :  X 
wird  der  Multiplicator  M  durch  die  Differentialgleichung  (1.)  oder  (5.)  definirt. 
Nehmen  wir  aber  alle  Integrale  des  Systems  als  bekannt  an,  so  ist  nicht  mehr 
die  Lösung  einer  Differentialgleichunu  nölhig,  sondern  wir  können  1/ unmittelbar 
finden,  und  zwar  aus  jeder  der  Gleichungen 

MX  =  aiA,       MXi  =  mA,,       .  .  .     iMX^^ioA,,,   « 

WO  A  =  2:  +  ^^^ — -^.  Ai  =  (  — 1)"JS^  +  — i-  -4^ ^j 7—  u.  s.  w.  und 

üx^   öx.^       dx„,  T       •■       ^        ^  (jx.,    dx^         ox„      oj- 

c5  eine  Function  von  /i,  /i,  .../"„  ist.  Betrachten  wir  die  erste  dieser  Glei- 
chungen, also 

Gesetzt,  das  Integral  /"„  =  «„  sei  gefunden,  und  es  komme  x„  in  demselben 
vor,  so  lässt  sich  x„  durch  /'„  und  die  übrigen  Varialtlen  .r  darstellen;  wird 
dieser  Ausdruck  von  x„  in  fi-,  [\^  ...  f„^i  substiluirt,  so  sind  diese  Grössen 
Functionen  von  Xi ,  o-, ,  ...  ;r„_,  und  /"„ .  Schliesst  man  die  unter  dieser 
Hypothese  gebildeten  Dilferenlialquotienten  in  Klammern  ein,  so  erhält  man  für 
die  Elemente  der  Determinante  A  folgende  Werthe: 


\  ö,r,  J'^^dfJ  dx,  '  V  dx,  J^^dfJ  dx,   '  ■■■\  dx,  y^\  df,  )  dx,  '    dx, 
f  öf,  \    (öi\\df,.     f  df,  \    (df,\  öf„         fdi;,_,\    fOr,.-i\  df„       df„ 

\  dx,  J'^\dr„y'd^'   V  dx,    J^^dfJ  dx,    ^  •••V  dx,   /^V  df^    J  dx,    '     dx. 


1 


{  ön  \.  fdf,\  df„     r  df,  \.fdf,\  df„       rdf.,-i\.  fdrn^,\  df„  d}„ 

\dx„_iJ^ydrJdx.,^r  ^dx„_iJ^\dfJdx„_i'  •••Vöa;„_,/"^V   df„   /Öx„_, '  dx„_ 

( öf,  \  df,                 i'df,\  df,,                      fdf„-i\  df,  df„ 

^df„J  dx„    '                     \dfj   dx„    '  •■•                      \   df„   J~dx„    '  äx„ 
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Wie  p.  95  gezeigt  ist,  kann  man  \\\ov  dlojenigen  Ternie  der  orslen  w— 1  Ver- 
ficalreihen  fortlassen,  welche  den  ElenieiittMi  der  letzten  Verlicalrcihe  propor- 
tional sind;  dabei  verschwinden  die  ersten  w— 1  Elemente  der  letzten  Hori- 
zonlalreihe,  so  dass  -J^  Factor  der  Determinante  wird,  und   man  erhall  daher 

oder,  da  f„  =  a„  ist, 

(T.)       MX  =  ,.(^„;:„.../;,_„„.).*^±(^)(4|)...(^). 

Nun  habe  man  vermöge  des  Integrals  /"„  =  «„  aus  dem  gegebenen  System  (3.) 
x„  und  dx„  eliminirt  und  sei  dadurch  zu  dein  reducirlen  System 

(8.)       dx  :  rf.r,  :  . . .  :  ^/j-„_,  =  X :  X,  :  . . .  :  X„ 


"^11—1 


gelangt.     Ist  ii   der  Mulliplicator  dieses  Systems,   so    hat    man  zu  seiner  Be- 
stimmung die  Gleichung 


"^-^•^±(fX£)-(fe;). 


wo  F  eine  willkürliche  Function  von  /",,  f..,  ...  /;,_i  ist.  Ein  Werth  von 
/LI  entspricht  der  Annahme  F=  tö(/"j, /;,.../;,  j,  «„),  derselbe  wird  durch 
die  Gleichung 

bestimmt.     Aus  dieser  letzteren  und  aus  (7.)  crgiebt  sich  durch  Division 

M    ^    df„ 
fjt,  dx„ 

oder 

m 


öf,. 
dx„ 


Dieser  Ausdruck  also  ist  der  Mulliplicator  des  Systems  (8.). 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  weiter  gehen:    kennt    man  ein  Integral 
/■„_!  =  «„_,  des  Systems  (8.)  und  reducirt  dadurch  dasselbe  auf  folgendes: 

dx  :  dxi  :  . . .  :  dx„_^_  =  X  :  Xi'. ...  :  X„_2  •< 
wo  x„_i  eliminirt  ist,  so  ist  der  Mulliplicator  dieses  Systems 

M 


dx„  ^dx„^t  J 


15 
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EliiTiinirt  man  durch  ein  neues  Integral  /;,_.,  =  «„_,  die  Variable  .t„_2,  so  erhält 
man  als  Multiplicalor  des  so  entstehenden  Systems  den  Ausdruck 

M 

dfn    fÖf„^,\ffdf„ 


WO  die  Klammern  bedeuten,  dass  /"„_!  durch  /;.  und  .i-, ,  .r^.  ...  3'„_,,  und 
dass  f„_2  durch  /„,  f„_i  und  x,,  a?,,  ...  a'„_2  auszudrücken  ist.  Indem  man 
so  fortfälirt,  kommt  man  zuletzt  auf  die  Diil'erentialg-lelchung 

dx  :  dxi  =  X  :  Aj 
oder 

Xdxi  —  Xidx  =  0, 
und  ihr  Multiplicalor  ist 

1/ 


df„  ö/-,._i      ö/-,  ' 


WO  die  Differentiationen  so  zu  verstehen  sind,  dass  die  Functionen  f'„,  /"„_,,  . . . /j 
in  der  Form 

/n— 1      ^^     V'i—1\-^}  •'^11   ^2  1  •''-'il   •  •  •  ^»1—21  ^n—ll  /njl 
In— 2     =     y„-T  (^5   Xl  ,  a?.i  ,   373,    .  .  .    .T„_o,  /„_!  ,  /„), 


dargestellt  angenommen  werden.  Bei  dieser  stufenweisen  Reduction  wird  die 
jedesmal  hinzukommende  Integralgleichung  dazu  benutzt,  um  eine  Variable  zu 
eliminiren.  Das  erste  Integral  /"„  =  «„  z.  B.  wird  dazu  benutzt,  um  x„  durch 
X,  a;,,  . . .  a-„_,  und  «„  auszudrücken  und  den  erhaltenen  Werth  in  X,  Aj,  ...  A„_j 
zu  subsliluiren.  Hierbei  haben  wir  zwar  bisher  a„  als  eine  willkürliche  Con- 
staule  angesehen;  indessen  ist  leicht  einzusehen,  dass  in  dem  Raisonnement 
nichts  geändert  wird,  wenn  mau  für  «„  einen  bestimmten  Werlh  a„  setzt,  in 
welchem  Fall  dann  aber  das  reducirte  System  nicht  mehr  gleichbedeutend  mit 
dem  gegebenen  ist,  sondern  nur  dem  besondern  Fall  entspricht,  wo  in  der 
Integralgleichnng  /'„  =  «„  die  willkürliche  Constante  a„  den  besonderen  Werth 
a„  hat.  Obgleich  man  also  im  Verlauf  der  Integration  der  willkürlichen  Con- 
stante «„  einen  besonderen  Werth  geben  darf,  was  damit  übereinkommt,  ein 
besonderes  Integral  des  gegebenen  Systems  anzuwenden,  so  muss  man  doch 
das  vollständige  Integral  f„=^a„  kennen,  weil  zur  Bestimmung  des  Multiplicators 
//  aus  M  die  Kenntniss  von  /'„  nolhwendig  ist.    Es  genügt  also  nicht,  ein  par- 
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liculares  Integral  .t„  =  4>{x,Xi^  . ..  a-„_|)  ohne  willkürliche  Constante  zu  kennen, 
sondern  man  muss  wissen,  wie  dies  particiliare  aus  dem  vollsländisen  Integral 
/■„  =  «„  hervorgegangen  ist,  und  welchen  \^  orlh  man  der  willkürliciien  Con- 
stante gegeben  hat.  Hierin  liegt  eine  Ausdehnung  des  Princi|)S  des  letzten 
Mulliplicators,  welche  man  lolgendermassen  aussprechen  kann: 
Es  sei  das  System  von  Di/ferentialgleiclmugeu 

dx  :  dxi  :  . . .  :  dx„  =  X :  Xi  :  . . .  :  X„ 

gegeben;  ein  Integral  desselben  mit  einer  willkürlichen  Constante  sei  bekannt 
und  auf  die  Form  /"„  =  «„  =  Const.  gebracht.  Man  lege  der  Constante  irgend 
einen  particiliaren  Werth  «„  bei,  löse  /"„  =  a„  nach  x„  auf  und  setze  seinen 
hieraus  hervorgehe?iden  Werth  in  X,  X^^  ...  X„_i  ein.  Hierauf  erhält  man 
das  erste  reducirte  System  von  Differentialgleichungen 

dx  :  dx,  :  ...  :  dx„,  =  X :  Xi  :  . . .  :  X„_i , 

welches  aber  nicht  mehr  die  Allgemeinheit  des  vorgelegten  Systems  hat,  son- 
dern nur  den  Fall  «,.  =  a„  repräsentirt.  Von  dem  ersten  reducirlen  System 
von  Di/fereutialgleichungen  sei  wiederum  ein  Integral  mit  einer  willkürlichen 
Constante  bekannt  und  auf  die  Form  f„_i  =  «„_i  =  Const.  gebracht ,  wo  f,_i 
eine  Function  von  x,  j-,,  ...  ;e„_,  ist.  Man  lege  der  Constante  c{„_,  den 
besonderen  Werth  a„^i  bei,  löse  /"„^j  =  «„_,  nach  x„_i  auf  ttnd  setze  seinen 
hieraus  hervorgehenden  Werth  in  die  Grössen  X,  X, ,  ...  A^„_.,  ein,  so  dass 
sich  das  zweite  reducirte  System  von  Di/ferentialgleichnngen 

dx  :  dx,  :  . . .  :  dx„_:,  =  X  :  X,  :  . . .  :  A'„_j 

ergiebt,  und  so  fahre  man  fort,  bis  man  auf  die  Differentiulgleichung 

dx  :  dxi  =  X  :  X, 

kommt:  dann  ist  auch  jetzt  der  Multiplicator  der  letzten  Differentialgleichung 

M 

öf„  df„^i        dt\ 
dx„  dxn—i       dx^ 

Hier  sind  aber  f„,  /■„  , ,  ...  /':  nicht  mehr  n—i  Integrale  des  vorgelegten 
Systems,  sondern  nur  f„  =  a„  ist  ein  solches;  /!,_,  =  «„_i  ist  ein  Integral  des 
ersten  reducirten  Systems,  welches  den  besonderen  Fall  a„  =  a„  des  gegebe- 
nen darstellt;  /'„_2  =  «„_>  ist  ein  Integral  des  zweiten  reducirten  Systems, 
welches  den  besonderen  Fall  «„-i  =  «„^i  des  ersten  reducirten  Systems  dar- 
stellt u.  s.  w. 
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Hiermit  ist  der  Umfang  erscliöpft ,  den  wir  dem  Princip  des  lelzlen 
Muiliplicalors  zu  geben  vermögen:  wir  gehen  jetzt  zu  den  Anwendungen  des- 
selben über. 


Fiiitfzeiiiite  Vorlcsiisig*. 

Der  Multiplicatoi-  t'ür  Systeme   von  Difi'erentialgleicliungeu    mit  hölieren  Differential- 
quotienten.    Anwen  düng  auf  ein  freies  System  materieller  Punkte. 

Alle  unsere  bisherigen  Betrachtungen  betrafen  Systeme  von  Differen- 
tialgleichungen, in  welchen  nur  Differentialquotienlen  erster  Ordnung  vorkom- 
men. Systeme  dieser  Art  kann  man  als  einen  besonderen  Fall  derjenigen 
ansehen,  in  welchen  die  Differentialquolienten  auf  beliebige  Ordnung  steigen. 
Aber  auch  umgekehrt  kann  man  durcii  Vermehrung  der  Anzahl  der  Variablen 
ein  System  mit  höheren  Differentialquolienten  auf  die  Form  eines  nur  Dif- 
ferentialquolienten erster  Ordnung  entiialtenden  Systems  zurückführen,  so  dass 
jenes  ein  besonderer  Fall  von  diesem  wird.  Mit  dieser  Zurückführung  eines 
beliebigen  Systems  auf  ein  System,  in  welchem  nur  Differentialquolienten  erster 
Ordnung  vorkommen ,  wollen  wir  uns  zunächst  beschäftigen.  Man  habe  ein 
System  von  i  Differentialgleichungen  zwischen  ?'-f-l  Variablen  t,  x,  y,  z,  .  .  ., 
wovon  /  als  die  unabhängige,  x,  y,  z,  .  .  .  als  die  abhängigen  Variablen 
angesehen  werden.  Die  höchsten  Differentialquolienten,  welche  in  diesen  Dif- 
ferentialgleichungen vorkommen,  seien  der  ?«''  von  x,  der  «''  von  y,  der  /j'" 
von  z,  etc.  Nehmen  wir  ferner  an,  dass  man  nach  diesen  höchsten  Diffe- 
rentialquolienten auflösen  könne,  so  dass  die  Differentialgleichungen  folgende 
Form  bekommen: 

WO  die  höchsten  Differentialquolienten,  die  in  A,  B,  C  . . .  vorkommen,  der  »«—1"" 
von  X,  der  n—V"  von  y,  (\ev  p  —  V"  von  z,  etc.  seien,  so  ist  dies  die  cano- 
nische Form  der  Differentialgleichungen,  in  Beziehung  auf  welche  alle  Unter- 
suchungen anzustellen  sind.  Auf  diese  canonische  Form  (1.)  wird  sich  nicht 
immer  unmittelbar  jedes  gegebene  System  zurückführen  lassen ;  dies  wird  z.  B. 
nicht  angehen,    wenn   in    der  einen  der  gegebenen  Gleichungen  die  höchsten 

d"'x        d"ii       d'' z 
Differentialquolienten    —r-—,  —rr-,  — ^,  .  .  .  nicht  vorkommen.     Alsdann  muss 
'  df"   '     dt"   '    rf(P  ' 


—    no   — 

man  zur  Eliniiiialioii  die  Diderentialion  hinzurüuen.  Geselzl  z.  ]].  in  der 
in    Rede     stehenden     Gleichung    wären     die     liöchsten     Dillerenlialquotienlen 

(l"i~f'j;  (l'^^^'tl  (V'~'^  ^ 

-77:7-:r-,  \i.  t  ■•  — 7—r->  •■•  ""tl  es  wiire  a<i'<7T<...,  so  diilerenlüre 
dl"'~"       at~'  ■    di''^ '  '    —     —      —        ' 

d"'x 
man  ii  mal  nach  /  und  benulze  die  so  erhaltene  GIcichunff,  um  -,       aus    den 

ührigen  Gleichungen  zu  eliminiren.  Findet  sich  unter  den  aus  dieser  Elimi- 
nation hervorgehenden  Gleichungen  wiederum  eine,  in  welcher  von  den  höch- 
sten üilI'erenlial(|uolienlen  von  ij,  z  .  .  .  keiner  vorkommt,  so  hat  man  diese  von 
Neuem  zu  diilerenlüren  u.  s.  \v.  Genügt  auch  diese  Betrachtung  um  zu  zeigen, 
dass  die  Zurückluhrung  auf  die  canonische  Form  in  jedem  Fall  möglich  ist, 
so  gieht  es  doch  vorläulig  keine  allgemeine  Methode  dieser  Zurückluhrung. 
Eine  solche  Methode  aufzustellen  würde  eine  sehr  schöne  Aufgabe  sein"");  sie 
kommt  damit  üherein,  die  Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  zu  bestimmen, 
welche  in  den  Integralen  eines  gegebenen  Systems  von  Dill'erenlialgleichungen 
enthalten  sind,  diese  Anzahl  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  canonischen  Form, 

sie  ist  nämlicii  /m  +  «4-/>H Die  in  Rede  stehende  Aufgabe  hat  daher  einige 

Aehnlichkeil  mit  der  Aufgabe,  den  Grad  der  Eliminationsgleichung  aus  einem 
gegebenen  System  algebraischer  Gleichungen  zu  bestimmen. 

Ein  besonderer  Fall  der  canonischen  Form  ist  der,  in  welchem  man 
alle  Variablen,  y,  z,  ...  bis  auf  zwei,  t  und  x,  eliniinirt  und  nach  den 
üilferenlialquotienten  von  .r  nach  t  ordnet.  Diese  Elimination  ist  aber  für  un- 
sere Betrachtung  nicht  nöthig;  wir  brauchen  nur,  wie  gesagt,  die  Differen- 
tialgleichungen auf  die  Form  (1.)  reducirt  anzunehmen,  wo  die  höchsten  Dif- 
ferentialquotienten in  A,  B,  C,  .  .  .  der  /«  — 1'  von  x,  der  w  — !''  von  //,  der 
p—l'    von  z  .  .  .  sind. 

Dies  vorausgesetzt  wollen  wir  m  +  tii-p-\ /  neue  Variable  ein- 
führen,  njimlich : 


*)  Jacobi  selbst  hat  diese  Aufgabe  gelö.st;  Andeutungen  darüber  finden  sich  in 
seiner  Al)lian(llung  über  den  Jlultiplicator  (Math.  VV.  Bd.  I,  p.  21'J,  Crelles  Journal, 
Bd.  XXIX,  p.  369),  wo  auf  eine  weiter  zu  erwartende  Abhandlung  hingewiesen  ist, 
welche  diesem  Gegenstande  gewidmet  sein  sollte.  Von  den  beiden  im  Nachlasse  vor- 
gefundenen Aufsätzen  über  das  vorliegende  Problem  ist  der  eine,  welcher  eine  sehr 
vollständige  Auseinandersetzung  der  Resultate  enthält  (de  aequationum  differentialium 
systemate  non  normali  ad  t'ormam  normalem  revocando)  unter  die  Nachträge  zu  diesen 
Vorlesungen  aufgenommen  worden;  der  andere,  die  Beweise  enthaltend,  findet  sich  im 
64.  Bande  des  mathematischen  Journals  abgedruckt  (de  investigaudo  ordiue  systematis 
aequationum  differentialium  vulgarium  cujuscunque).  C. 
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(2.) 


,        dx 

■"=   dt^ 

„        dx' 
"^    =   dt   ^ 

y  ~  dt ' 

y  -  dt ' 

,         rfs 

^  =  dt^ 

n           dz,' 
^^      ==     dt' 

2/'"-"  = 


^"-''=  dt 


(m-2) 


dt 

dy"-'' 

dt 

d--y-'' 

dann   kann  man  alle   diese  Gleichung-en    mit  den  Gleichung:en  (1.)    zusammen 
als  folgendes  System  darstellen: 

dt  :dx  :  dx  :  ...  :  rfx* '"'"'  \  i  1  :  x'  :  x"  :  .. .  :  A 

:  dy:  dy'  :  . . .  :  dy^"-'>  (  )     :  y'  :  y"  :  . 


(3.) 

1      -.dz  -.dz'  :...:  dz^^'^  [         ]     :  z'  :  z 


'  .  _" 


B 

C 


Wendet    man    auf  dieses  System    die  allgemeine  Theorie   an,    so  erhält    man 
als  Differentialgleichung  für  den  Multiplicator 

Man  kann  daher  M  in  allen  Fällen  angeben,  in  welchen  die  Summe 

dA  dB  dC 

5_j.(™-l)    +    ßy(n-l)    +    ^5(p-l)    +■■■ 

ein  vollständiger  Difl'erentialquotient  ist.     Wenn  z.  B. 

ist,  was  namentlich  immer  der  Fall  ist,  wenn  A  kein     ,  ,,  ^  ,  ß  kein     ,  ,_^  , 

C  kein  - — ^  enthält  u.  s.  w. ,  so  hat  man 

dt'' 

M  =  Const. 

und  kann  daher  nach  unserer  Theorie,   wenn  man  die  Differentialgleichungen 

(1.)    auf  eine   Differentialgleichung   erster    Ordnung   zwischen   zwei   Variablen 

zurückgeführt  hat,  den  integrirenden  Factor  dieser  Differentialgleichung  angeben. 

Diese  Betrachtung  wüi-de  von  keinem  sehr  grossen  Interesse  sein,  wenn 

nicht   solche  Fälle   in    der  Praxis   A^orkämen.     Dies   findet  aber  statt.     Sobald 

nämlich  die  Bewegung  eines  freien  Systems  materieller  Punkte  bloss  von  ihrer 

Configuralion  abhängt,    so    dass    der  Widerstand  des  3Iediums  ausser  Betracht 

ist,  so  sind  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

d'x  d'y  d'z 

(5.)      m,^  =  X„     m~  =  Y^,     m,^  =  Z., 
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wo  X^,    Y,,  Z,  keine  ersten  Differentialqiiotienlen  enllialtcn:   daher  hal   man 

dX.       ^       ÖY.  dZ 

'-  =  0      ~ ^  =  0      ^  =  0 

8x'.  '       du'  '       dz,'-  ' 

also 

d\c:M    _    , 
dt      ~  "' 

M  =  Const., 

und  das  Princip  des  letzten  3Iulliplicators  ist  anwendbar.  Aber  dies  Princip 
findet  sogar,  wie  wir  später  nachweisen  werden,  noch  für  ein  durch  iro^end 
welche  Verbindiinffen  bescliränkles  Svsleni  seine  Anwendunir. 

Eine  besondere  Hetrachtiing  verdient  der  Fall,  wo  in  der  canonischen 
Form  der  Dilferentialgleichungen, 

^^■>       dv"  -  ^'     dt"  "    '    ^~  ^'    ■  ■  ■ 

die  Grössen  A.  B,  C,  ...  kein  t  enthalten.  In  diesem  Fall  kann  man  /  o-anz 
eliniiniren,  und  zwar  einfach  dadurch,  dass  man  in  der  unler  (3.)  gegebenen 
Form  der  Dillerentialgleichungen  auf  der  linken  Seite  df,  auf  der  rechten  das 
ihm  entsprechende  Glied   J    fortlässt.    3Ian  erhält  auf  diese  Weise  ein  System, 

dessen  Ordnung  um  eine  Einheit   niedriger,    nämlich    gleich   7«+«+jo-| 1 

ist.  Hat  man  dies  System  integrirl,  mithin  alle  Variablen  durch  eine,  z.  B.  x, 
ausgedrückt,  so  ergiebt  sich  t,  wie  schon  früher  erwähnt,  aus  der  Dilferential- 
gleichung 

dx—x'dt  =  0. 

Da  alle  Variablen  durch  .r  ausgedrückt  sind,  so  ist  es  auch  x\  also  hat  man 

dt  =  — p,    . 


l 


J     x' 


und  man  findet  daher  /  durcii  blosse  (Juadratur. 

Hai  man  nun  einen  Multiplicalor  M,  der  von  /  frei  ist  (hierher  gehört 

namentlich  der  Fall,  wo   g^.,l_,)  +  ^^(.,-i)  +~q.u,-i)  +•••  =  0,  also  i!f=  Const. 

ist),    so   giebt    dieser    Werlh    von    M  den    letzten    Multiplicalor    des    Systems 

m-\-n-\-p-\ r'"  Ordnung,   aus  welchem   /  eliminirl  ist;   man   kann   also  von 

dem   gegebenen    System    die   beiden   letzten  Integrationen    ausführen.      Hcsitzt 
man  dagegen  nur  einen  Werlh   von    )/,    der  /  enthält,    so   kann    man    hieraus 

Jacobi,    Dynamik.  \{y 
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keinen  Nntzen  für  die  (m  +  «+j»H 1)"'"  Integration  ziehen,  sondern  nur  für 

die  {m  +  n-{-p-\ — )'",  welche  den  Werth  von  /  liefert  und  hereits  auf  eine 
Quadratur  zurückgeführt  ist;  und  zwar  besteht  dieser  Nutzen  darin,  dass  man 
auch  die  Oi'f>fli"'liii'  ersparen  und  t  durch  Auflösung  einer  Gleichung  bestimmen 
kann.  In  der  That,  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (4.)  der  vorigen  Vor- 
lesung hatten  wir  für  den  3Iulliplicalor  M  des  daselbst  mit  (3.)  bezeichneten 
und  zwischen  den  Variablen  x,  Xi,  .  .  .  x„  slallfindenden  Systems  n'"'  Ordnung 
die  Formel 

(7.)       MX  =  c5^+  ^/'    ^^'         ^J" 

wo  /'i  =  Ki,  /i  =  ß2,  ...  /'„  =  «„  die  Integrale  jenes  Systems  darstellen  und 
CO  eine  Function  von  /i,  /;>,...  /"„,  d.  h.  da  diese  Grössen  durch  die  Integrale 
des  Systems  zu  Constanten  werden,  eine  Constante  bedeutet.  Dies  wollen 
wir  auf  das  System  (6.)  anwenden.     Sind 

/l   =  f'n  11  =  f^2l  ...  lm  +  ,i+p+...-l   =  '^m+n+j  i-...-l 

die  Integrale  des  nach  Elimination  von  /  aus  (6.)  erhaltenen  reducirten  Systems, 
und  ist 

f=  t-J  ~  =  Consi. 

das  letzte  den  Werth  von  /  liefernde  Integral  von  (6.),  so  ergiebt  sich  aus 
Formel  (7.),  indem  f,  x,  x' ,  ...  x^"'^'\  y,  y',  .  ..  y^"-'\  s,  z',  .  .  .  z^"'"',  .  .  . 
an  die  Stelle  von  x,  x,,  ...  x„  und  demgemäss  I  an  die  Stelle  von  X  ge- 
setzt wird,  für  den  Mulliplicator  M  des  Systems  (6.)  die  Formel 

—  dx  Öx'  dx"  ' ' '  Öx('"-i'  dy  '  "   Ö/yC-i^      ds     '  " '     dz^p-'^ 

/dx 
— p,  WO  x'  eine  gegebene  Function  von  x  ist,  daher 

dx     ~  x"         ax'~"'        dx"    ~       '         •••  Ö5(i'-')~  ' 

mithin 

M= -Const.-L -+^  1%  . . .  %tüJi^.... 
j.-'       —  dx'  dx"  dz-'^-" 

Üie   rechte  Seile    dieser  Gleichung    ist    zugleich    ein    Multiplicalor    des    von   t 

freien  Systems  m-{-n+p-\ 1""  Ordnung;  denn  für  den  Multiplicator  dieses 

Systems,  welcher  mit  u  bezeichnet  werde,  ergiebt  die  Anwendung  von  (7.) 
die  Formel 
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wo  II,  wie  sich  von  selbst  versteht,  ein  von  /  freier  Ausdruck  ist.  Wir 
haben  also 

M  =  Consl.//, 

und  da  M  der  Annahme  nach  /  enlliiiil .  so  ergiebt  sich  /  durch  Aullösung 
dieser  Gleichung.  Inzwischen  wissen  wir  vermöge  der  uns  bereits  bekannten 
Bestimmung  von  / 


/  =  /"-i^+Const. 


dass  die  Conslanle  mit  /  additiv  verbunden  sein  niuss;  daiuil  diese  Verbindung 
von  /  mit  der  Constante  auch  aus  der  obigen  Gleichung  für  M  hervorgehe, 
muss  M  von  der  Form 

sein,  wo  /  in  A'  nicht  mehr  vorkommt,  alsdann  erhält  man  durch  die  Logariliimen 


mt  =  lg-~  +  lgConst. 


Wenn  A,  B,  C,  ...  die  Variable  /  nicht  enthalten,  so  giebt  also  M,  wenn  es 
t  ebenfalls  nicht  enthält,  die  vorletzte  Integration.  Enthäll  dagegen  M  die 
Variable  /,  so  kann  man  durch  die  Kenntniss  von  M  die  Quadratur  ersparen, 
welche  sonst  zur  Bestimmung  von  /  nothwendig  wäre. 

Zu  dem  ersten  Fall  gehören  die  für  die  Bewegung  eines  Systems 
von  n  materiellen  Punkten  geltenden  Din'erentialgleichungen  (5.),  da  der  uns  be- 
kannte W^erlh  M  =  Const.  des  Mulliplicators  derselben  von  /  frei  ist.  Die 
Differentialgleichungen  (5.)  bilden  ein  System  der  6w'"'  Ordnung,  welches 
nach  unsrer  Methode  durch  die  6w  +  l  Variablen  x,,  x,,  ij,,  y\,  z-,,  z-',  und  / 
dargestellt  wird.  Kennt  man  6m  — 2  =  r  die  Variable  /  nicht  enthaltende 
Integrale 

A  =  «i,  /■2  =  «2,   •  •  .   /;,  =  «, 

dieses  Systems,  so  dass  man  alle  abhängigen  Variablen  durch  zwei,  etwa  x, 
und  ?/i,  ausdrücken  kann,  zwischen  welchen  die  noch  zu  inlegrirende  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 

x'id;ji--y\(lxi  =  0 
stattfinde! ,    so  lässt  sich  der   integrirende  Factor  /?   dieser  letzteren  angeben. 
Bezeichnet  man  die  nach  Ausschluss    von    .i-,    und    ?/,  von    den    ()w  Variablen 
X,,  a;-,  y,,  y,,  z,,  z,  übrig  bleibenden  ti«  — 2  =v  mit  />,,  ;>,,  ...  p,,,  so  ist 

öoj   btt.^         da,. ' 
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wo  vorausgesetzt  ist,  dass  man  für  die  Variablen  pi,  p%^  ■  ■  Pv  ihre  aus 
den  Integralen  /,  =  «i,  /o  =  «o,  ...  /",  =  a^,  sich  ergebenden  Wertbe  subslituirt 
habe.  Sind  die  gegebenen  r  Inteo-ralffleichungen  weder  nach  den  Variablen 
/j, .  /;_, ,  ...  p,.,  noch  nach  den  willkürlichen  Constanten  c^^  ßj,  ...  c,  aufge- 
löst, und  werden  sie  mit 

tSj  =  0,     töj  =  0,     ...     ü),  =  0 

bezeichnet,  so  ergiebt  sich  nach  den  in  der  dreizehnten  Vorlesung  ausge- 
sprochenen Sätzen  über  Functionaldeterminanten  für  den  integrirenden  Factor 
H  der  Bruch 

n   c*«,      ottj  da,. 


aus      ow  dm,. 


—  cp,      dp.,  cp,. 

Unter  der  oben  gemachten  Annahme,  dass  die  Integralgleichungen  nach  den 
willkürlichen  Constanten  aufi^elöst  seien,  hat  man  Gi,=f,~o,  zu  setzen;  dann 
reducirt  sich  der  Zähler  des  Bruches  auf  1,  und  der  integrirende  Factor  wird 


^  -  dp,    dp.,  '     öpy 

Ein    umfassenderer   Fall,    in    welchem    die    den   Zähler   des  obigen   Bruches 

bildende    Determinante    sich  bedeutend   vereinfacht,    ist   der,  wo    töj   nur   er, 

enthält,    CO,   nur   a^   und   «o   u.   s.    w.    und   allgemein   tö,   nur  «,,   «,,  ...  a,; 

dann  reducirt  sich  die  Determinante  ^  +  ^^^  ^^ ^r-^  auf  den  einen  Term 

—  cor,      cttj  cUy 

ora,     öra.,  dm,. 


da,      öa.^  da. 

Diese  Form  der  Integralgleichungen  kann  natürlich  durch  successive  Elimi- 
nation immer  erzielt  werden.  Der  analoge  Fall  für  den  Nenner  von  R  ist 
der,  wo  töj  von  allen  Variablen  /;,,  j»,,  ...  p,  nur  die  eine  p^  enthält,  ß)^ 
nur  //,  und  p,  u.  s.  w..  tö,  nur  p,.  p..  .  .  .  p,.    Alsdann  reducirt  sich  die  De- 

„  ,    dm,      cm.  cm,  ...  .  ^ 

lermmante  _  +  ^.— ^ — t^^- —  aul  den  emen    1  erni 

op,      o/>,         opy 

das,     dm.,  dm,. 

dp,      dp.,  dp,. 

Wenn  wir  nicht  r  vollständige  Integrale  kennen,  sondern  nur  v  be- 
sondere, d.  h.  solche,  in  welchen  den  Constanten  a,.  ...  «,  besondere  Werthe 
gegeben  sind,  so  können  wir  die  Determinante  im  Nenner  von  R  wohl  bilden. 
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die  im  Zähler  von  R  aber  nicht,  denn  hierzu  wäre  es  nölhig  zu  wissen,  unter 
welcher  Form  die  Constanlen  in  die  Inlegrale  eintreten.  Wissen  wir  aber, 
dass,  ehe  den  willkürlichen  Constanten  besondere  Wertlie  beigelefil  wurden, 
(M,  nur  «1,  w,  nur  «,  und  «,  u.  s.  w.,  ö),  nur  cf,,  c,  ...  r/,  enthielt,  so 
brauchen  wir  nur  noch  überdies  zu  wissen,  wie  a,  in  «),,  a.,  in  ß),,  ...  «,  in 
tö,,  .  .  .  «^  in  fü,  enthalten  waren,  um  die  Determinante  im  Zähler  von  II 
bilden  zu  können;  es  ist  nicht  nothio;  zu  wissen,  wie  ce,  in  w, ,  r/,  und  r<,  in 
töj,  ...  «, ,  «2,  ...  «,_  I  in  w,  u.  s.  w.  vorkommen,  denn,  wie  wir  ge- 
sehen   haben,    reducirt    sich    die    ganze   Determinante    auf    den    einen    Terni 

~r~ — ;^---^T-^-      Dieser   Fall    ist    der   der  Inleffralion    einer    «jewöhnlicheii 

da,      aa^  ötty  ^  ^ 

Difl'erentialgleichung-  höherer  Ordnung,  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  man 
jede  Integration  vollständig  ausführen  kann,  aber  dann,  um  weiter  zu  inlegriren, 
der  willkürlichen   Constante   einen   besonderen   Werth   geben  niuss. 


Ncclizeliiite  Voi'lesiiiB^. 

Beispiele  für  die  Aut'sucbuny  des  Miiitiplicator.s.     Anzieliurig  eines  Punkts  nach  einem 
festen  Centrum  im   widerstehenden  Mittel  und  im  leeren  Kaum. 

Wir  wollen,  um  die  Anwendbarkeit  der  Theorie  des  Multiplicators  zu 
zeigen,  zunächst  einen  Fall  betrachten,  in  welchem,  abweichend  von  allen 
übrigen  Beispielen,  aufweiche  sich  diese  Untersuchungen  beziehen,  A, ,  1,,  Z, 
nicht  bloss  Functionen  der  Coordinaten  sind,  sondern  auch  die  Geschwindig- 
keiten enthalten,  wo  also  M  nicht  eine  Constante  wird.  Dieser  Fall  ist  der 
eines  Planelen,  welcher  sich  in  einem  widerslebenden  31iltel  um  die  Sonne 
bewegt.  Ohne  Berücksichtigung  des  Widerstandes  sind  bekanntlich  die  Glei- 
chungen für  die  Bewegung  eines  Planeten  folgende: 

de  ^       /•' '     de  "       r' '     de  >■' ' 

wo  j-,  y,  z  die  heliocentrischen   Coordinaten  des  Planeten   sind,  /•  seine  Ent- 
fernung von  der  Sonne  und   Ir  die  Anziehung,  welche  die  Sonne  in  der  Ein- 


heit der  Entfernung  ausübt.  Ist  v  =  ]^a;'"  +  ?/''  +  z'"  füß  Geschwindigkeit  des 
Planeten  in  der  Richtung  der  Tangente  seiner  Trajeclorie  und  I  der  Widerstand 
in  derselben  Richtung,  so  sind  die  Componenten  des  \\  iderstandes  nach  den  Axen 
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der  X,  y  und  z  respective 

Vx'  Vy'  Vz' 

Diese  Grössen  sind  auf  der  rechten  Seile  der  Differentialgleichungen  mit  dem- 
selben Zeichen  hinzuzufügen,  welches  die  von  der  Attraction  herrührenden 
Terrae  haben.     Die  Bewegungsgleichungen  werden  also; 

Vx' 


df 

-     "  ^. 

»         ' 

de 

Vy' 

d\ 

-              *      ,.3 

Vz' 

de 

V 

Nehmen  wir  den  Widerstand  proportional  der  n'"'  Potenz  der  Geschwindigkeit, 
an,  wo  /■  eine  Constante  ist,  so  hal  man  demnach  die  Differentialgleichungen 


de 

d'h 


d'Z  ,o    5  „       „_i     , 


dt- 


=  -k'-^-f.V"'z'  =C. 


Dies  System  mit  der  allgemeinen  Form  (1.)  und  (3.)  der  vorigen  Vorlesung 
verglichen  giebt  m  =  n=p  =  2]  also  erhält  man  nach  Formel  (4.)  der  näm- 
lichen Vorlesung  für  den  Multiplicalor  M  des  Systems  (1.) 

^  __    d\frM       dA        dB        3C 

~  ~~dr  +  ö^  +  öy'  "^  dz,' 

oder,  wenn  man  für  A,  B,  C  ihre  Werlhe  setzt, 

rflgM    _    A  d(v"-^x')        d(p—'y'')       d(_v'-^z')  { 
dl       ~   '{         dx'        +        ö7^~  Ö7,'        ] 

=  AJ3.-  +  (.-l)."-'(.'^+,'*+v|^)|. 

Aber  es  ist 

dx>   x'  dv    y'  dv         z' 

dx'         V   '         dy'         11    '         di'         v   ' 

also 

,  dv    ,     ,   dv    ,     ,  dv  x'"- 4- y'- A- z'' 
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und  somit 

(2.)       «  =  (.+2)A.- 

Für  ri  = —2  hätte  man  demnacli  l/=Const. ;  dies  ist  aber  ein  Fall,  der  in 
der  Natur  nicht  vorkommen  kann,  denn  sonst  müsste  der  Widersland  desto 
geringer  sein,  je  schneller  der  Planet  sich  bewegte.  Wir  wollen  also  unter- 
suchen, ob,  auch  ohne  diese  Annahme  für  w,  »"  '  sich  in  einen  vollständige» 
DilTerentialquotienten  verwandeln  lässt.  Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  und 
die  Flächensätze  gelten  für  dieses  Problem  nicht  mehr;  untersuchen  wir  indess, 
welche  Form  die  ihnen  entsprechenden  Gleichungen  hier  annehmen.  Um  die 
dem  Satz  der  lebendigen  Kraft  analoge  Gleichung  zu  erhallen,  muss  man  die 
drei  Gleichungen  (1.)  respeclive  mit  x',  y' ,  z'  multipliciren  und  addiren;  dann 
ergiebl  sich 

Nun  ist 


,  (fx    ,     ,  if-y    ,     ,  d'z,  dp  ,  ,        ,  ,        t  dl- 


also 
oder 

und 


dv  k'     dr 

IT   ~   ~lr^  ~dr 


UV  n        ui  „  „  ,  1 


<~) 


dt       ^  dt 


//;- 


dt  =  —  2  v  +  /f'  — 


Dies    ist    zwar   auch    ein    merkwürdiges   Resultat;    aber    wir    brauchen    nicht 

/«" '  V/,  sondern    /v"'^dt. 

Um    die    den   Flächensälzen   entsprechenden   Gleichungen   zu    erhalten, 
•    •  .  1       /-.i   •   1  ..  X    i.     /-(   ..  d'z  d'y  d-x  d'z 

haben  wir  aus  den  Gleichungen  (1.)  die  Grossen  U  ~i]r  ~  ^- '7jf~  •'  '^  ~di^  ~  ^ 'uF '' 

x-A-~y^rr  zu  bilden;  dnnn  ergieht  sich 
(ti  iii 

y-d¥-^-dF  =  -/^-^    "(2/^-^2/)' 

d  T.  dz  /•     „— I  /      '  i\ 

^-dF^-'üe  =  -/•*'     (^•^■-■^^)' 

d'u  d'x  .         1  /      f  i> 
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und  durch  Inlegralion 

(3.)      ~f.ß"   ^dt  =  \g{tß^zy')^\ga  =  \g{zx'~xz,')~\gi^  =  ]g{xy'-yx')-lgr, 

wo  Igß,  Ig/i,  \gy  die  willkürlichen  Constanten  der  Integralion  sind.  Man 
erhält  also  hieraus  erstens  das  gesuchte  Integral  /v"^^df  und  zweitens  zwei 
Integralgleichungen,  nämlich 

welche  aussagen,  dass  die  Grössen  yz'—zy',  zx'—xz',  xy'~yx'  in  conslanlem 
Verhältniss  stehen,  ein  Ergebniss,  welches  sich  hätte  voraussehen  lassen. 
Denn  da  der  Planet  in  einem  widerstehenden  Mittel  nicht  aufhören  kann  sich 
in  einer  Ebene  zu  bewegen,  so  müssen  die  in  Rede  stehenden  Grössen,  welche 
mit  dl  mnltiplicirt  die  Projeclionen  des  von  dem  heliocentrisciien  Radiusvector 
beschriebenen  Flächenelements  darstellen,  sich  nach  einem  bekannten  Salz  wie 
die  Cosinus  der  Winkel  verhalten,  welche  die  Normale  der  Planetenbahn  mit 
den  drei  Coordinatenaxen  bildet. 

Nach  den  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  haben  wir 


\gM^  («  +  2}/-/«"-'rf/  =  _(,H  2)lg(^^-^), 


also 


M  =  —  ^ 


Qxy'-yx'y'+^-' 
oder,  mit   Forllassung  der  Constanle  ^'"+", 

(xy'—  yx'y'+- 
Wir  können  somit  in  der  Thal  das  Princip  des  letzten  Multiplicators  auf  diese 
Aufgabe  anwenden.  Das  vorgelegte  System  (1.)  ist  sechster  Ordnung,  und 
führt  nach  Elimination  von  /  auf  ein  reducirtes  System  fünfter  Ordnung.  In- 
dessen können  wir,  da  die  Rewegung  in  einer  Ebene  vor  sich  geht,  die  eine 
Coordinalenebene,  z.  B.  die  der  xy,  mit  der  Ebene  der  Bahn  zusammenfallen 
lassen;  dann  ist  c- =  0  zu  setzen,  die  letzte  Gleichung  (1.)  fällt  fori,  es  bleibt 
ein  System  vierler  Ordnung  und,  nach  Elimination  von  /,  ein  reducirtes  System 
dritter  Ordnung  übrig.  Von  diesem  letzteren  ist  uns  aber  kein  einziges  Integral 
gegeben,  denn  von  den  drei  Gleichungen,  welche  an  die  Stelle  der  Flächen- 
sälze  treten,  exislirl  jelzl  nur  eine,  und  diese  ist  keine  Integralgleichung,  sie 
liefert  nur  für    fr"   'df   den    drillen    in    ^'3.)    gegebenen   Ausdruck.      Hat   man 
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nun  von  dem  in  Bede  stehenden  System  dritter  Ordnung  zwei  Integrale  mit 
den  beiden  willkürliclien  Constanten  «, ,  «_,  g-efnnden,  so  dass  x'  und  ?/'  als 
Functionen  von  .r  und  ij  dargestellt  werden  können,  und  bleibt  demnach  nur 
noch  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

X  dy~  ij'  il.r   —    0 

zu  integriren  übrig,  so  ist  ihr  Multiplicator 

ax'  dif        dx'    dy'  ■  ,       •     ■ 

6'«,    da,       da,   da, 


(x.ij' ~  yx')"+'- 

Als  zweites  Beispiel  der  Anwendung  des  letzten  Mullipiicalors  wollen  wir 
ein  solches  nehmen,  bei  welchem  wir  nicht  den  Multiplicator  einer  unbekannten 
üill'erentialgleichung  erhalten,  sondern  alle  Integralionen  vollkommen  durcii- 
führen  können,  nämlich  die  Bewegung  eines  Planelen  um  die  Sonne  in  einem 
nicht  widerstehenden  Mittel.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Bewegung 
in  einer  Ebene  vor  sich  gehen  muss,  und  dass  man  daher  nur  ein  System  vierler 
oder,  nach  Elimination  von  /.  dritter  Ordnung  erhält.  Hiervon  geben  die 
Principe  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen  zwei  Integrale  und  das  Princip 
des  letzten  3Iultiplicators  das  dritte.  Diese  Aufgabe  muss  sich  also,  wie  man 
a  priori  einsieht,  vollständig  integriren  lassen.  Das  zu  integrirende  System  von 
Differentialgleichungen  isl,  wie  wir  schon  oben  gesehen  haben, 

wo  k-  die  Anziehung  der  Sonne  in  der  Einlieit  der  Entfernung  darslelll. 
Die  beiden  Integrale,  welche  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen 
liefern,  seien 

A  =  «,    f.  =  ß, 

wo  /i  und  /■;  Functionen  von  x,  ij ,  x'  und  tf  sind;  dann  findet  man  IVn-  die 
zwischen  x  und  //  übrig  bleibende  Difl'erentialgleichuny  als  letzten  Multiplicator 
den  Ausdruck 

M 


V£^„    dß       dd    daJ 


dß     dft  daJ       a/^öA_i/^ö/^  ' 

dx'   dy'        dy'  dx' 

WO  M  der  Multiplicator  des  Systems  (5.)  ist.  Aber  da  wir  es  hier  mit  einer 
ganz  freien  Bewegung  zu  thun  haben,  so  ist  nach  der  vorigen  N'orlesung 
M=Consl. ;    man  kann  also  M=\   setzen  und  erhält  als  letzten  Mulüplicalor 

Jacobi,    Dynamik.  17 


(6.) 
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i 

dx'  dif        dy'   dx' 


Denken  wir  uns  mittelst  der  Gleichungen  /■,  =  «  und  fi^ß  die  Grössen  x  und 
y'  durch  x  und  y  ausgedrückt  und  in  die  Differentialgleichung 

(7.)       x'dy-ij'dx  =  0 

eingesetzt,  so  ist  dies  die  (ileichung,  deren  Multiplicalor  (6.)  sein  niuss.     Wir 
wollen  dies  durch  Ausi'ührung  der  Rechnung  nachweisen. 

Indem  wir  die  Gleichungen  (5.)  respective  mit  .r'  und  y'  multipliciren  und 
dann  addiren,  erhalten  wir  den   Salz  der  lebendigen  Kraft,  nämlich  zunächst 

,  d''x        ,  d'y  _       j-^xx'-^-yy'  _       .^  r' 

und  durch  Integration 

(8.)         \{x"  +  y")  =  4^  +  «. 


Das  Princip  der  Flächen  erhält  man.  indem  man  aus  der  Gleichung 
durch  Integration 


d^ii  d-x  ^ 


(9.)        xy'-yx    =  ß 
herleitet.     Unsere  beiden  Integrale  sind  also 

fi  =  2  (^  +y  ) — —  =  «,    A  =  -p/y  -y^  =  /'• 


Hieraus  ergiebt  sich: 

dx'~-^''  dx' ~  y' 

dy'  ~  '-1 '      dy'  "•^' 

also  wird  nach  (6.)  der 

Mulfiplicator  von  (7.) 

1                           f 

ö/",     df,        df,    df,    ~xx'+yy' 

. 

dx'  dy'       dy'  dx' 

d.  h.  der  Ausdruck 

x'dy-y'dx 
^'"■-'              xx'+yy' 

wird  ein  vollständiges  Differential.     Dies  haben  wir  zu  beweisen,   indem  wir 
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x'  und  y  aus  den  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  bestimmen.  Selzen  wir  zur 
Al)kiirzung 

so  iiaben  wir  zur  Bestimmung-  von  x    und  y    die  Gleichungen 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  ist  schon  linear  in  Beziehung-  auf  x  und  y\ 
es  kommt  also  nur  darauf  an,  eine  zweite  ebenfalls  lineare  herzuleiten.  Dies 
kann  man  am  besten  durch  die  bekannte  identische  Formel 

(y^+«/'=)l.r-+r)  =   {x£^y^-f\{xy;-yx^f. 
Setzt  man  in  derselben  für  j-"'-r.'/"  ""d  xy'~yx  ihre  Werlhe  ein,  so  erhalt  man 

'Ur  -  (xx'+yyj+ir-, 


xx-\-yy'  =  ]/2/r— p'-. 
Man  hat  also  die  Gleichungen 


yy'+xx'  =  y'2i>.r-—ß', 
xy'~y-r'  =  ß. 


und  hieraus  ergiebt  sich 


r  y'  =  ßx  +  y  f2lr— ß' ,     r  x  =  —  ßy  +  x  \'2lr~  ß'. 
Dividirt  man  beide  Gleichungen  durch 


■r  {yy'-\~xx)  ~  r']'2lr'—ß'^\ 
so  erhält  man 

y'         _  ßx y  x' ßi_ 


XX' ^yy'         r-]l2lr''—ß'        '''  '      xx'^yy'  r' tZkr"- —  ß''        r' 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  (10.)  einsetzt. 

x'dy  —  y'dx  _        ß(xdx-\-ydy)       xdy  —  ydx 

Nun  ist  xdx  +  y  dy  =  rdr,  ferner,  wenn  wir  für  l  seinen  Werth  einsetzen. 


]/2l'r-ß'  =  y2ar+  2/er-ß'  =  ]/R, 
wo  R  eine  blosse  Function  von  r  ist;  also  wird 

x'dy  —  y'dx     _  ß       dr        xdy  —  ydx 

xx'+'yy'      '"   ~  VH~-     ^  P 

Der  erste  Term  auf  der  rechten  Seile  ist  ein  vollständiges  Ditferential,    denn 
er  ist  gleich  dr  nniltiplicirt  in  eine  Function  von  r.    Der  zweite  Term  hat  die 

17* 


—    132    — 

I)ereils  in  der  fünften  Vorlesung  p.  33  erwähnte  Form  eines  Products  von 
xdy  —  ijdx  in  eine  homogene  Function  —2'"  Ordnung  von  x  und  y,  welches 
sich  immer  als  Product  einer  Function  des  Quotienten  —  in  dessen  Differential 
darstellen  lässl  und  daher  ein  vollständiges  Differential  ist.  In  dem  vorliegen- 
den Fall  hat  man 


ii) 


,                              xdii  — 11  dx            V  X  ^  ,       ,     '/ 

— ^—^ —  = j  =  aarctg-^' 

Der  Ausdruck  "^^^,  ,  ^^/    ist  also    ein    vollständiges  Difl'erential ,   was  zu  he- 

xx'+yij' 

weisen  war. 

Wir  wollen  jetzt   zu    den  Differentialgleichungen  der  Bewegung    eines 
nicht   freien  Systems  übergehen. 


Der  llultiplicator  für  die  Beweguiigsi;Ieicliuiigen    unfreier  S_ysteine  in  der  ersten 

Lagraiigeschcn  Form. 

Wir  haben  in  der  siebenten  Vorlesung  p.54  gezeigt,  dass  die  Differential- 
gleichungen eines  Systems,  welches  durch  die  Bedingungsgleichungen 

(f)  =  0,       (/'  =  0,       (5  =  0,       ... 
gebunden  ist,  auf  folgende  Form  gebracht  werden  können: 

t        1        * 

ffw  .,-   ,   .   d(f'    ,       dip    ,       <9ra 

'  df  Sy,       Sy,       ^Vi 

d'z.  ry       -   d<f    ,       dxtj    ,       dm 


\v(i  die  .Mulliplicatoren  /.,  ii ,  y,  .  .  .,  wie  ebendaselbst  bemerkt  ist,  durch 
zweimalige  Differentiation  der  Gleichungen  (p  =  0,  yj  =  0,  w  =  0,  ...  zu  be- 
stimmen sind.  Wenn  man  diese  Bestimmung  von  /.,  u,  i',  .  .  .  ausführt,  so 
liiidel  man,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  dass  diese  Grössen  von  .r',  y',  z' 
nicht  unabhängig  werden;  daher  kann  man  hier  den  3Iultiplicator  ü/niclit  gleich  1 
setzen,  sondern  muss  zu  dessen  Bcstiniinung  auf  die  Gleichuno'  (4.1  der  fünf- 
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zehnlen  Vorlesung  p.  120  zurückgehen.     Nach  derselben  wird  für  das  System 
von  UilTerenlialgleichungen 

d"'x   _    ,  d"y         T>  ^^^   ^  n 

HF'  ~     '      1F~    '      ~^  ~^'      ■  •  ■ 

der  Mulliplicator  M  durch  die  Gleichung 

_  </lo-i¥  ÖA  dB  de 

'  ^      dt     +  öx-('"-')  +  ö^("-')  +  Ö5(p-"  +■■■ 

definirl.     Hieraus  ero-iebt  sich  für  den  vorliegfenden  Fall 

dh 


M  y   i   /-  d(f   6k        d(p    dk       öcp    8k  \ 

.    m  ^dx.  dx'.        dii^    dv[        dz     dz'.  / 


dt  >    /H,  ^  dx.  dx'.        dy.   8y'. 

y   \    /'d\p    d^i       dip    dfi.        dm    dfi  \ 
•    m   ^dx    dx'.        dii.    dii'.         dz.    dz'.   ' 


WO  auf  der  rechten  Seile  jedem  der  Multiplicatoren  k,  tt ,  ...  eine  Summe 
entspricht.  Für  die  Anwendung  der  Theorie  des  Multiplicators  M  ist  es 
nöthig,  dass  die  rechte  Seile  dieser  Gleichung  ein  vollständiger  DiH'erential- 
quotient  wird.  Um  zu  uniersuchen,  ob  dies  der  Fall  ist,  müssen  die  Werthe 
von  k,  u,  V,  .  .  .  oder  wenigstens  diejenigen  ihrer  nach  den  Grössen  x\,  y\,  z'i 
genommenen  DifTerentialquotienlen  ermittelt  werden.  Zur  Bestimmung  dieser 
Werthe  dill'erentiire  man  eine  der  Bedingungsgleichungen,  z.  B.  </^  =  0,  zweimal 
hinler  einander  nach  /.     Die  erste  Dillerenlialion  giebt 


-\dx.  ^'^  du.  ^'^  öj  V 


die  zweite  DilTerentiation  führt  zu  der  Gleichung 

^ox  du    •"         dz.       ■' 

WO  u  den  Theil  des  Resultats  darstellt,  welcher  aus  der  Differentialion  der  Facloren 

-^,  -^.  -^  hervorgeht  und  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  der 

dx   '    dii   ^    dz  ^ 

3w  Grössen  x\,  y,,  z\  ist.  Bezeichnet  man  durch  die  Reihe  pi,  p.^  ...  />,„ 
den  Complc.x  aller  '^n  Coordinalen  Xi,  //,,  z,,  so  kann  man  der  Funclion  w 
die  Gestalt   sfohon: 


/(5 


WO  die  letzte  Sunune  nur  auf  von  einander  verschiedene  Werthe  von  /  und  k 
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auszudehnen  isl.     Auf  dieselbe  Weise  leitet  man  aus  den  anderen  Bedingung-s- 
o-jeicliunffen  durch  zweimalige  Differentiation  die  Gleichungen 


ab    wo  nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  der  Coordinaten  die  Functionen 
V,  w,  ■  ■  ■  «l'e  Werthe 


haben.  Um  nun  l,  fi,  r,  ...  zu  erhalten,  hat  man  in  diese  Gleichungen  die 
Werthe  von  a\ ,  «/! ,  z^  sus  dem  vorgelegten  System  einzusetzen.  So  ergiebl 
die  durch  zweimalige  Differentiation  aus  (p  hergeleitete  Gleichung: 

~       dx.    m    K     •  '       üx.  dx.  dx. 

»       i  I  •  » 

ötj,     »H,  *  dy^  dy.  dy^    '        ^  ' 

^  dcp      i    \  ry    ,    ■,  dcp  Öl/;    ,       da    , 


oder  wenn  man 


m.  \dx.  dx.  dy.  du.  dz.  dz.  /  ' 

m\dx    dx  dy.  dy  dz.  ösV  ' 

1    /  ö^)    da  dq)  da  dcp  da  \ 

~~        111^  ^ dx^  dx.  dy.  dy^  dz.  dz.  ^  ' 
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setzt. 

Ui-\-al-'rb/ii  +  cy-\ =  0. 

Eine  solche  lineare  Gleichung  zwischen  den  Grössen  /.,  //,  r,  .  .  .  erhall  man 
für  jede  einzelne  der  Bedingungsgleichungen  </)  =  0,  V  =  0,  ö)  =  0  ...  .  Führt 
man  allgemein,  wie  in  der  siebenten  Vorlesung  p.  56,  die  Bezeichnung 

ein,  so  dass 
wird,  und  setzt 

a!  =  (V,  t),     b'  =  (V,  </'),     C  =  (i/s  tu),     ... 
a"  =  {(D,(p),     b"={w,>f'),     c"=(cw,  cS),     ... 


so  dass  zwischen  diesen  Grössen  die  Gleichungen 

a'  =  b,     a"  =  c,     b"  =  c',     .  .  . 
bestehen,  setzt  man  ferner 

l    /dll)   Y    ,    ^V  -ir   .diu  „\ 

,r,  =  ,.+^_(     Y.+ ^  i^.+^2.;, 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  ?.,  fi,  j/  .  .  .   die  Gleichungen 

Ui  -\-a  '/.-\-b  /it'\'C  j'4-'"  =  0, 

■    •     v^+a'l  +  b'a  +  c'y  +  ---  =  0,      "' 

Wi  +  a"^  +  b"ft  +  c"v  +  ---  =  0, 


Anstalt  dieselben  nach  l,  u,  v  .  .  .  aufzulösen  und  aus  den  so  gefundenen 
Werthen  durch    Dilferentialion  -^y-r,  -^,  ...  abzuleiten,  dilferentiire  man  viel- 

i  i 

mehr  unmittelbar  die  vorgelegten  linearen  Gleichungen  partiell,  was  die 
Rechnung  bedeutend  vereinfacht.  Die  Grössen  a,  b ,  c,  ...  ((',  b',  <:',  .  .  . 
enthalten  nämlich  die  üilferentialquolienten  x'^,  y\,  z\  gar  nicht  und  sind  da- 
her hei  dieser  Dilferenliaiiou  als  constant  anzusehen;  ferner  sind  die  (Jrössen 
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«1-.  »'ir  "h-,  ■■  ■  respective  von  v,  v,  tc,  ...  nur  um  Ausdrücke  verschieden, 
die    ebenfalls    die  Diilerentialquotienten   x',,   yl,   z,    nicht    enlhalten,    daher   isl 

du,  öu       Oll,  df  ,  ..        ,  .,,, 

-^  —  ^—-^  __L  = -.^-^  u.  s.  w.,  und  somit  erhall  man: 

ox         dx 


'  '    dx   ~  6x[ 


du    ,         dl    ,   ,     du    ,        öv  , 


6x'.  dx'.  dx'.  dx. 

>  ■  t  1 

dv    ,     ,    dX     .   ,,    du    ,     ,    dv  ^ 


dx.  dx'-  dx'.  dx. 

t  »  I  I 

dw         „  dl        ,„  dfi         „  dv  ,. 

a  -^r^  +  o   -^  +  c  3-r  +  ---   =  U, 


dx'.  dx'.  dx' 


Die  Function  /i  wurde  durch  die  Gleichung 

definirt,  wo  die  Grössen  p  die  3«  Coordinafen  x^,  ij,,  z,  bedeuten  und  in  der 
zweiten  Summe  rechter  Hand  /  von  k  verschieden  ist.  Durch  DifTerentiation 
nach  /;,  ergiebt  sich 

du      _    og'       ^>  - 

oder  indem  wir  für  p,  wiederum  x,  und  für  die  Grössen  p;,.  die  Grössen  j-^,  y,,,  Zt 
setzen 


k=n  , 


^  =  2i  ( 

dx.  i=A 

also  hat  man 


Die  Summe  rechts  ist  aber  der  vollständige  Düferentialquotienl  von  ~~  nacli  /, 


du  2     <9^. 


dx^    ~  dl     ' 

und  in  dieser  Gleichung  kann  man,  wie  sich  von  selbst  verstellt,  //  oder  z  für 
X  schreiben,  ferner  v,  w  .  .  .  für  u,  wenn  man  zugleich  >/>,  CO.  ...  für  if 
setzt.     Man  erhält  also: 

,d(p  ,,  dip  ,  öcj 

dx'  "        dt     '      dx'  '^         dt     •>      dx'   "  ^     dt     ' 

i  t  t 

und  ähnliche  Gleichungen  für  die  nach  y', ,  z',  genommenen  partiellen  Dilfe- 
rentialquotienten.    Hierdurch  verwandeln  sich  die  obigen  linearen  Gleichungen 

für  die  Grössen   ^^^,  -~.  -r—r  •••in  die  folgenden: 

,  dx        dx.  '    dx.  ,.         .   ,    T. 
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2^r+«  öz+^  4"^'  öz+"-  =  <'' 

«<  dx.  ox.  dx  ' 

d— — 

^   f/^  ^'^  dx'+"  äz+^  äZ+""  -  "' 


Um  diese  linearen  Gleichungen  aufzulösen,  niuss  man  bekanntlich  die  Deter- 
minante der  Grössen 

ff,       b,       c,  .  .  . 

a ,      0 ,      c ,  ... 

a",     b",     c",  ... 


also,  in  abgekürzter  Bezeichnung,  die  Determinante 

R  =  S±ah'c" ... 

bilden;    dann  hat  man,    um  -r-^    zu   bestimmen,    die    obigen   Gleichungen    mit 

-rf--,  -ß-j-:  -juv  •••ZU  mullipliciren  und  erhält  durch  Addition: 

dcp  dxp  das 

(9/1  (97?      ox-  äß      dx.  fjB      öx 

dx.  da      dt  da'      dl  da"      dt 

Ebenso  erhält  man: 

,  da>  ,  dtp  ,  dm 

d^^  d-7^  d^ — 

du,  dR      dx.  dR      dx.  dR      dx. 


dx'.   '       db      dt  '       db'     dt  '      db"     dt 

.  dw                   ,  dxp  .  da 

d-rr—                 d-~-  d—, — 

dv           dR     dx.           dR      dx.  du      dx 


dx.  ^     de      dt      ^      de'      dt      '      de"     dt      '       ' 

Aehnliche   Gleichungen  gelten   für  die   nach   ^/■    und    z\    genommenen   Diffe- 
rentialquotienten   von  l,   f.i,   V ,   ....     Die  Werthe    aller    dieser  Differenlial- 

quolienten   sind    in    den    oben    gegei)enen    Ausdruck     von       "T       einzusetzen, 

Jacobi,    DynamiU.  lo 
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welchen  man  in  folgender  Art  anordnen  kann : 

i    /' d(p    6k     .d\p    dfi        dm    6v  \ 

m  ^dx.  dx'.        öx.  dx'.        dx.   dx'.  J 

d\^M    _    I      ^  \   ^ Qif    ÖX        d\p    d^i        da    dv  \ 


dl 


■s:- 


1    /  d(p    dl        dip    du        öw    dv 


^+-)' 


m    \  G'v.   Ov'        Ö3-    d^'.         dz. 

l  i  t  i  *  t 

Dann  erhält  man  für  das  Produet  von  ß  in  die  erste  der  drei  Summen  rechter 
Hand  das  Ergebniss 

„  ^  i    /  drp    ^^  j,    ^'^'    d^        dm    dv  \ 

^  ni\  dx.  öx'.        dx.  öx'.       dx.  dx'.  / 

1         I       (  •       >  »       f 

,  d(p  dip  das 

^  g  oß  ^  1     drp      dx^     I  2  ^^  JT  ^     ^'^     ^    I  2  ^'^  :S'  ^     ^'^     ~^' 

öa        m    öx.      dt  da'        m.   dx.      dt  da"  '^  m    dx       dl 

II  II  II 

■  dcp  dip  dm 

afi  ^  1    d^      QJ.    ,   o  ^'f?    V-  1     öi/j  '  öx.  dR  ^  [    dxp'  dx, 

cb        in    öx.      dt  ob'       m    öx.      dt  ob"       m    öx.      dl 

i        i  II  11 

öcp  öip  cm 

.^  ÖR        \    dm  ^  ^  ÖR   ^  1    öm^'d^      ^dR   ^\    dm  ^  ö^^ 

'^      de        w    Öx       dt     ^"^öc'^m.öx.      dt     '^     öc" '"  VI.   öx.      dt     "* 


Die  Elemente  der  Determinante  R  stehen   aber,    wie   wir  gesehen  haben,    in 
den  Beziehungen  zu  einander,  dass 

b  =  a  ,     c  —  a,     c  =  0  ,     ..., 

und  nach  einem  bekannten  Satz  über  die  AuQösung  linearer  Gleichungen  folgen 
hieraus  die  Relationen 


öR 

dR 

dR 

dR 

dR 

dR 

db 

"  da" 

de 

~  da"  ' 

de' 

~  db"  ' 

Mit   Berücksichtigung   hiovon    kann    man   der   rechten    Seite   obiger    Gleichung 
auch  die  Gestalt 
dR 


da 


m.  dt  öa;.   dx.      "^  da'       m.  dt  dx.  dx.      "  da"  "~  m. 

dt  öx.  öx. 

dR    ^  l     d  dyj    dtp    ^  dR   ^  i 
'^     Ob'  "  M.  dt  dx.   dx.   '  ~  db"  ~  iir 

d  dip  öm 
dt  öx.  öx. 

dR   ^  1 

"^     öc"  "  m 

d  dm  öm 
dt  dx     dx. 

+  • 
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geben,   oder    indem    man    wieder  für    2-T-7-,   2t— ^,   2^77,   ■■  ■   respeclive 

dR    ,    dR      dR    ,    dR      dR    .    dR  ,.,,,■     f  T 

ld7+-df^  d^  +  'd^^   db^-^^^  ■■■  ^^'""'^''^''  '''«  folgende: 

oß         1     d    dcp    dcp        dR  ^  i     d    d(f   dtp       dR  ^  i     d    dtp    dm 

da        m    dl  dx.  dx.        da'       m    dt  dx.  dx-      da" '^  m.  dt  dx.   dx. 

i  i  \  I  i  i  I  t  r 

dR   ^1     d    dip    dtp        dR    ^1     d    dxp   dxp       dR  „  1      d   dip    dm 
db  '^  m    dl  dx.  dx.        db'  *"  m.  dt  dx.  dx.       db"       m    dt  dx.  dx. 

dR   ^_}_J_3m_dq^       dR_  ^  i     d    dm   dxp       dR  ^  i     d    da  dm 

de   '~  m    dl  dx.    dx.        de'        m    dt  dx.   dx.        de"       m    dt   dx.  dx 
t  1         1  f  f        t  III 

+ 

Setzt  man  die  analogen  Werthe  für  die  beiden  anderen  in  dem  Ausdruck  von 
— '^^ —  vorkommenden  Summen  und  erinnert  sich  der  Werthe  von  0,  a ,  a" ,  .  .  . 

dt  77:: 

h,  l>,  l>",  ...  c,  c,  c",  .  .  . ,  so  erhält  man 
,d\^M 


R 


dt 


dR 

da 

dR   da' 

dR  da" 

da 
dR 

dl 
db 

'   da'    dt 
dR  db' 

'  da"    dt     ' 
dR  db" 

'    db 
,    dR 

dl 
de 

'    db'    dt 
dR   de' 

'   db"    dt    ' 
dR  de"   , 

'    de 

-L- 

dl 

'    de'     dt 

'   de"   dl     ' 

dR 
dt   ' 


also 


P  d\^M    _    dR 

^'W  ~    dl  ' 


und  mit  Vernachlässigung  eines  constanten  Factors 

M  =  R. 

Die  eigenthümliche  Form  der  Grössen  a,  a',  a",  ...  b.  h',  h",  .  .  .  c, 
c,  c",  ...  u.  s.  \v.  fülirt  auch  lur  deren  Determinante  R  eine  eigenthümliche 
Form  mit  sich.     Wir  haben  oben 

(i  =  {ip,cp),     a'  =  {(f,i('),     a"  =  {(f,w),     .  .  . 
b  =  {xl>,(fj),     b'  =  {%f),     b"  =  {f,iD),      .   .  . 


gesetzt,  wo  die  in  Klammern  eingeschlossenen  Grössen  dem  Ausdruck 

.  i   f  dep   dip        dcp   dyj^       d^  dyj_\ 

[(P,1f>)      -      ^    ^Vö^-^+    ßy,     dy,     +     ÖS.       dz.) 

18* 
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analog  gebildet  sind.  Diese  Summen  lassen  sich  etwas  einfacher  darstellen, 
wenn,  wie  im  Anfang  dieser  Vorlesung  p.  133,  alle  3«  Coordinalen  mit  einem 
Buchstaben  und  angehängten  3«  Indices  bezeichnet  werden.  Führen  wir  statt 
der  Coordinaten  selbst  denselben  proportionale  Grössen  ein  und  setzen 

]'m, .  a-,  =  S3,-2 ,        }'>ih  ■  y.  =  b'3,-1 ,        ]'m, .  s.  =  I3,, 
so  dass  die  3«  Grössen  ]/««,.. z-,,  yitt,.!/^,  Yiiii.Zi  mit  den  3«  Grössen  i'j,  $2,  ...  i'j,, 
identisch  sind,  so  geht  der  Ausdruck  {(p,  xp)  in  die  Form 

über,  in  welcher  sich  die  Summalion  von  i=l  bis  ^  =  3rt  erstreckt.  Deter- 
minanten, deren  Elemente  in  der  hier  vorliegenden  Art  zusammengesetzt  sind, 
lassen  sich  als  Summen  von  Quadraten  darstellen.  (Siehe  meine  Abhandlung 
„de  formatione  et  proprielatibus  delerminantium",  CV-e//('s  Journal  Bd.  22,  p.  285.) 
Ist  m  die  Anzahl  der  Functionen  (p ,  y ,  i5,  .  .  .  'C  oder,  was  dasselbe  ist, 
der  für  das  mechanische  Problem  geltenden  Bedingungsgleichungen,  und  bildet 
man  alle  möglichen  Determinanten  der  Form 


^_j_  d(p    dtp    dm  Bl, 


'  + 


wo  /,  i' ,  i",  .  .  .  ;f"'-''  je  tu  verschiedene  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  ...  3« 
bedeuten,  so  ist  die  Summe  der  Ouadrale  dieser  Determinanten  gleich  /?,  ein  Satz, 
der  zuerst  von  Cmicltij  *)  bekannt  gemacht  w  orden  ist,  und  von  welchem  ich 
in  der  oben  angeführten  Abhandlung  eine  schöne  Anwendung  auf  die  3Iethode 
der  kleinsten  Quadrate  gemacht  habe.  Für  den  Fall,  wo  ein  Punkt  sich  auf 
einer  gegebenen  Oberfläche  bewegt,  ist  die  Gleichung  dieser  Oberfläche,  qj  —  0, 
die    einzige   Bedingung;    daher    reduciren    sich    die    partiellen    Determinanten, 

C  (f'  I         f'(D 

aus  deren  Quadraten  R   zusammengesetzt  werden   kann,    auf  -^  = -, ^, 

ä(f  1      öcfi  ,    d(c  1      dw  , 

-K^-  =  -7 —  T^r^-  und  -^  = T-2-,  SO  dass  ,  r         • 

«  -  i!(l^)+(t)'+(t)l 

wird.  Der  Fall  m  —  'in ,  der  freilich  in  der  Mechanik  nicht  vorkommt  (da 
die  vVnzahl  m  der  ßedingungsgleichungon  höchstens  gleich  3«— 1  sein  kann), 
ist  der  einfachste  in  Beziehung  auf  den  Deterniinanlensalz;  denn  alsdann  re- 
ducirt  sich  die  Determinante  R  auf  ein  einziges  Quadrat. 


*)    Journal  de  l'ucole  poiytecbniqne,  caii.  17. 
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Durch  die  Gleichung 

haben  wir  für  ein  durch  irgend  welche  Bedingungen  gebundenes  System  und 
für  die  erste  Lagra/tgcsche  Form  der  Dilferenlialgieichungen  den  Jlulliplicator 
des  Systems,  mithin  unter  der  Voraussetzung,  dass  alle  Integrale  bis  auf  eines 
bekannt  seien,  auch  den  letzten  Multiplicator  gefunden. 


AclitKchiite  VorlessiBsg". 

Der  Multiplicator  fi'ir  die  Bcwegungsgleicliungen  unfreier  Systeme 
in  der  HamUtonschen  Form. 

Wir  wollen  jetzt  den  3IullipIicator  der  Dill'erentialgleichung  eines  un- 
freien Systems  für  die  Haniilfonsche  Form  der  üilferentialgleichungen  aufsuchen. 
Es  sei  7'  die  halbe  lebendige  Kraft,  n  die  Anzahl  der  materiellen  Punkte,  m 
die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  und  bezeichnen  wir,  da  neben  i  auch  k 
als  reihendes  Element  gebraucht  werden  soll,  die  Zahl  3u  —  m  von  jetzt  an 
nicht  mehr  mit  h;  sondern  mit  ,».  Wir  dachten  uns  in  der  achten  Vorlesung 
p.  62  die  3«  Coordinaten  als  Functionen  von  Sii  —  m  neuen  Variablen  (ji, 
(hl  ■  ■  ■  qi„-,„  so  dargestellt,  dass  die  Ausdrücke  der  Coordinaten  in  die  Be- 
dingungsgleichungen  substituirl  diese  identisch  befriedigen,  und  erhielten  dann 
T  als  homogene  Function  zweiter  Ordnung  der  Grössen  n', ,  deren  Coeflicienten 
die  Grössen  q,  enthalten  können.      Wir   führten   ferner    die  Grössen  />,  =  -^ 

an  Stelle  der  (/[  ein  und  erhielten  so  in  der  neunten  Vorlesung  p.  71  zwischen 
den  2(3«  — 7?«)  Variablen  </,  und  p,  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
in  der  auch  für  den  Fall,  wo  keine  Kräftefunction  existirt,  geltenden  Gestall 

(l(li        öT        dp.  dr 


wo 


dt        dp^'      dt  ög-'^^" 


*=''  /       dx,  dti,  öz,  \ 


Dlese  DifTerenlialgleichungen  kann  man  auch  so  schreiben: 

op,       o)>.,  ap^  aq,        ^  dq,,       ^f 
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Wendel  man  auf  dieses  System  die  Theorie  des  Multiplicators  an,  so  ergiebl  sich 


^^     <-f+^0 


"   ~       dt     ^^    dq^    +^  ö/>, 

Da  nun  Ä'',,  7,,  Z;  für  die  Probleme,  welche  wir  betrachten,  nur  von  den 
Coordinaten  x^,  yi,  a<  abhangig-  sind  und  nicht  von  deren  DilTerentialquotienten, 
so  enthalten  auch  die  Functionen  Q^  nur  die  Variablen  (j,  und  nicht  deren 
Dilferentialquotienten  und  daher  auch  keine  der  Variablen  /;,,•  also  ist 

6Q 

tP  =  0, 

dp. 

daher 


=  0, 


dt  dp  dq.  dq-op. 

M  =  Const. 

Man  kann  also  M  gleich  1  setzen,  so  dass  der  Multiplicator  hier  denselben 
Werlh  hat,  wie  bei  dem  ganz  freien  System.  Um  den  letzten  Multiplicator  für 
diesen  Fall  anzugeben,  muss  zunächst  aus  dem  auf  die  2,«'''  Ordnung  steigenden 
System  von  Difterentialgleichungen 

■      dt         öp,  '  dt    ~       dq^  +^" 

wo  i  die  Werthe  1   bis  ,u  durchläuft,   /  eliminirt  werden,    welches,  wie  wir 

voraussetzen,   nicht    explicite  in  den  Grössen  Q,   vorkommt.     Kennt  man  von 

dem  dadurch  erhaltenen  reducirten  System  2,11—1'"'  Ordnung  2/f— 2  Integral- 
gleichungen 

CD,  =0,         tÖ,  =  0,         ...         Ö>2„_2  =  0 

mit  ebensoviel  Constanten  r;fj,  «o,  ...  «3^_o,  so  kann  man  vermöge  derselben 
alle  2,u  Variablen  q  und  p  durch  zwei  derselben,  etwa  q^  und  q^  ausdrucken; 
alsdann  behält  man  noch  die  Differentialgleichung 

öT  öT 

^dq,~^^dq,  =  0 

zu  integriren  übrig,  und  ihr  Multiplicator  ist 


da.   da.,  da2u—-i 


öq,   dq,  dqu        dp,  dp^ 
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Wenn  die  Kräfte  X,,   Y-,   Z^  die  partiellen  DilTerentialqiiotienten  einer 
Function  V  sind,  welciie  ausserdem  noch  l  expiicitc  enthalten  kann,  wenn  also 

^'•""  dx  '  '~  du.  '        ^'~  dz/' 

so  wird  Qi  = -^ — ,  und  die  Differenlialgleichungen  der  Bewegung- gehen,  (siehe 

p.  71)  wenn  man 

T-  U  =  H 

setzt,  in  die  einfache  Form  "  '  . 

d(h__dH_  dp,  _       dH 

dt    ~  diy  '  dt    ~       dq. 

über.  An  diese  Hamilfonsche  Form  der  Dilferentialgleichungen  werden  die  fer- 
neren  Untersuchungen  anknüpfen,  welche  den  Kern  dieser  Vorlesungen  bilden, 
und  zu  welchen  das  Bisherige  als  Einleitung  anzusehen  ist. 


o 


McBiiizeliiite  Yorlesiiu^. 

Die  Hamillonsche  partielle  Differentialgleiclniug  und  ihre  Ausdehnung  auf  die 

isoperimetriscliea  Probleme. 

Die  Hamiltonsche  Form  der  Diflerentialgleichungen  der  Bewegung  wurde 
in  der  achten  und  neunten  Vorlesung  aus  dem  Princip  hergeleitet,  dass,  wenn  die 
Anfangs- und  Endwerthe  der  Coordinaten  gegeben  sind,  die  Variation  des  Integrals 
l{T-\-U)dt  verschwinden  muss.  3Ian  kann  dies  Princip  allgemeiner  so  aus- 
sprechen, dass  es  auch  gilt,  wenn  nicht  die  Anfangs-  und  Endwerthe  selbst 
gegeben  sind,  sondern  andere  für  die  Grenzen  stattlindcnde  Bedingungen.  In 
diesem  Fall  ist  nämlich  nicht  die  ganze  Variation  des  Integrals  /{T+U)df 
gleich  Null  zu  setzen,  sondern  nur  der  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Theil  derselben;  die  Variation  lässt  sich  alsdann  ohne  Integralzeichen  aus- 
drücken, oder  was  dasselbe  ausdrückt,  die  Variation  von  T+U  wird  ein 
vollständiger  Dilferentiabpiolient.  Um  dies  klar  zu  machen,  müssen  wir  auf 
die  in  der  achten  Vorlesung  gegebene  Ilerleilung  zurückkommen. 

Es  sei  T  die  halbe  lebendige  Kraft  und  U  die  Kräflefunclion,  welche 
ausser  den  Coordinaten  auch  t  explicite  enthalten  kann;  man  denke  sich  die 
3k  Coordinaten  als  Functionen  von  '6n  —  m  =  ,u  neuen  Variablen  </, ,  q,,  .  .  .  c/„ 
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so  dargestellt,  dass  die  m  Bedingungsgleichungen  durch  diese  Ausdrücke  identisch 

erfüllt  werden;  ferner  sei 

T^U  =  cp, 

dann  hat  man,  da  (f  Function  der  Grössen  q^^  ...  q^,  und  </!,  ...  q^  ist, 

Es  ist  aber 

d(f> 

also,  wenn  man  zwischen  der  unteren  Grenze  r  und  der  oberen  /  inlegrirt 
und  die  der  unleren  Grenze  t  entsprechenden  VYerthe  durch  einen  oben  an- 
gehängten Index  0  bezeichnet. 


1  j-jL 


Durch  Einsetzung  hiervon  ergiebt  sich 


drp 

(lt. 


c>/.rf< = ^t '''■-^^  *'"  v%-'-5-)'"' 


dt. 


Nun  ist,  da  q,  in   U  nicht  vorkommt, 

!i\  ^'f   -   ^^  - 

ferner  verschwinden  zufolge  der  DilTerentialgleichungen  der  Bewegung  in  der 
(p.  63  gegebenen)  zweiten  Lagrangeschen  Form  die  siimmtlichen  auf  der  rech- 
ten Seite  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  Ausdrücke 

d<r  ^li      __     ÖiT+U)  dq\ 


dq.  dt  dq^  dt     ' 

daher  bleibt  für  die   gesuchte  Variation   allein    der   vom  Integralzeichen   freie 
Theil  derselben  übrig,  und  man  hat 

Nach  der  früheren  Annahme  waren  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  q  ge- 
geben,   also   J^i  =  0    und    ()Y'  =  0,    und  es  verschwand    demnach   die  rechte 
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Seile  der  lelzleii  Gleichung;  dies  ist  nach  der  «regcnwürtioen  nligeiiieineren 
Vorausselziing-  nicht  der  Fall.  Um  den  Sinn,  in  welchem  die  Variationen 
genommen  sind,  richtig  zu  verstehen,  muss  man  sich  erinnern,  dass  der  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Theil  der  gesuchten  Variation  nur  vermöge  der 
Diilerentialgleichungen  der  Hewegung,  welche  als  erliillt  angesehen  werden, 
verschwindet.  Die  Grössen  q,  und  q],  sowie  die  Grössen  p,  müssen  daher 
als  gegehene  Functionen  von  /  und  2/'  Consinnlen  hetrachtet  werden,  und 
die  Variationen  (^q,  sind  lediglich  die  Veränderungen  der  </,,  welche  ans 
Veränderungen  der  Werthe  der  2u  willluirlichen  Constanten  herrühren.  Die 
Werthe  dieser  Variationen  d'q^,  welche  der  unteren  Grenze  t  des  Integrals  ent- 
sprechen, sind  die  Grössen  d'q".  Indem  wir  das  Integral,  dessen  Variation 
hetrachtet  wird,  mit    1    bezeichnen,  also 

(2.)       F  =f(f  dt  =J[  7'+  U)  dt 

setzen,  lässt  sich  die  obige  Formel  so  schreiben: 


(3.) 


-jA<^(/:~imi KV }^IH>, 


dV 
ein  Ausdruck,  dem  noch  das  Glied  ^tt-*^^   hinzuzufügen  ist,    wenn  man  nicht 

/  als  unabhängige  Variable  ansieht. 

Diese  Darstellung  der  Variation  von  F  ist  sehr  wichtig.  Nach  Inte- 
gration der  DilTerentialgleichungen  der  Bewegung  kann  man  nämlich  sämmtliche 
Variablen  und  daher  auch  q-  als  Function  von  /  und  den  2//  Inlegrations- 
Constanlen  darstellen  und  erhält  aus  dieser  Darstellung  von  </  durcii  Ouadralur 
r  ebenfalls  als  Function  von  /  und  jenen  2ti  Constanten.  Die  Wahl  der 
Grössen,  welche  das  System  der  2ii  willkürlichen  Constanlen  in  den  Integral- 
gleichungen bilden,  steht  in  unserem  Beliehen.  Wählen  wir  dazu  die  2/(  An- 
fangswerthe  </',',  p',' ,  so  bilden  die  2/' 4-1  Variablen  /,  q,,  p,  und  die  2i/  Con- 
stanten q" ,  p"  zusammen  ein  System  \on  4'/-(-l  Grössen,  welche  vermöge 
der  Integralgleichungen  durch  2it  Beiationen  an  einander  ge!)unden  sind,  und 
von  welchen  daher  irgend  2u  als  Functionen  der  übrigen  2/'  [  1  anzusehen 
sind.  Denken  wir  uns  z.  B.  die  Werthe  der  2»  Grössen  p,,  p"  durch  die 
2n-\-\  Grössen  /.  q,,  q"  ausgedrückt  und  diese  W^erthc  der  //,'  in  F  eingesetzt, 
welches  uns  bereits  als  Function  der  2/^  +  1  Grössen  /,  q" ,  p"  bekannt  ist,  so 
ergiebt  sich  hierdurch    F=  Iqdt  als  Function  (ler2,(/  +  l  Grössen  /,  r/,.  r/,,  ... 

.lacobi,    Dynamik.  19 
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Hui  ili  y'i-!  •••  l"u-     Indem  man  diese  Dai-stelluiig'  von    F  variirl.   dabei  aber 
t  unvariirl  lässt,  wird 

Vergleicht  man   dies  mit  der  Darstellung  (3.)  von  ()'!',  so  erhall   man 

Andrerseils  ist  nach  der  in  (2.)  gegebenen  Definition  von    V 

(IV 

Aber  /  ist  in   V  erstens  explicite  enthalten   nnd  ausserdem    implicite    vermöge 
der  Grössen  (/,,  (/,,  ...  </„,-  daher  hat  man 


oder  mit  Hülfe  von  (4.1 


_  dV  _  dV       ^dV   dg, 
'P^   dt    ~    öt  +"■  öf/,    dt   ' 


0   =   -^  +  ^p,q,-<p, 


eine  Gleichung,  die  unter  Einführung  der  Function 

(5.)     V'  =  ^p,q'.-(p 


in  die  folgende 


(6.)       ^  +  ^'-0 


übergeht.  Die  Gleichung  (6.)  ist,  wenn  man  .'/'  in  der  gehörigen  Form  dar- 
stellt, eine  partielle  Differentialgleichung  für  (.  In  der  That,  die  Grössen 
</,  und  die  oben  durch  die  Gleichungen 

A  \  d(p         _        ■■ 

eingeführten  Grössen  p,  bilden,  wie  wir  wissen,  zwei  Systeme  von  Grössen, 
welche  sich  mit  Hülfe  der  Grössen  q,  und  /  durch  einander  ersetzen  lassen, 
sodass  jeder  gegebene  Ausdruck  der  3/f  +  l  Variablen  /,  tj,,  «/,',  /;,  sich  zu- 
gleich als  Function  der  2,a-f-l  Variablen  /,  q,,  (j[  und  als  Function  der  2u+i 
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Variablen  /.  q,.  p,  darslellen  lässl.     Ein  solcher  Ausdruck  isl 

(5.)       y  =  2:p,q,-(p. 

liuiein  wir  i/'  als  Function  der  Grössen  I,  q,,  p,  darstellen  und  für  die  Grössen 
/>,  nach  der    ersten    der  Gleichungen    (4.)    die    partiellen  DifTerenlialquotienten 

dV  dV 

-3—    setzen,    wird    */'   schliesslich  durch    die  Grössen  /,  </,,  q.,.  ...  q„,    -j— -, 

dV  dV 

- — .  ...  - —  aus<jedrückt,  und  die  Gleichun«-  (6.)  nimmt  die  Gestall  an: 

Oq^  oq,,  "  p    V     7 

—  +,^,(^t,q,,q,,...q,,,^,^,...^_)  =  0. 

Dies  ist  die  Hamiltonsche  partielle  DilTerenlialgleichung,  welcher  Y  —  jifdl 
genügt,  wenn  man  es  als  Function  von  /,  </,,  «jr^,  ...  <^„  und  r/i',  </Ö,  ...  9", 
ansieht.  Die  Integration  der  Diirerentialgleichungen  der  Bewegung  giebt  also 
für  diese  partielle  Difl'erenlialgleichung  eine  Lösung,  welche  /?  willkürliche  Coii- 
stanten  7',',  9!,',  ...  </',',  enthält. 

Alles  Bisherige  gilt  nicht  bloss  für  die  mechanischen  Probleme,  sondern 
auch,  wenn  (/,,  anstatt  gleich  T+U  zu  sein,  eine  beliebige  Function  von  /, 
qii  qii  ■  ■  ■  (t/j,  Qii  (}>i  ■  ■  ■  (ifi  bezeichnet.  Im  Fall  der  mechanischen  Pro- 
bleme aber  bekommt  t/',  wie  die  Entwicklungen  der  neunten  Vorlesung  bereits 
gezeigt  haben,  eine  einfache  Bedeutung.     Denn  wenn  man  in 

für  (f  den  Werth 

cp  =  T+U 

einsetzt,  wo  U  nur  von  den  Grössen  q,  abhängt  und  T  eine  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  Grössen  q,  ist,  so  wird 

dT 


^P.(l.= 

^      1    dT     _   ^rp 

.' 

V'  = 

T~U=H, 

und 

die 

partielle 

Differentialgleichung  geht  in 

er 
<5i 

i^H  =  0 

über 

'■-  ■■-    •< .'  ■  ^ 

19 
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Das  Resultat   der    bisherigen  Betrachtungen  lässt  sich  zunächst  für  die 
mechanischen  Probleme  folgendermassen  aussprechen: 
Es  sei 

tmd  U  durch  die  Grössen  p,  uiid  q^  a/isgedrückt,  so  sind 

'lg,  _    dH  (^l\  _       dH 

dt    ^  dp.  '  dt    ~       dq. 

die  Diff'erenfialf/kicliungen  der  Bewegung.  Man  betrachte  die  Bewegung  in 
dem  Intervall  r  bis  t  vnd  führe  als  willkürliche  Constanten  in  die  Integral- 
gleichungen die  Änfangswerthe  q'l.,  f/',',  ...  </'i  und  p'l.,  /^ö,  ...  p'l  ein.  Ferner 
setze  man  in  H 

-  iL 

SU  ist 

dV 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche  \  als  Function  der 
Variablen  f,  «/,,  ^2,  ■  ■  ■  (Jf,  deßnirt.     Nun  bilde  man  das  Integral 

":T+u)dt, 


/ 


wo  T-\-  U  vermöge  der  Integralgleichungeu  eine  blosse  Function  von  t  und  den 
2u  Constanten  q"^  9",  .  .  .  </'^,  p'l^  p'l,  ...  y>^  ist,  nnd  drücke  das  Resultat 
der  Quadratur  durch  t,  ^,,  q,,  ...  </„  und  q",  q%  .  ..  q'l  aus;  dann  ist  der 
so  dargestellte   Werth  des  Integrals 

V  =y"{T+u)dt 

X 

eine  Lösunq  der  partiellen  Di/ferentialgleichung 

Trilt  an  die  Stelle  von  T-^U  eine  beliebige  Function  (/-  der  Grössen  q,,  </, 
und  /,  so  müssen  zugleich  an  die  Stelle  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
diejenigen  gesetzt  werden,  welche  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden 
Theil  der  Variation  dj(pdt  verschwinden  machen.  Um  die  Analogie  voll- 
ständig zu  machen,  muss  man  diese  Differentialgleichungen  auf  diesellie  Form 
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bringen,  welche  die  Diirerentialgleicliungen  der  Bewegiuio;  durch  Hamilton  ev- 
halten  haben,  und  zwar  indem  man  aucli  liier  die  Difl'erentialquotienlen  </■  durch 
die  Grössen  pi  =  -Tp-  ersetzt,    die  Function   y>  =  ^pjj[—(p   einführt  und  dann 

ähnlich  wie  in  der  neunten  Vorlesung  verfalirt.  Bildet  man  von  der  Function 
ip  die  Variation 

und  subsliluirt  hierin  für  d(p  seinen  Werth 

der,  wenn  man  die  Wahl  der  unabhängigen  Variable  unentschieden  litssl,  auch 
ein  St  proportionales  Glied  enthält,  so  ergiebt  sich 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  von  (hp  mit  demjenigen,  vvelch(Mi  man 
erhält,  wenn  i/'  in  den  Grössen  q,,  p^  und  t  dargestellt  angenommen  wird, 
also  mit  dem  Ausdruck 

in  welchem  die  unter  der  letzteren  Annahme  gebildeten  partiellen  Dilferential- 
quotienlen  zur  Unterscheidung  in  Klammern  eingeschlossen  sind,  so  folgt  an« 
der  Vergleichung 

Durch  die  zweite  dieser  drei  Gleichungen  verwandeln  sich  die  Dif- 
ferentialgleichungen 

d^  ■    .       '  ■      "■ 

.    .  S(ii       _    dcp_  ....     .. 

dt         "    ö^' 
die  erfüllt  sein  müssen,   damit   der  unter   dem  Integralzeichen  stehende  Theil 
der  Variation  (V/ </  dt  verschwinde,  in 

dp,    _       (dvj\ 
dt     "   ~Vr?gV' 

während  die  erste  der  drei  Gleichungen  mit  ■,     ., 


"o^ 


dl         V  ap.  y 


—    150    — 

identisch  isl.  Die  Differenlialgleiclmngeii  aller  isoperimetrischen  Prohlenie,  in 
denen  sich  nur  ersle  Difl'erenlialquolienten  unter  dem  gegebenen  Integrale 
befinden,  nehmen  also  die  Form 

~dr  '^K  c)/r  /  '  dt    ^       \  dq^  y 

an.  und  die  Inlegralion  derselben  liefert  allemal  eine  Lösung  der  partiellen 
Diflerentialgleichung  erster  Ordnung 

-^  +  V'  =  0. 

Unter  Fortlassung  der  jetzt  nicht  mehr  zur  Unterscheidung  nöthigen 
Klammern  um  die  DifFerentialquotienten  y-^r—)-,  \—, — )  kann  das  für  den  all- 
gemeinen Fall  gewonnene  Resultat  so  ausgesprochen  werden: 

Es  sei  cp  irgend  eine  gegebeiie  Function  von  t,  q,,  ^o,  .  .  .  q„  und  q'i. 
^3 ,  ...   q[,,  man  führe  für  die  Di/fereiitialquofienten  q,  neue   Variable 


dcp 
ein,  setze 


P'  =    89, 


und  drücke  die  Function  i/'  durch  die  Variablen  jo,,  q,  nnd  t  aus:  dann  sind 
die  Gleichungen 

^9i  _  ^  ^  _       drp 

dt  ~  Sp.  '  dl    ~       ög. 

die  Di/ferentialgleichungen ,  tr eiche  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden 
Theil  der  Variation  ^/(fdt  verschwinden  machen.  Man  bezeichne  ferner  die 
Werthe  der  2fi  Variablen  für  die  untere  Integralgrenze  t  mit  q'l,  q"^  ...  q"^, 
/>',',  /j",  .  .  .  p",  und  führe  diese  Grössen  statt  der  willkürlichen  Constanten  in 
die  Integralgleichungen  des  Systems  ein.     Endlich  setze  man 

dV 

dann  ist  ,  >       > 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche   V  als  Function  der 
Variablen  t.  q,,  q,,  .  .  .  q^  deßnirf.     Bildet  man  nun  das  Integral 

f'qdt, 
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wo  (fj  ncrmöge  der  Iiitegrahjleichtmgeu  eine  blosse  Function  von  t  und  den  2ii 
Constanten  (/'i,  t/i-,  ■■•  (f,,,  P^U  p'U  ■•■  1'",,  '^f ,  >"'d  drückt  das  liesultat  der 
Quadratur  als  Function,  con  t,  q,,  </,,  ...  r/,,  und  </',',  q'L  .  .  .  </"„  aus:  so  ist 
der  so  dargestellte    Werth  des  Integrals 

V  =  l'\pdl  .        ,     , 

eine  Lösung  der  partiellen  Di/fcrentiulgleiclrung 

-er+'/'  =  0-     ■        -         ■ 

Der  in  Gleiclniiig  (5.)  eulhallene  Zusanimeiihaiig  tlei'  Functionen  tp  und  i/' 
stellt  eine  Art  von  Reciprocität  zwischen  denselben  her.     Setzt  man  iiänilicli 

wo 

■       ■  ''      '  '   ■  »''/-'  '     ""' 

ist,  und  (p  als  Function  der  c/,,  q\  und  t  angesehen  wird,  so  ist  gleichzeitig 

vorausgesetzt  dass  ip  als  Function  der  q^,  p,  und  /  angesehen  wird;  daher 
hal   man   aucli 

(7.)    '  <P  =  ^P'^-n',  '   . 

in  welcher  Gleichung  an  Stelle  der  p,  die  Grössen  q\  vermittelst  der  Gleichungen 

einzuführen  sind.  .Man  kann  also  durch  Gleichung  (7.)  zu  jeder  gegebenen 
Function  ip  von  t  und  von  den  Grössen  q,  und  p,  eine  zugeordnete  Function 

(p  von  /  und  von  den  Grossen  </.  und  q\  hnden;  demnach  stellt  die  Gleichung 

dV 

-3— -f- 1/^  =  0  die  allgemeinste  partielle  Dillerentialgleichung  erster  Ordnung  dar, 

welche    I    als   Function  von  /,    r/i,    </,,    ...    q„  delinirl,  V  selbst  nicht  enthalt 

dV 
und  nach  -rr-  aufgelöst  ist.     Es  liegt  iiierin  ein  merkwürdiger  Zusammenhang 

zweier  weil  aus  einander  liegenden  Probleme,  der  isoperimetrischen  Probleme 
der  betrachteten  Ar!  und  der  Integration  der  partiellen  Dillerentialgleichungeu 
erster  Ordnung.  Dieser  Zusammenhang  lässt  sicli  auf  die  übrigen  isoperime- 
trischen Probleme,  in  welchen  sich  höhere  als  die  ersten  DilFerentialquotienlen 
unter  dem  Integrale  befinden,  ausdehnen. 
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SV 
Die  gefundene  Lösung-  der  partiellen  Differentialgleichung  -^ — \-yi=zO 

enliiäll,  wie  wir  gesehen  haben,  die  //  willkürlichen  Constanfen  q'l,  q'L  ...  q",, 
und  da  in  </'  die  Grösse  F selbst  nicht  vorkommt,  so  kann  man  zu  dieser  Lösung 
V  noch  eine  willkürliche  Constante  addiren  und  hat  dann  eine  Lösung  mit 
fi  +  \  willkürlichen  Constanten.  Die  Lösung  T'  isl  daher  das.  was  man 
eine  vollständige  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
nennt:  denn  eine  solche  muss  so  viele  von  einander  unabhängige  Constanten 
enthalten,  als  von  einander  unabhängige  Variable  in  der  Differentialgleichung 
vorkommen. 

Sowie  nun  die  Integralion  der  betrachteten  isoperimetrischen  oder  Be- 
wegungsgleichungen diese  vollständige  Lösung   der  partiellen  Differentialglei- 

dV 
chunff  -^^  +  V'  =  0  liefert,  so  kann  man  umgekehrt  aus  der  als  bekannt  vor- 
ausgesetzten   vollständigen    Lösung    die    Integralgleichungen    der   betrachteten 
isoperimetrischen  oder    mechanischen  Differentialgleichungen  bilden,  und  zwar 
sind  dieselben  in  den  bereits  oben  gegebenen  Gleichungen 

(4.)       ^=P>,     ^-~P' 

enthalten,  welche  auch  im  Fall  der  in  Rede  stehenden  isoperimetrischen  Pro- 
bleme gelten.  Wir  haben  also  die  Integralgleichungen  unter  derselben  Form 
dargestellt,  wie  früher  die  Differentialgleichungen,  nämlich  durch  die  partiellen 
Diff'erenlialquotienten  ehier  Function  V.  Dies  ist  die  Erfindung  Hamiltons^ 
welcher   die  Function   F  mit  dem  Namen  the  prhicipal  function  belegt.      Das 

dV 
zweite  in  (4.)  enthaltene  System  von  Gleichungen  ^5-77  =  —p"  giebl  die  wahren 

8V 
Integralgleichungen,    das  erste  System  -^=Pi   giebt    die  Grössen  p,  oder  </, 

in  /  und  q,  mit  ii  Conslanten  9";  dies  ist  das  System  der  ersten  Integral- 
gleichungen, aber  es  ist  von  grosser  Wichtigkeit,  dass  auch  diese  durch  die 
partiellen  Dff'erentialquolienten  von  T"  dargestellt  werden  können.  Wie  wir 
später  zeigen  werden,    brauchen  die  11  in    V  enthaltenen  Conslanten  nicht  die 

Anfangswerthe  (/''  zu  sein,  sondern  wenn  man  nur  überhaupt  eine  vollständige 

dV 
Lösung  T    der  partiellen  Differentialgleichung  ^^  +  i/'  =  0  mit  irgend  welchen 

Constanlen  kennt,  so  lassen  sich  immer  die  Integralgleichungen  durch  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  dieser  Lösung  nach  den  in  ihr  enthaltenen  Con- 
stanten darstellen. 
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Hamilton,  der  seine  Erfindung  in  zvvoi  Abhiindhinijcn  in  den  piiilo- 
sopliical  Transaclions  *)  dargestellt  hat,  definirt  )'  nicht  1)Iüss  durcli  die  eine 
partielle  Dill'erentialgleichung  -7y~  +  i/'  =  0,  sondern  er  stellt  zugleich  noch  eine 
zweite  partielle  Diirerentialgleicliung  auf,  welcher  I'  ebenfalls  genügen  soll, 
die  man  aber  fortlassen  kann,  weil  sie  sich  aus  der  schon  aufgeslelllen  her- 
leiten lässl,  und  deren  Hinzufügung  nur  der  Untersuchung  ihre  Einfachlieil 
nimmt,  da  die  Frage  der  Beslimniung  einer  Grösse  durch  zwei  simultane  par- 
tielle DiH'erenlialgleichungen  bei  den  jetzigen  Mitteln  der  Analysis  im  Allge- 
meinen nicht  beantwortet  werden  kann. 

Um  diese  zweite  partielle  Dilferentialgleichung   aus    der   schon   gefun- 

vV 
denen  -37  +  ^^  =  0  herzuleiten,    brauchen  wir  folgenden  leicht    zu  beweisen- 
den Satz: 

Es  sei  ein  System  von  n  gewöhnliehen  Differenlialgleichnnijen  zwischen 
den  M  +  1  Variablen  l,  a-j,  .r,,  ...  x„  vorgelegt,  die  dem  Anfangswerthe  t  von 
t  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Variablen  seien  x",  x%  .  .  .  x'',,  und  man 
habe  dem  System  der  vorgelegten  Difl'erentialgleichmtgen  durch  das  System  der 
IntegralgleiehungeH 

X,   =  f,{t,T,xl4,----r':^. 

Xi    ^=    /  2  (^  (,  T,  Xj  ,  iE.!  ,  .  .  .  X„  j ,  ^  . 


(A.) 


,  ^1,     /«  {'•}  "^f   •'^l'i   "^i  1    •  •  •   •^n) 


genügt.  Dann  erhält  man  durch  Vertanschinig  der  Variablen  t,  ;ri,  .Tj,  ...  x„ 
mit  ihren  Anfangswerthen  t,  a;",  o-!.',  .  .  .  x',',  ein  gleichbedeutendes  System 
von  Integralgleicliungen,  so  dass  man  das  lastige  Geschäft  der  Elimination  ganz, 
ersparen  und  die  Integralgleichungen  nach  den  willkiirlichen  Constanten  auf- 
gelöst ohne  weitere  Rechnung  so  darstellen  kann: 


{B.) 


X-l    —    /i  (t,  t,  X,,,  X-2  1  ...  X„), 
'  X2    =    /.>  (Tj  t,  Xi  1  X21  ...  x„) , 


'  3-'„'    =    f,  (t,  t,  .J-,  ,  3".  .  .  .  .  X„). 

Der  Beweis  dieses  Salzes  ist  folgender:    Genügt  dem  gegebenen  System  von 


*)    1834.  P.  IL,  und  1835.  IM. 

Jacobi,    Dynamik.  lii) 
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Differenlialgleichungen  das  Syslem  der  Integralgleichungen 

ixi  =  F,{t,  «,,  «0,  ...  «„), 
l-ro  =  F,(/,  «,,«2,  ...  a„), 

\a-„  =  F„{t,ai,an,  ...  «„), 

so  folgt  hieraus  zwischen  den  Anl'angswerthen  dasselbe  System  von  Gleichun- 
gen, nämlich 

ix'l   =    Fi{t,  «1,  «3,  ...  ß„), 

\x'^   =    F,\T,  «i,«2,  ...  «„). 

Das  System  (J.)  niuss  aus  (C.)  und  (Z>.)  durch  Elimination  von  «j,  ß^,  ...  «„ 
hervorgehen.  Aber  die  Systeme  (C.)  und  (/).)  gehen  in  einander  über,  wenn 
man  t  mit  r  und  zugleich  a-,  mit  .r",  .e,  mit  a-",  ...  a;„  mit  ;r'|  vertauscht; 
folglich  muss  man  in  (A.)  eben  diese  Verlauschung  vornehmen  können,  und  das 
aus  derselben  sich  ergebende  System  (/?.)  muss  mit  (A.)  gleichbedeutend  sein. 

Aus  diesem  Salze  liisst  sich  eine  bemerkenswerthe  Folgerung  ziehen. 
Die  Gleichungen  (B.)  sind  Integrale,  d.  h.  solche  Integralgleichungen,  die, 
wenn  man  sie  dilferenliirt  und  die  DilFerenlialgleichungen  zu  Hülfe  ruft,  ein 
identisch  verschwindendes  Resultat  geben.  Von  den  Gleichungen  (A.)  hin- 
gegen enthält  jede  u  Constanten,  von  denen  keine  überflüssig  (supervacanea) 
ist*).  Daher  erhält  man,  wenn  man  eine  derselben,  z.  B.  x,=fi[t,T,x"i,X2,...x',l)^ 
dilTerentiirt,  die  DilTcrcntialffleicbungen  zu  Hülfe  ruft  und  diese  Operation  fort- 
setzt, nach  und  nach  alle  Integralgleichungen.  Einen  solchen  Nutzen  kann 
man  im  Allgemeinen  aus  derKenntniss  eines  Integrals,  Const.=F(<,  T,Xi,a;,,...a-„), 
wo  T  einen  besonderen  Wert!»  von  /  bedeutet,  nicht  ziehen.  Ereignet  sich 
aber  der  Fall,  dass  die  Constante  gerade  der  dem  Werthe  r  von  t  ent- 
sprechende Werth  der  einen  Variable,  x,  z.  B.,  ist,  so  kann  man  aus  dem 
einen  Integral  mit  nur  einer  Constante  alle  Integralgleichungen  herleiten.  Dieser 
Fall  tritt  ein,  sobald  sich  für  t  —  r  die  Function  F{f,T,  x^^  x,, ...  x„)  auf  j, 
reducirt;  alsdann  kann  man  nach  obigem  Satz  die  Variablen  mit  ihren  Anfangs- 
werlhen  vertauschen  und  erhält  daher  aus  dem  einen  Integral 

Const.   =  F{t,  T,Xi^  Xn^  ...  x„) 

*)    Siehe  die  Abhandlung  „dilucidationes  de  aequatt.  d\Ü'.  vulg.  svstematis",  Crellea 
Journal,  Bd.  23. 
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die  Integralgleichung 

aus  welcher  sich  durch  successive  Differenlialion  alle  übrigen  herleiten  lassen. 

Wir  wollen  nun  sehen,  was  hei  der  Vcriauschung  der  Variablen  mit 
ihren  Anfangswerlhen  aus  T  wird.  Die  hetrachleten  isoperinielrischen  oder  dy- 
namischen Dill'erenlialgleichungen  seien  durch  das  System 

9^  =  Xu[t;  «1  ,  «2 ,  ■  •  •  OiJ ,        Pf,  =  <«„  [1^  «, ,  «o ,  .  .  .  «,„) 

integrirt.    Man  hat  dann  zugleich,  indem  man  für  /  den  Anfangswerth  t  setzt, 

</"  =  Z2  (t,  «1 ,  «3 ,  •  •  •  «v)  -        /^"  =  '"-'  (T,  «1  •,  «2  ,  •  •  •  «2^,)  , 
41.  =  XA'^,  «, ,  «2 ;  . . .  «,,„) ,       p"^  =  (ö^Xr,  ß. ,«.,.. .  Cf2„) , 


und  es  ist 


V  = 


=y  cpdt, 


wo  (p  eine  Function  von  /,  9,,  ^^^  ■  ■  •  9^0  /^i,  P2,  ■  •  •  j»^,,  also,  nach  Ein- 
setzung der  Werihe  von  «y,,  ...  q^,  p,^  ■  ■  p„  aus  den  Integralgleichungen, 
eine  blosse  Function  von  /,  «,,  a.^,  .  .  .  a^,,  ist.     Man  kann  demnach 


/' 


([dt      =       <#»(/,    «j,    «2,    ..   .    «2;,) 

setzen  und  erhält 

V=J   (pdf=<P(Lai,...a,^)-(f>{T,a,,...ay,). 

T 

Die    auf    diese    Weise    bestimmte    Grösse    V  wird    eine    vollständige   Lösung 

dV 
der  partiellen  Dill'erenlialgleichung  -^+i/'  =  0,    wenn   vermöge    der   obigen 

2ti  Gleichungen  für  ry,,  9,,  ...  f]^,  </',',  q%  ...  q",  die  Conslanten  «,,  «2,  ...  a^y 
eliminirl  worden  sind.  Aber  von  diesen  2«  Gleichungen  geht  die  eine  Hälfte 
in  die  andere  über,  wenn  man  I  mit  t  und  die  Grössen  q,  mil  den  Grössen 
41  vertauscht.  Daher  muss  jode  der  Grössen  f/,.  r^^,  ...  n.,^  als  Funclion  von 
t,  qi,  q,,  ...  q^,.  t,  (/',',  «/",  ...  q'l  ausgedrückt  von  der  Beschalfenheil  sein, 
dass    sie    ungeänderl   bleibt,    wenn   /  mit   r.    q^  mit  q'l^    q,  mil  «/",   ...  q,,  mil 

20* 


♦  • 
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q"^  vertauscht  wird.  Berücksichtigt  man  dies,  so  erhellt,  dass  durch  diese  Ver- 
tauschung 

in 

0(t,   ßj,   «2,   ...   «,^)— *(^,    et,,   «2,   •••   «>) 

d.  h.   in  —  V  übergeht. 

Bei  allem  Bisherigen  haben  wir  keine  besondere  Hypothese  über  die 
üillerenlialgleichungen  gemacht.  Jetzt  müssen  wir,  um  den  von  Hamilton  be- 
trachteten Fall  zu  erhalten,  annehmen,  dass  q^  die  Variable  /  nicht  explicite  ent- 
hält. Dieser  Fall  tritt  in  der  Mechanik  ein,  wenn  die  Zeil  /  nicht  in  der  Kräfte- 
function  t/"  und  demzufolge  auch  nicht  in  ip  =  H  =  T—U  vorkommt.  Dann 
tritt  in  die  Diilerenlialgleichungen  der  Bewegung 

dt:dq,:dq,:...:dq..:dp,:...:dp.,  =.   1  :  3^  •  5^ ö^  '  ~  5^ ~W. 

f  nur  durch  sein  Differential  ein;  durch  Fortlassung  von  dt  und  1  eliminirt 
man  die  Zeit  ganz,  drückt  nach  Integration  des  übrig  bleibenden  Systems  alle 
Variablen  durch  eine  z.  B.  f/,  aus  und  bestijnmt  diese  letztere  als  Function 
der  Zeit,  indem  man  die  aus  der  Differenlialformel  , 

dt  =  ^ 

drp 

durch  Quadratur  hervorgehende  Gleichung 


-r 


nach  </,  auflöst.  So  erhält  man  q^  als  Function  von  t  —  r,  und  da  die  übrigen 
Variablen  bereits  als  Functionen  von  r/,  ausgedrückt  sind,  so  hängen  sämmtliche 
Variablen  nur  von  der  Differenz  t^r  ab.  Dies  gilt  auch  von  der  Function  V, 
welche  ebenfalls  die  beiden  Grössen  t  und  r  nur  in  der  Verbindung  0  =  t  —  x 


enthält,  und  man  hat  daher 


dl    ~       dr   ^   80 


Werden  nun  die  Grössen  /,  q,^    </, ,  ...  q„  mit  ihren  Anfangswerthen  r,  q[^ 

dV 
«72,    •  •  •  (j"u   vertauscht,    so    geht   l    in  —  V,   0   m   —6   über,    und    ^^  bleibt 

unverändert.    Bezeichnet  ferner  %  den  Werth,  in  welchen  ip  übergeht,  wenn 

dV  dV 

die  Grössen  </,  und  ^,  = -^—  mit  den  Grössen   q"   und  /'','=— -^-77  vertauscht 
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werden,  so  geht  die  Gleichung 
in 

über.  Dies  ist  die  zweite  Hamiltonsc\\e  partielle  Diflerenlialgleichung,  von  der 
wir  also  nachgewiesen  haben,  dass  sie  aus  der  zuerst  aufgestellten  durch  Ver- 
tauschung der  Variablen  mit  iiiren  Anfangswerthen  abgeleitet  werden  kann. 


Nacliweis,  dass  die  aus  einer  vollständigen  Lösung  der  Hainillonschen   partiellen  Diffe- 
rentialgleiciiung-  abgeleiteten  Integralgleicliungcn  dem  Systeme  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen wirklich   geniigen.     Die  HamiltonAclic  (Jlelcliung  iür  den  Fall 

der  freien  Bewegung. 

Wir  wollen  jetzt  den  umgekehrten  Weg  einschlagen  und  nachweisen, 
wie  man,  von  der  betrachteten  partiellen  Differenlialgleichung  ausgehend,  zu 
den  dynamischen  oder  isoperimetrischen  DilFerentialgleichungen  gelangen  kann. 

Es  sei 

eine  beliebige  partielle  Diß'erentialgleiehung    erster  Ordnung,    welche    V  selbst 

nicht  enthält,  so  dass  ip  irgend  eine  Function  der  Grössen  t,  </, ,  fy. ,   ...   q^ , 

dV 
p,,  />_, ,   ...  p,,  ist,  wo  p,  =■ -^ — ,•   man   kenne    eine   vollstäi/dige  Lösnvg    \    der 

partiellen  üi/ferentialgleiehung  (l.j,  d.h.  eine  Lösung,  welche  ausser  der  mit 
V  durch  Addition  verlruiidenen  noch  ,(i  willkürliche  Conslanfen  «,,  a^,  ...  «„ 
enthält.     Setzt  mau  nun 

wo  ßi ,  /:?2 ,  ...  /?„  neue  willkürliche  Constanten  bedeuten,  so  sind  diese  Glei- 
chungen verbunden  mit  den  Gleichungen  , 

dV  _  ev  _  dV  _ 

'd^-P''       dq,  -P''      ■    ■    ■       dqu~P' 
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die  Integralgleicimngen  des  Systems  von  Differentialgleichungen 

^   ''         dt         ö/j.  '       dl    "       dq, 

iDO  i  die   Werthe  1,  2,  ...  ,//  annimmt. 

Bei  dem  Beweise  dieses  Salzes  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dass, 
wenn  die  als  bekannt  vorausgesetzle  vollständige  Lösung  für  V  in  die  partielle 
Differentialgleichung  (1.)  eingesetzt  wird,  die  linke  Seite  derselben  eine  identisch 
verschwindende  Function  der  Grössen  /,  ^i,  ^o,  .  .  .  «j»^,  «i,  ß,,  .  .  .  a^  wer- 
den muss,  und  dass  demnach  ihr  nach  einer  dieser  Grössen  genommener  par- 
tieller DilTerenlialquotient  ebenfalls  identisch  verschwindet. 

Um  die  erste  Hälfte  der  Differentialgleichungen  (3.)  aus  den  Glei- 
chungen (2.)  herzuleiten,  verfahren  wir  folgendermassen.  Indem  wir  die 
Gleichungen  (2.)  nach  /  vollständig  differeutiiren,  erhallen  wir  das  System  von 
Gleichungen 

0   =     ^^^    I       ö"y     dg,  d"-V      dg,  d"-V      dg, 

da^dr    da^dg,     dt   '^  da^dq,     dt    "^       '^  da^dq,,    dt    ' 

lo  =     ^"^    I      ö^-V      dg,  d"-V      dg,  d'V     dg, 

(4.)        /  da^dt'^  da.^dg,     dt   '^  Öa^dg,    dt    '^      ^  da^dg,    dl    ' 

0  =     ^^>^    1       ö'V     dg,  8^V      dg,  ^      d'V     dg, 

da^dt      dcCf^dq,     dl        da,,dq,    dl  da^dq,,  dt 

Es  würde  nun  darauf  ankommen,  diese  in  Beziehung  auf  —p-.  ——^  . .  .   —^ 

dt  ^     dl  dt 

linearen  Gleichungen  aufzulösen  imd  zu  zeigen,    dass    die  aus  der  Auflösung 

hervorgehenden  Werthe  mit  den  Grössen  -^^  -^, — ,  .  .  .  -t—    identisch    sind. 

dp,       dp,  dpa 

Aber  diese  Identität  wird  sich  auch  ohne  Auflösung  linearer  Gleichungen  er- 

dq  dw 

geben,  wenn  man  nachweist,  dass  die  Grössen  —r^  und  die  Grössen  -^  dem- 

(//  äp^ 

selben  System   linearer  Gleichungen   genügen.     Zu    diesem  Nachweis    müssen 

dV 
wir  die  partielle  Differentialgleichung  -^+(/'  =  0    nach   den    Gonstanten    «i, 

r(2,  ...  r/^,  partiell  differeutiiren  und  hierbei  bedenken,  dass  von  den  Grössen 

QV 
t,  q,  und  p^  =  -T—,  deren  Function  y  ist,  nur  die  letzteren,  also  p,,  die  Gon- 

stauten  «i,  «j,  ...  ß^,  enthalten.     Die  Diflerentiation  nach  «,  ergiebl 

Q  ^     d'V        dxp  dp,       öip  dp,  _. .    dip  dp  f. 

dtäa^       dp,     da^        dp,    da.  dp,,  da^  ' 
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und  da  p,  =  -7—.  »,  =  -tt— ,  ...  »„  =  -r— ,  also  ^:r—  =  .,  ^  ,  so  erhall  man 
aus  dieser  Gleichung  für  i=  1,  2,  .  .  .  ft  ein  System  von  linearen  Gleichungen, 
welches  sich  von  dem  System  (4.)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  Grössen  -^ 

an   die  Stelle   der   —  getreten  sind.     Hieraus  schliessen  wir  — 7;-  =  -ä— • 

Zur  Ableitung  der  zweiten  Hälfte  der  Differentialgleichungen  (3.),  also 
der  Gleichungen  —rj-  =  —-^^    rufen  wir  die  zweite  Hälfte    der  Integralglei- 

chungen  zu  Hülfe,  d.  h.   die  Gleichungen 

dV 

welche  das  System  der  ersten  Integralgleichungen  bilden ,  indem  sie  Re- 
lationen zwischen  den  Grössen  q,  und  q\  mit  u  willkürlichen  Constanten  dar- 

BV 
stellen.     Die  Gleichung  />;  =  -^—  giebt,  nach  /  vollständig  differentiirt, 

dp,    _     d'F  d'-T      dg,  B''V      dg,  d'V     ^g^ 

dt     ~   dg^dt^  Sgbg,     dl   ^  d?,ö(/,     dl  '"'         ^  ^^fi^i,.    <(l 

£,  .      .,  .    ...        d'V  d'V  d'V  ,.       dp,      dp.,  "5/) 

Schreiben  wir  für  ^^-^ — ,  -^-^ — ,  .  . .  -5-^ —  respective  ~-,  -5—,  - . .  ^— 

und  benutzen  die  schon  gefundenen  Gleichungen   -jT  ~  1^ — 1  ~df''^'dir^    ''' 

dqu       d\p  •  I ,     •  1 

—r-  =  -^ — ,  so  ergiebt  sich 
dt        dpf,  ■  " 

#,    _      8'V        8p,    dip       dp,   Brp  dp^  8,ij 

^^■^         dt     ~    dg^dt  +  d(/,  dp,  "^  dq,  dp.,  ^"  '^  dg,  op^^  ' 

Indem  wir  andrerseits  die  Gleichung  -^  +  */'  =  0   partiell    nach    q,   dilferen- 

tiiren,   finden   wir: 

_      d'V        drfJ  dp,        dxV   dp,  ,ÖiA;.5p^i^ 

"  ~   dg,dr   dp,   dg,  +  dp,   ög,^'"^  dpu  dg^  '^  dg,  ' 

und  diese  Gleichung  von  (5.)  abgezogen  fülirl  zu  dem  Ergebniss 

dp,    _        div  _ 
llT  ~   ~  dgj 
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Hiermil  isl  auch  die  zweite  Hälfte  der  Diilerenlialgleichungen  (3.)  hergeleitet, 
also  der  oben  aufgeslellle  Salz  vollständig  bewiesen.  Es  ist  wichtig,  dass 
nach  dem  erhaltenen  Ergebniss  die  in  )  enthaltenen  //  Constanten  willkürlich 
gewählt  werden  können  und  nicht  die  Anfangswerlhe  q'l^  q%  ...  q'l  zu  sein 
brauchen;  denn  zur  Einführung  der  Anfangswerlhe  hat  man  Gleichungen  auf- 
zulösen oder  Eliniinalionen  zu  bewerkstelligen,  in  den  meisten  Fällen  also 
lästige  Operationen  auszuführen,  denen  wir  jetzt  überhoben  sind. 

Ein  Punkt  des  vorstehenden  Beweises  verdient  eine  nähere  Erörterung. 

d(j 
Indem  wir  sahen,  dass  die  für  die  Grössen  -~-   aufgestellten  Gleichungen  (4.) 

auch  für  die  Grössen  - —   gelten,    schlössen   wir   hieraus,    dass    die   Grössen 

- — '-  und  — —  einander  gleich    sind.      Zu    diesem  Schlüsse   sind   wir    aber  nur 
dl  cp  " 

dann  berechtigt,  wenn  die  Grössen  -jj-  durch  das  System  linearer  Gleichun- 
gen (4.)  endliche  vuid  vollständig  bestimmte  Werthe  erhalten.  Dies  findet  nun 
bei  einem  System  linearer  Gleichungen  immer  stall,  sobald  die  Gleichungen 
sich  nicht  widersprechen,  oder  sobald  nicht  eine  oder  mehrere  eine  Folge  der 
übrigen  sind.  Im  ersten  dieser  Fälle  werden  die  Werthe  der  Variablen  un- 
endlich, im  zweiten  Falle  unbestimmt;  beide  unterscheiden  sich  nur  durch  die 
Werthe  der  ganz  constanlen  Terme,  denn  gesetzt,  die  lelzle  Gleichung  eines 
Systems  folge  aus  den  übrigen,  so  müssen  diese  mit  gehörigen  Coefticienlen 
mulliplicirl  und  addirl  die  letzte  geben.  Aendert  man  nun  in  der  letzten  Glei- 
chung den  ganz  conslanten  Term  um  eine  beliebige  Grösse,  so  folgt  sie  nicht 
mehr  aus  den  übrigen,  sondern  widerspricht  ihnen.  Beide  Fälle  kommen  also 
darin  überein,  dass,  wenn  man  die  ganz  constanlen  Terme  auf  die  linke  Seite 
schafft,  die  rechte  Seite  der  einen  Gleichung,  etwa  der  letzten,  sich  als  die 
Summe  der  rechten  Seiten  der  mit  gehörigen  Factoren  mulliplicirten  übrigen 
Gleichungen  darstellen  lassen  nuiss.  Indem  man  für  die  in  der  letzten  Hori- 
zonlalreihe  stehenden  Coefficienlen  die  hieraus  hervorgehende  Darstellung  ver- 
möge der  übrigen  einsetzt,  zerfällt  die  Determinante  R  der  in  Rede  stehenden 
Gleichungen  in  eine  Summe  von  Determinanten,  deren  jede  zwei  zusammen- 
fallende Horizontalreihen  besitzt,  also  verschwindet.  Es  wird  daher  auch 
R~0,  und  der  Ausnahmefall,  in  welchem  der  obige  Beweis  ungültig  wird, 
tritt  also  (insofern  die  Coefficienlen  der  linearen  Gleichungen  endlich  bleiben, 
was  wir  immer  annehmen)  nur  dann  ein,  wenn  die  Determinante  der  linearen 
Gleichungen  verschwindet.    Die  Coefficienlen  der  linearen  Gleichungen  (4.)  sind 
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ß«!  Ö7,  '  da,  dq^'' 


dctuöq^  '  dccf^dq,  ' 

folglich  kann  man  iiire  Deterniinanle  auf  die  nachstehende  doppelle  Weise, 


als  Funclionaldelerniinanle  darstellen.    Wäre  nun  i?  =  0,  so  wären  nach  No.5  der 

dreizehnten  Vorlesung'  (p.  102)  die  Grössen  - — ,  -, —  ,  ...  -^ — .  als  Functionen 

^'  ^  da,      da^  ■  da,, 

von  q, , </,,...  ^„  betrachtet,  nicht  unahhängig  von  einander,  d.  h.  es  niüssle  zwischen 

dv    dv       '    dv  ,    •      ^,  .  , 

^ — ,  -r — ,  ...  -TS — ,   ßj,    ß^,  ...  f/„,  /  eine  (jleichunof  exislu'en,    welche  «,, 

da,       0^2  da,/       •■■)       -i  ui  ©  •>  i'i 

^2,    ••  •  qf,   nicht  enthielte.     Aus  der   zweiten  Darstellung  von  H  folgt,    dass 

dann  zugleich  zwischen  -^— ,  ^ — ,  ...  ^— ,  </, ,  q,,  ...  q^,,  t  eine  Gleichung 

exisliren  müsste,  welche  ßj,  ß,, ...  ß„  nicht  enthielte,  in  welcher  doppelten  Deu- 
tung übrigens  ein  allgemeiner  Salz  über  Functionen  von  2u  Variablen  ly,, 
^,, ...  q^,  ß,,  ß2,  ...  ß^,  enthalten  ist.    Man  hätte  also  eine  Gleichung  der  Form 

n         i?ft  öF     dV  dV\ 

d.  h.    eine    partielle   Differentialgleichung   erster    Ordnung,    welcher   die   vor- 

dV 
ausgesetzte  Lösung    1    genügen    müsste,    und   welche  -3—  nicht  enthält.    Dies 

dV 
ist  aber  unmöglich,  wenn  1   wirklich  eine  vollständige  Lösung  von  -^ — [-)/'  =  0 

sein  soll.      Damit  nämlich 

'  =  A<. ']i-,q2t  ■■■  qu, «n ^2-,  ■■■  «,,)  +  c 

dem  Begriff  einer  v ollst a  11  difjcii  Lösung  genüge,  ist  es  nothwendig,  dass  man 
zur  Elimination  der  ,«+1  Constanlen  ß,,  ß,,  .  .  .  ß^,  6' alle  u+l  Differential- 
quotienten 

ÖF^^ 
^"•^         dl  dt   ' 

brauche.     Kann  man,  auch  ohne  die  Gleichung  -77-  =  -^    anzuwenden,    alle 

^     dt  dt 

Jacabi,    Dynamik.  21 


dV        df 

dv      df 

dV 

öf 

dq,          dq,   ' 

dq,   -   dq.,  '    • 

S(if, 

^(lf> 

,:"\' 


„  dV  .  dV        ^dV  „  dV  „  ÖF        ^dV  t 

~    öy,        ö(/.,  dq,i  da,       da.,  da^,    ' 


>>  ■ 


—     162    — 


„/,  öv    dv        dv\       .- 


(i+i   Conslaiiten  eliniiniren,  so  dass  man  auf  eine  Gleichung  der  Form 

dV      dV  dV^ 

■■"dq,    ■>dq,   '■■■   dq,^ 

kommt,  und  neiimen  wir  an,  bei  der  Elimination  der  Conslanlen  könne  man 
von  den  Gleichungen  (6.)  nicht  mehr  als  die  eine  ^^-  =  -7/-  missen,  wahrend 

"  Ol  öl 

jede  der  ili)rigen  Gleichungen  -?, —  = -~-  dabei  erfordert  werde,  so  muss  es 
möglich  sein,  einer  der  Conslanlen  k,,  a.^  .  .  .  a^  einen  besonderen  Wertb 
beizulegen,    ohne  dass  eine  der  Gleichungen  —-. —  =^^t-    zur   Elimination    der 

Conslanlen  erforderlicli  zu  sein  aufhört.  Denn  zwischen  u  Gleichungen  kann 
man  im  Allgemeinen  nur  ,<?— 1  Grössen  eliminiren.  Die  Conslanle,  der  man 
den  besonderen  Werlh  beilegte,  ist  daher  überflüssig  (supervacanea),  und  die 
Function  /'  ist  so  anzusehen,  als  enthielte  sie  nur  ,»—1  Conslanlen.    Daher  ist 

V=f+C   nicht   eine  vollstäudige   Lösung   der    partiellen  DilFerentialgleichung 

dV 
-^+i/'  =  0,    sondern    nur  der  Gleichung  F=0,  was  unserer  Voraussetzung 

widerspricht.  Die  Determinante  /?  kann  also  nie  Null  werden,  mithin  ist  der 
Schluss,  den  wir  bei  dem  Beweise  der  Gleichungen  (3.)  machten,  gültig. 

Wir  wollen  zum  Schluss  dieser  Vorlesung  die  partielle  DifTerenlialglei- 

dV 
chung  -T— -|-(//  =  0  für  die  freie  Bewegung  von  n  materiellen  Punkten  wirklich 

aufstellen.  In  diesem  Fall  ist  if  =  T—U,  für  die  Grössen  q  sind  die  3w  Coor- 
dinalen  ,r,,  y,,  z,  zu  setzen,  und  es  ist  r=  ]JS';rt,(a-['+y]'+s'');  daraus  folgt 

nach  den  Gleichungen  ju  =  ^^-y,    dass   an   die  Stelle   der  Grössen  p   hier   die 

'^  dV 

Grössen  m,x,,  m,y',,  m^z\  treten.     Da  gleichzeitig  p  = -y~   '"^^  setzen    ist,    so 

!ial   man  die  Gleichungen 

dV  .  dV  ,  dV 

(»der 

'-J__^  ,_    i    dV_  _,  _    1    aF 

'        7)1.  dx.  '  •^'        m    dir  '  ""'        m    dz. 

Dies  in  T  eingesetzt  giebt 

und  da  U  eine  blosse  Function  der  Zeil  und  der  Grössen  7  d.  h.  der  Coor- 
dinaten  .r, ,  q,,  und  z,  ist,  so  hat  man 
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Dies  isl  die  parliollo  DifTerentialffleichiing-  erster  Ordnung,  von  deren  Lösung- 
die  Inlogralion  der  Difl'erenlialo|eicliinig-en  der  l>ewegung-  in  dem  Fall  abliiingl, 
wo  die  Bewegung  ganz  frei  isl,  und  wo  eine  Krärierunclion  U  exislirl,  welche 
ausser  den  Coordinaten  auch  die  Zeit  /  explicile  enthalten  darf.  Hat  man 
eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung  (7.)  d.  h.  einen  Werlli  von  ],  der 
ausser  der  zu  ]' hinzuzufügenden  Constante  3re  Conslanten  (t,  ,  o, ,  ...  «3,,  entliält, 
so  sind  die  für  «=1,  2,  ...  3»  gellenden  Gleichungen 

die  Integralgleichungen  der  für  i=  1,  2,  .  .  .  n  geltenden  DiH'erenlialgleichun- 
gen  der  Bewegung 

,„   f'H         6U  <lll,         du  d'-i         du 

iW         dx.  '         '   df-  du.  '         '   df  Ö5.  • 

deren  erste  Integralgleichungen  in  dem  System 

•     dV  (f-r,  dV  (!'!/,         dV  ('-, 


öx.  dl    ^       oy^  dl  oz^  dt 


enthalten  sind. 


Siiiiindzuauzi^ste  Yorle^iiug-. 

Uutersucbuug  des  Falles,  wo  t  nicht  explicite  vorkommt. 

Eine  besondere  Betrachtung  erfordert  der  schon  oben  hervorgehobene 

Fall,  in  welchem  /  in  1/'  nicht  vorkommt.     In  diesem  Fall  kann  die  partielle 

dV 
DiHerenlialgleichung  -— -4-i/'  =  0  auf  eine  andere  mit  einer  Variable  weniger 

zurückgeführt  werden.  Dies  beruht  auf  einer  sehr  merkwürdigen  Transfor- 
malion der  partiellen  Differentialgleichungen,  durch  welche  die  eine  der  un- 
abhängigen Variablen  und  der  nach  derselben  genommene  partielle  Diilerential- 
quotienl  ihre  Rollen  vertauschen. 

Es  werde  s  als  Function  der  n  Variablen  a*, ,  tr, ,  ...  x„  angesehen, 
so  dass,  wenn  p,,  p,^  ...  p„  die  nach  .-r, ,  .r, ,  .  .  .  .r„  genommenen  partiellen 
DiiTerenlialcpiolienten  von  s  bedeuten, 

(1.)        dz   =  p,dx,+p.,dx,-] \-p,.d-r„ 

sei.     Indem  man  das  Glied  p,dx,   auf  die  linke  Seile  schafft  und  überdies  .r,dpi 

21  -^ 
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inif  beiden   Seilen  abzieht,  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1.)  in 

d{z—piX,)  =  —Xidpi-\-pidx2-\ \-p„dx„, 

also,  wenn  wir 

(3.)       z-piXi  =  ij 
setzen,  in 

dy  =  -~Xidpi-\-pidx2^ \-p„dx„. 

Daher  hat  man,  wenn  y  =  z—piXi  als  Function  von  pi^  Xn,  Xj,  ...  x„  an- 
gesehen wird, 

dy   dy   dy   dy   

d^~'~^''      d^^^P-'      d^^P''      ■  •  •      d^~P"' 

Genügt  nun  z  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(3.)     0  =  F{x,,x,,...x„,pi,p,,  . . .  p„)  =  f(xi,  X,,  . . .  X,.,  -^ ,  -^ ,  •••ä£~)^ 

und  führt  man  anstatt  z  die  neue  Variable  y  =  z—piXi,  anstatt  x^  die  neue 
Variable  pi  ein,  so  verwandelt  sich  die  partielle  Differentialgleichung  (3.)  in 

r4)     0  -  f(-^  XX      X  o  ^  -^      -^V 

^4.j  V-t^       ^^^,Xo,X,,...X„,p,,g^^,g^^,...^^J 

Diese  Transformation,  welche  sich  im  dritten  Bande  von  Eulers  Integralrech- 
nung findet,  ist  besonders  dann  von  Wichtigkeit,  wenn  Xi  in  (3.)  nicht  vor- 
kommt; denn  alsdann  kommt  gleichzeitig  -J^  in  (4.)  nicht  vor,  und  es  kann 

daher  pi  bei  der  Integration  als  Constante  angesehen  werden.  Wenden  wir 
dies  auf  die  Gleichung 


,..         dV    ^       /  dV      dV  dV\         ^ 


dV_        (  dV     dV  dV_' 

öt   +  "f'Kln  q^,    ■q,,  ^^_  '  07,  '  •  •  •  dq, ■ 

an,  wo  in   i/'  kein  /  vorkommt,  sodass  in  den  eben  gegebenen  Formeln  l  an 
die  Stelle  von  Xy  tritt.     Für  /  ist  jetzt  eine  neue  unabhängige  Variable 

dV 

für   Y  eine  neue  abhängige  Variable 


'^  =     0/   ' 


W  =    Y-t^=  V-ta 
dl 

einzuführen,  so  dass 

dW 


wird,  und 


da 

dV        dW  dV        dW  dV        dW 


dq^  dq^    '         dq^  dq.,    '         '    '    "         dq^         dq^ 

Wir  können  die  Formeln  für  diese  Transformation  auch  beweisen,  ohne 
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die  Differenlialffleichuiiff 

dV 
d\    =  pidqi+p.dq.-l \-Pf.dq„  +  ~ßfdf. 

zu  benutzen.     In  der  Thaf,    ]    ist  Function  von  f,  «/, ,  q^,  ...  ^^  und  von  den 
willkürlichen  Conslanten  «j,  et,,  ....     Setzen  wir  nun 

dt 
und  führen  in    W  für  /  eine  neue  Variable  a  vermillelst  der  Gleichung 

dV 

-er  =  " 

ein,    so    wird   /  Function    von   a  und  von  den  ausser  /  in    V  vorkommenden 

Grössen,  und 

W  =    V-ta 

wird  Function  von  a,  </, ,  93  ^  •  •  ■  <//,  und  von  den  Constanten  a, ,  «> , Unter 

Berücksichtigung    der    verschiedenen  Bedeutung    der  Differentiationen   für    die 

Functionen    V  und    W  hat  man  daher 

dW  _  dV    8t ^dt       ,_      f 

da  dt     da  da  ' 

öW^_dV_dV__dl__      dt    __  dV 
dq.    ~  dq.         dt     dq.       "  dq.   ~   dq.  ' 

dW        dV    ,    dV    dt  dt         dV 


^~    T"   ii.     ;3~        ^  ;)„ 


da.  da.         dt     da  da.         da. 

In  dem  Fall,  wo  in  der  Gleichxnig  (5.)  die  Zeit  t,  wie  wir  annehmen, 
in  1//  nicht  explicite  vorkommt,  führt  man  also  durch  die  Gleichungen 

für  t  und  V  die  neuen  Variablen  a  und  W  ein  und  transformirt  hierdurch  (5.)  in 

(6.)        a  +  xp{q„q„...q^,^^,^,...^)  =   ü. 

dV 
Nach  Integration  dieser  Gleichung  findet  man  V  aus  der  Gleichung  V—f-^y-  =  W, 

dV                            dW 
welche,  nachdem  -;r— =  a,  l  — ^^ —  darin  substituirt  worden  ist,  in 

^  dl  da 

V  =    W—a-^r— 
da 

übergeht.     In    V  muss   überdies    statt   a   wiederum    t   eingeführt   werden    und 

zwar  vermittelst  der  Gleichung 

dW    _  _ 

da     ~        ' 
welche  nach  a  aufzulösen  ist. 
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Es  scheint  auf  den  ersten  Anblick,  als  wenn  auf  diesem  Wege  ans  einer 
vollständigen  Lösung  W  der  Gleichung  (6.)  noch  keine  vollständige  Lösung 
1  der  Gleichung  (5.)  folgte.  Denn  jene  Lösung  W  enthält  ii  Constanten,  die 
daraus  abgeleitete  Lösung  V  enthält  daher  ebenfalls  ,</  Constanten,  inüsste  aber, 
um  eine  vollständige  zu  sein,  /'  +  1  Conslanlen  enthalten.  Diese  fehlende 
Constante  kann  man    indessen   leicht   hineinbringen.      Da   nämlich    /   selbst   in 

dV 
Gleichung  (5.)  nicht  vorkommt,  sondern  nur  -ij--^  so  wird  eine  Lösung  1   der 

Gleichung    (5.)    nicht    aufhören   eine  Lösung   zu   sein,    wenn   man   /  um    eine 

willkürliche  Constante  vermehrt  oder  vermindert,    also   f  —  r   an  Stelle  von  / 

setzt.     Dadurch  verwandeil  sich  die  zwischen    T'  und    W  bestehende  Trans- 

dV 
formalionsformel    W=  ^  "^"tT  ^^ 

d  W 
und    /   wird    nicht    mehr   durch    die    Gleichung    ~^—  =  —f.  sondern  durch  die 


Gleichung 

dW 

=    T~t 


da 


da 

eingeführt.  Alsdann  enthält  V  die  genügende  Anzahl  ti  +  1  von  Constanten, 
nämlich  die  ,»—1  Constanten  «j,  «,,  .  .  .  ß^_i,  welche  ausser  der  additiv  zu 
W  hinzuzufügenden  in  W  vorkommen,  die  additive  Constante  selbst  und  die 
mit  /  verbundene  Constante  t.  Die  Integralgleichungen  der  isoperimetrischen 
Differentialgleichungen  sind  daher 

- —  =  /5i,     —, —  =  /5,.     .  .  .     "ä =  t^u-i     ""''     ^— =  Const. 

Da  T  nur  in  der  Verbindung  t  —  r  vorkommt,  so  ist  : 

dV  _      dv  ^ 
dt    ^         6l' 

also  kann  die  letzte  der  u  Integralgleichimgen  durch 

-^—  =  Const. 

dt 

dV 
ersetzt  werden.     Hieraus  geht  hervor,    dass   die  Gleichung   -t—  —  a,   mittelst 

deren  wir  a  für  /  einführten,  ein  Integral  ist,  und  dass  a  als  Constante  be- 
trachtet werden  muss.  .        •  < 

dV 
\^  ie   wir  gesehen    haben ,    sind    die   beiden  Gleichungen   -k—  =  a   und 

dW  *^ 

-^ —  =  T  —  t  gleichbedeutend,  überdies  sind  die  partiellen  Difierentialquolienten 
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dV  dW 

-~ —  und    -r: — ,    wo  i  eine  der  Zahlen  1    bis  ,"—1   d.irslellt,    einiinder  irleich: 

da  äa^    '  ■  '  »  , 

also  kann  man  die  Iiilegraluleichung-en.auch  ohne  Dazwischenkunll  von    \    un- 
mittelbar durch    W  darstellen  und  erhält  dieselben  unter  der  Form 

„.         dW  dW  dW  r3W 

» 

Ebenso  kann  man  das  System  der  ersten  Integralgleichun^^eu 

dV  _  ÖV  ___  dV  _ 

dV         dW 
durch   W  darstellen  und  erhält,    da  -^r—  =  -^. —  ist,  dasselbe  unter  der  Form 

dq^  dq. 

,„  X  dW  dW  dW 

•     (^-^     ^=p-   i^=p-^-   ■  ■  ■   u^-p.-  , 

Im  Fall  der  Mechanik  ist  if'=T~U,  und  man  hat  daher  den  Satz: 
Wenn  die  Krüflefunctiou  U  die  Zeit  t  nicht  explicite  enthält,  so  dass 
der  Satz  der  leljendigeu  Kraft  (jilt ,  so  drücke  man  die  halbe  lebendige  Kraft 

T  durch  die  Grössen  q,  und  p,  =  ^— r  ans.     Hierauf  setze   man   in   der  Glei- 

'  '  rJq. 

clmng  der  lebendigen  Kraft, 

0=-a  +  ip  =  a+T~U, 

dW 

-~ —  an  Stelle  von  p,,  so  dnss  diese  Gleichung  in  eine  partielle  Differential- 
gleichung für  W  übergeht.  Kennt  man  eine  vollständige  Lösung  derselben, 
welche  ausser  der  mit   W  additiv  verbutidenen  Constante  die  /t  — 1    Constanten 

«, ,  «2 ,   ...  o!„_,  enthält,  so  sind 

dW       ,,        dW       ,,  dW        ,_,  dW 

die  Integralgleichungen  der  Di/ferenlialgleichungen  der  Bewegung,  zu  welchen 
man  noch  die  Gleichungen 

ÖW  _  dW__  dW   _  c3W  __ 

dq,    ~^"       dq,    -P''      ■    ■    ■       dq,^y~Pf-''      W^~ ''" 

als  das  Sgstem.  der  ersten  Inlegralgleichungcn  hinziifiigen  kann. 

Die  2/f  in  den  Integ-ralgleichungen  enthaltenen  Conslanten  sind 

«1,  ß,,,  .  .  .  £<^_,,  a, 

A,   ß,,    ...   /?,_,,    T. 

Im  Fall  eines  ganz   freien  Systems  ist  /(  =  3«,    zugleich  treten  an  die  Stelle 
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der  Grössen  p,  die  Grössen 

m,x\,     m,y',,     m,z',, 
es  wird 

und  die  partielle  Differenlialgleicliung  nimmt  die  Form  an: 


Z^veinud zwanzigste  Vorlesiiiag-. 

Lagranges  Methode  der  Integration  der  partiellen  Dittercntialgleicliungeii  erster  Ordnung 

mit  zwei  iinabliängigen  Veränderlichen.     Anwendung  auf  die  mechanischen  Probleme, 

welche   nur   von  zwei  Bestimmungsstücken  abhängen.     Die  freie  Bewegung  eines 

Punkts  in  der  Ebene  und  die  kürzeste  Linie  auf  einer  Oberfläche. 

Nachdem  wir  die  mechanisciicn  Probleme  auf  die  Integralion  einer 
nicht  linearen  partiellen  DiiTerenlialgleichung  erster  Ordnung  zurückgeführt 
haben,  müssen  wir  uns  mit  der  Integration  derselben,  d.  h.  mit  der  Aufsuchung 
einer  vollständigen  Lösung,  beschäftigen. 

Im  dritten  Theil  von  Eiilers  Integralrechnung  kommen  sehr  schöne 
Untersuchungen  über  die  Integralion  der  parliellen  Ditferenlialgleichungen  vor. 
Er  behandelt  zwar  immer  nur  besondere  Fälle,  indessen  ist  er  so  glücklich 
in  der  Auffindung  derselben,  dass  sich  meislenlheils  durch  die  später  gefun- 
dene allgemeine  Methode  seinen  Resultaten  wenig  oder  nichts  hinzusetzen  lässl. 
Eulen  Arbeilen  haben  überhaupt  das  grosse  Verdienst,  dass  überall  die  Fälle 
möglichst  vollständig  angegeben  sind,  in  welchen  sich  durch  die  angegebenen 
Methoden  und  Mitlei  Probleme  vollständig  auflösen  lassen.  Seine  Beispiele 
geben  daher  immer  den  ganzen  Inhalt  seiner  Methoden  nach  dem  damaligen 
Stande  der  Wissenschaft,  und  es  ist  in  der  Regel  eine  Bereicherung  der 
Wissenschaft,  wenn  man  den  JB^/to-schen  Beispielen  ein  neues  hinzusetzen  kann, 
da  ihm  selten  ein  durch  seine  Mitlei  lösbares  entgangen  ist. 

Lagrange  hat  seine  allgemeine  Integralionsmethode  der  parliellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung,  welche  ein  durchaus  neuer  Gedanke  in  der 
Integralrechnung  ist.  zuerst  in  einer  Abhandlung  gegeben,  welche  zu  den 
Schriften  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1772  gehört.     In  dieser  Abband- 
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lung  ist  die  Zurückfiiliriing  der  niclil  linearen  parlicllen  Diirereiilialgleichiingen 
erster  Ordiuing-  aiil'  lineare  enlliallen;  es  werden  die  13e<>riiro  der  vollstän- 
digen und  allgemeinen  Lösungen  aufgestellt,  die  letzleren  aus  den  ersteren 
hergeleitet  und  die  Methoden  zur  Auflindung  der  vollständigen  Lösungen  an- 
gegeben. Alles  beschränkt  sich  aber  nur  auf  den  Fall  von  drei  Variablen, 
von  welchen  zwei  von  einander  unabhängig  sind.  Lagrauf/es  Methode  ist 
folgende. 

Es  sei  die  parlielle   DiH'erenlialgleichung  ersler  Ordnung 

'/'{x,  y,  5,  /^  q)   =  0 

vorgelegt,  wo  .r,  y  die  unabhängigen  Variablen  sind,  s  die  abhängige,  und 

Ö5  dn 

^~"ä^'         ^~~dü'  ..■,.■,-  >.•: 

sodass  zwischen  den   Dilferentialen   der  drei  Variablen  die  Relation 

dz  =  i)(lx-\-qdy  .       , 

besteht.     Die  vorgelegte  Dilferentialgleichung  gebe  nach  q  aufgelöst 

q  =  x{x,y,^>p)^ 

dann  hat  man 

dz  =  pdx+x(x,y,z-,p)dy. 

Um  eine  vollständige  Lösung  z  zu  finden,  d.  h.  eine  Lösung,  welche 
zwei  willkürliche  Constanten  enthält,  ist  es  offenbar  nur  nölhig,  einen  Werlli 
p  =  a){x,  y,  z,  a)  zu  linden,  welcher,  in  den  Ausdruck  pdx-\-xdy  substituirl. 
denselben  zu  einem  vollständigen  Dilferential  macht,  worauf  z  aus  der  Glei- 
chung dz=  pdx+yjly  zu  bestimmen  übrig  bleibt.  Das  Letztere  erfordert  die 
Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  ersler  Ordnung,  durch 
welche  in  z  ausser  «  eine  zweite  Conslante  h  eintritl.  Es  kommt  also  darauf 
an,  p  als  Function  w  von  x,  y,  z  und  einer  willkürlichen  Conslante  a  so  zu 
bestimmen,  dass  der  Ausdruck  pdx-{-x(x,  y,  z,p)dy  ein  vollständiges  Dif- 
ferential wird.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  p  nach  y  dilferentiirl  denselben 
Werlh  gebe  wie  x  nach  x  differentiirt,  d.  h.   es  muss  die  Gleichung 

J^_L_^P_-^   :=     ^X     I    öx_  dz         dx  /  dp         dp    dz  \ 
dy         dz     dy  dx        dz    dx        dp  ^  dx        dz    dx  ^         ^■-■r-'  '•. 

oder 

J!X_,dx_„   _  ^X    dp        dp       f  dx     \  dp 

dx^  dzP   "         dp    dx  ^  dy  ^V^       dp  PJ  dz 

erfüllt  werden.      Dies  isl,   da  /  eine  bekannte  Function  von  x,   y,z,p  ist, 

.lac^obi,    Dynamik.  .  2* 
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eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  für  p,  welche  drei  unabhängige 
Variable  x,  y,  z  enthält,  und  das  vorliegende  Problem  ist  also  darauf  zurück- 
geführt, von  dieser  linearen  partiellen  Differentialgleichung  für  p  eine  Lösung 
p  =  i3{x,  y,  z,a)  mit  einer  willkürlichen  Constante  a  zu  finden.  Der  Umstand, 
dass  man  nur  eine  solche  Lösung  zu  kennen  braucht,  wird  von  Lagrange  um- 
ständlich hervorgehoben. 

Betrachten  wir  jetzt  allein  den  Fall,  wo  s  selbst  in  ^F  und  daher  auch 
in  X  nicht  enthalten  ist,  wo  also  die  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung 
die  einfachere  F'orni 

(1.)        'F{x,y,p,q)  =  0 
hat.     In  diesem  Fall  kann  man  auch  p  als  Function  von  x,  y,  a  ohne  z  so 
bestimmen,  dass  pdx-j-xdy  ein  vollständiges  Differential  wird.    Da  jetzt  sowohl 

oy  öl) 

-TT-  als  -J-  verschwinden,  so  reducirt  sich  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung für  p  auf 

dp  dx  dy  dx 
Statt  aber  die  vorgelegte  partielle  Differentialgleichung  (1.)  nach  q  auf- 
gelöst anzunehmen,  wollen  wir  dieselbe  vielmehr  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt  in  die  Rechnung  einführen.  Denken  wir  uns  ferner  die  Gleichung 
p  =  w(x,  y,  a)  nicht  nach  p,  sondern  nach  a  aufgelöst,  also  auf  die  Form 
f{x,  y,p)  =  a  gebracht,  so  haben  wir  uns  der  Formeln 


d^ 

ÖW 

dx         dx 

dx 

dw  ' 

dq 

dp    ' 

dq 
dp 

dp 
dW 

dq 

df 

df 

dp                 dx 

dp 

dy 

dx               df 
dp 

*, 

dy 

df 

dp 

zu  bedienen,  und  indem  wir  diese  Werthe  in  die  obige  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung für  p  einsetzen,  geht  dieselbe  in  die  folgende  lineare  partielle 
Differentialgleichung  für  f  über: 

(2.)     ^^J-  +  i^-^_4^4L  =  0 

^    ''  dp     dx         dq     dy         dx     dp 

Kennt  man  von  derselben  eine  Lösung  f  ohne  Constante.  so  bedarf  es  im  vor- 
liegenden  Fall   zur  Bestimmung   der   vollständigen  Lösung   s    von  (1.)  keiner 
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weiteren  Integration  einer  Differentialgleichung.  Denn  man  setze  jene  Lösung 
f  einer  willkürlichen  Constanle  a  gleich  und  bestimme  aus  der  Gleichung 

f(x,y,p)  =  a 

in  Verbindung  mit  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

p  und  q  als  Functionen  von  x  und  y,  so  sind  dieselben  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  pdx+qdy  ein  vollständiges  Differential  wird,  da  die  dafür  erfor- 
(lerliclio  Bedingung  (2.1  erfüllt  ist,  und  man  erhält  daher  z  aus  der  Formel 

s  =Jipdx+qdy) 

durch  blosse  Oui'd''fliii"'  so  dass  die  zweite  in  der  vollständigen  Lösung  s 
enthaltene  willkürliche  Constante  additiv  mit  z  verbunden  ist,  was  sich  vor- 
aussehen Hess,  da  in  Gleichung  (1.)  z  seihst  fehlt. 

Es   kommt   also    nur   darauf  an,    eine   Lösung   der   linearen   partiellen 

Differentialgleichung  (2.)  zu  finden,    in  welcher  die  partiellen  Differentialquo- 

ßqs     ßip     ßip 
tienten  -3—,  -^,  -= —  vermöge  der  Gleichung  (1.)  als  Functionen  von  x,  y 

und  p  ohne  q  dargestellt  vorausgesetzt  sind.  Aber  bekanntlich  ist  diese  lineare 
partielle  Differentialgleichung  (2.)  nichts  anderes  *),  als  die  Definilionsgleichung 
derjenigen  Functionen  f  von  x,  y,  p,  welche  einer  Constante  a  gleich  gesetzt 
ein  Integral  des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

(3.)       dx-.dy.dp  =  ^•^:-^ 

geben.  Di^  ganze  Untersuchung  ist  also  darauf  zurückgeführt,  ein  Integral 
des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (3.)  zu  finden. 

Wir  können  dieses  System  noch  dadurch  vervollständigen ,  dass  wir 
vermittelst  der  Gleichung  ¥^=0  die  Grösse  aufsuchen,  welcher  dq  proportional 
ist.     Die  Gleichung   W=0  differentiirt  giebt 

dW  d^  of  öf  ' 

—  dx  +  ^dy  +  ^dp  +  ^dq  -=  0. 

Aber  nach  den  Differentialgleichungen  (3.)  hat  man  die  Proportion 

dx:dp  ==  -^■.—^, 


*)    Siehe  zehnte  Vorlesung  p.  T5. 

22 
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so    dass    -^~dx  +  -^^dp     lür     sich    verschwindet:     es     muss     daher     auch 

ox  up      ' 

-^T-  dii-{--r—dq  i'iir  sich  verschwinden,  und  man  erhält 
oy     "^       oq     ' 

dii  :  dq  =  -^—  : ^—  • 

'  o^  öy 

Das  Syslem  (3.)  laiilel  daher  vollständig-: 

vp       VC]  dx  cij 


(4. ,        dx  :  dii  :  dp  :  clq  =  - —  :  -t,—  : =— - : 


ein  in  Beziehung-  auf  x  und  p  einerseits,  und  y  und  q  andrerseits  symme- 
Irisches  Resultat,  was  eine  Prolie  für  die  Richtigkeit  der  Rechnung  ist.  Dieses 
System  tritt  an  die  Stelle  von  (3.),  wenn  wir  die  Integrationsmethode  dahin 
verallgemeinern,  dass  wir  in  die  Function  f  auch  </  eintreten  lassen.  Wir 
können  nämlich  die  Gleichung  t'{x,  y,  p)  =  a  als  das  Resultat  der  Elimination 
von  q  zwischen  einer  Gleichung 

(5.)        F(x,y,p,q)  =  a 

und  ^P^{x,y,p,  q)  =  0  ansehen,  so  dass,  wenn,  wie  ohen,  /  den  aus  der  Auf- 
lösung der  Gleicluuig  ¥^=0  hervorgehenden  Werlh  \on  q  bezeichnet,  identisch 

F^^,y,P,X)  =--  t{x,y,p) 
wird.     Daher  muss  F[x,  y,p,  /_)  der  linearen  partiellen  Dillerentialgleichung  (2.) 
ücnügen,  was  für  F  zu  der  Dillerentialgleichung 

d^i   dF      ÖW   oF      dW  dF       dF  /d^    6x       dW   dz       d^i   6%  \   _ 

dp    dx         dq    dy         dx    dp        dx  ^  dp     dx         dq    dy         dx    dp  J 

lührl.      Aber    da   y^    die    Gleichung   ^^\^',y,p,'/.)  =  ^   identisch    befriedigt,    so 
hal  man 
.       ,  .                           d^                       d^^  d^ 

dx   dx  d'X   dy  d^   dp 

"■■''  'dJ'"~'äW'    ~di^~~dW->    'df^^'dW' 

dx  Sx  dx 

Hierdurch  reducirl  sich  der  auf  der  linken  Seite  der  obigen  Gleichung  in  -^^~ 

dx 
dW 
multiplicirte  Ausdruck  auf  — ^— ,  und  mau  erhält 

dy 

, ,,  ,        d^f   dF   ,  dW   dF      d^'  dF       d^f  dF 

op    ox         dq     dy        dx    dp         dy    dq  ' 

woraus    hervorgeht,    dass  F=a   in    der  That    ein  Integral   des  Systems    von 
Dilferentialgleichungen  (4.)  ist.     Da  f[x,y,p)^a  das  Resultat  der  Elimination 
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von  q  zwischen  F{x,y,p,q)  —  a  und  W{x,y,p,  q)  =  0  ist,  so  folgen  aus  den 
Gleiciiungen  F(.r,  tj,  p,  q)  =  a  und  ^{x,  y,  p,  q)  —  0  dieselben  Wertlie  von  p 
und  q,  wie  aus  f[x,  y,  p)  =  a  und  H'{x,  y,  p,  q)  —  0.  Berücksichligt  man  über- 
dies, dass  '^"=Oein  Integral  der  DilFerentialgleichungen  (4.)  ist  und  zwar  ein 
allgemeines,  wenn  in  der  Function  ^'  eine  additiv  mit  derselben  verbundene 
Constante  eniballen  ist,  sonst  aber  ein  parliculares,  so  kann  man  das  gewon- 
nene Ergebniss  in  den  folgenden  Satz  zusammenfassen : 
Ist  die  partielle  Di/f'erentialgleicimng 

(1.)        'F{x,y,p,q)  =  0 

gegeben^  uw  p  —  ^y-^  ^  —  ^T~?  '^^  bilde  mau  das  System  geuwimlicher  Diff'e- 
rentialgleichimge/i 

(4.)        dx:dy:dp:dq=  -^:^:-^:—^.  .;.   ., 

Kennt  man  nun  demselben  ausser  dem  a  priori  gegebenen  Integral  'P  =  0  noch 
ein  zweites, 

(5.)       F(x,y,p,q)   =  a, 

so  bestimme  man   aus   (1.)    und   (5.)  p   nnd  q   als  Functionen   von   x  und  y: 
dann  erhält  man  z  durch  die  Formel  ,  .  .       . 


^yipdx  +  qdy) 


vermittelst  einer  blossen  Quadratur. 

Die  Gleichungen  (4.)  sind  von  derselben  Form,  wie  die  Dilferentialglei- 
chungeu  der  Bewegung,  nur  sind  an  die  Stelle  der  Grössen  ^i,  9,,  Pi-~  Pi-,  '/'+"? 
W  hier  die  Grössen  x,  y ,  p,  q,  ^',  z  getreten.  Folglich  erhallen  wir  eine 
neue  Integralgleichung  von  (4.),  wenn  wir  s,  nach  einer  darin  enthaltenen 
willkürlichen  Constante  did'erentiirt,  einer  willkürlichen  Constante  gleich  setzen. 
Eine  solche  in  z  enthaltene  Constante  ist  a,  wir  haben  somit  in  der  Gleichung 


-|^=/(-|-'^^+-ä-^^^)=^ 


das  dritte  Integral  des  Systems  (4.).  Dass  wir  zu  demselben  durch  blosse 
Quadratur  gelangt  sind,  ist  ein  bedeutender  Nutzen,  den  wir  aus  der  Zurück- 
führung  des  Systems  gewöhnlicher  DilTerentialgleichungen  (4.)  auf  die  par- 
tielle Diircrenlialgleichuiig  (1.)  gezogen  haben.  Fügen  wir,  um  die  Analogie 
der  Diderentialgleichungen  der  Bewegung  vollständig  durchzuführen,  zu  der  Pro- 
portion (4.)  auf  der  linken  Seite  dt,  auf  der  rechten  1   hinzu,  so  wird,  wie 


dz 
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wir  in  der  vorig-en  Vorlesung  gesehen  haben,  /  durch  die  Gleichung 

^=/(lt  "-+!!-*)=-' 

heslimmt.  wo  «  die  in    W=xl>-{-a  enthaltene  Constante  ist. 

Nachdem  Hamilton  die  Zurückführung  auf  eine  partielle  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  gefunden  halle,  brauchte  man  also  auf  dieselbe  nur 
die  seit  65  Jahren  bekannten  Methoden  anzuwenden,  um  für  alle  Probleme 
der  Mechanik,  welche  nur  zwei  Bestimmungsstücke  9,  und  q,  enthalten,  ein 
wichtiges  Resultat  zu  gewinnen. 

Gilt  für  die  betrachteten  mechanischen  Probleme  der  Satz  der  leben- 
disfcn  Kraft,  so  hat  in  der  Gleichung  0=  ¥'=o:  +  (/'  die  Function  xp  den  Werlh 

V  =   T-U: 

die  Gleichung 

T  =    U-n. 

welche   den   Salz  der  lebendigen  Kraft  ausdrückt,  und   in  welcher   U  Function 

von  9i.  q^_  allein,  T  Function  von  <jr, ,  9,,  jo,,  p^  ist,  geht  nach  Einsetzung  der 

dW  dW 

Werthe  p,  =  -, — ,  p^  =  - —  in  die  partielle  Differentialgleichung  für    W  über, 

und  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  heissen 

j,     ,       j       j       j  ,     dip      dtp  c-xi'  dxp 

df.dqr.dqr.dpr.dp,  =   1:_:_:_  — :-^. 

Das  zur  Bestimmung  der  vollständigen  Lösung   W  nolhwendige  zweite  von  t 
freie  Integral  dieser  Differentialgleichungen  sei 

alsdann  hat  man 

W  =y'(p,dqi+p,dq.j, 

das  drille  von  /  freie  Integral  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ist 

dW         , 


und  /  wird  durch  die  Gleichung 


dW 

T  —  t 


da      ~ 

eingeführt.     Dies  Resultat  kann  man  unabhängig  von  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichungen  so  aussprechen: 

Wen?i  man  für  ein  Problem  der  Mechanik,  welches  nur  zwei  Bestim- 
mungsstücke 9,,    ^2    enthält,   und  in   welchem   der  Satz   der  lebendigen  Kraß 
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T—U—a   gilt,    avsserdem  noch    ein  Integral   F[q^^  (jn-  Pi-,p^^  ~  a   kennt,    wo 
Pi  =  -7rri  pi  —  ^Y^.    so  bestimme  man  aus  den  Gleichmigen  i/' =  T-^U  ^  —u 

und  F  =  a  die  Grössen  pi  und  p,  als  Functionen  von  9, ,  q. .  a  und  <t .-    dann 
s^ind  die  beiden  übrigen  Integrale  durch  die  Gleichmigen 

gegeben,  sodass  in  diesen  vier  Integralen  die  vollständige  Integration  der  Dif- 
ferentialgleichungen der  Bewegung,  d.  h.   des  Systems 

dt :  ffflj  :  da,  :  rfp,  :  dp^  —   1  :  -r, —  :  -t, —  :  —  —. —  :  — ^r—  ,  ,,.; 

enthalten  ist. 

Dies  sind  ufanz  neue  Formeln;  sie  gelten  z.  B.  für  die  Bewegung  eines 
Punkts  in  der  Ebene  oder  auf  einer  krummen  Oberfläche,  wenn  der  Salz  der 
lebendigen  Kraft  gilt. 

Für  die  freie  Bewegung  in  der  Ebene  hat  man,  wenn  die  Masse  des 
Punkts  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird,  ' 

d^dU_         d^_dU_  :.    ■::     «    .■■       •■;,;    ..  ;,. 

und  der  Salz  der  lebendigen  Kraft  ist  in  dem  Integral  ,  .,      ,    ,    ,. 

i{x"  +  ,f-)  =   U-a 
enthalten.     Kennt  man  ein  zweites  Integral,  d.  h.  eine  zweite  Gleichung,  nach 
welcher  eine  Function  von  x,  y,  x,  y'  einer  willkürlichen  Constante  a  gleich 
wird,  und  bestimmt  man  aus  beiden  x'  und  y'  als  Functionen  von  x.  //,  a,  a, 
so  ist  die  Gleichung  der  Trajeclorie 

^"y)  = '.  ■ 

und  die  Zeit  wird  durch  die  Gleichung 


yci^'^^- 


/( 


^dx+^£dy)  =  T~t 


eingeführt.  .^        , 

Diese  Formeln  habe  ich    als   die  einfachste  Frucht  der  Zurückführung 

mechanischer   Probleme   auf  partielle  Differentialgleichungen    bereits   im  Jahre 

1836  der  Pariser  Akademie  mitgelheilt.     Bei  dem  Interesse,  welches  dieselben 
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in  Anspruch  nehmen,  und  da  sie  sich  auf  den  elenienlarsten  Fall  der  Mechanik 
beziehen,  verdienen  sie  in  den  Lehrbüchern  derselben  eine  Stelle  zu  finden. 
In  den  Unterricht  an  der  polytechnischen  Schule  sind  sie  bereits  überge- 
arangen.  Polsson  hat  in  Liomilles  Journal  *)  einen  Beweis  oder  vielmehr 
eine  Verification  derselben  gegeben. 

Ein  zweiter  in  den  obigen  Formeln  enthaltener  Fall  ist  der,  wo  sich 
ein  Punkt,  nur  von  einem  anfänglichen  Stoss  getrieben,  auf  einer  gegebenen 
Oberfläche  bewegt.  Ein  solcher  Punkt  beschreibt  die  kürzeste  Linie,  deren 
Bestimmung  von  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  abhängt.  Nach 
den  früheren  Betrachtungen  ergiebt  sich,  dass,  wenn  man  von  dieser  Diffe- 
rentialgleichung ein  Integral  kennt,  man  hieraus  die  zwischen  den  Coordi- 
naten  allein  stattfindende  Gleichung  der  Trajectorie  durch  blosse  Quadratur 
herleitet.  Da  in  diesem  Falle  die  Kräftefunction  U  verschwindet,  so  wird  die 
partielle  Differentialgleichung 

T+a   =.  0. 

Sind  .r,  y,  z  die  Coordinaten  des  sich  bewegenden  Punkts,  so  wird 

^^  ^  Vdt) di" 

Man  sehe  x,  y  als  die  oben  mit  gr, ,  gr,  bezeichneten  Bestimmungsslücke  an, 
dann  hat  man  den  aus  der  Gleichung  der  Oberfläche  hervorgehenden  Werth 

dz>  =  pdx  +  qdy 
einzusetzen  und  erhält 

or  _   dx'  +  dif  +  ^pdx+qdyy 

^^    -   dp 

oder 

2T  =   x''-  +  y--  +  (px'  +  qyj: 

Sind  b\  ry  die  oben  mit  ;;, ,  p,  bezeichneten  Grössen,  so  wird 

dT 


Indem   man 


p^+qn  =  {^+p-+q'){px+qy')- 
N  =  i+p'+r 


•=)    Bd.  2,  p.  335. 
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setzt,  findet  man  durch  Auflösun^ir  nach  x',  y' 

und  da  man  auf  T,  als  homogene  Function  zweiter  Ordnung  in  .r'  und  //',  die  Formel 

„       öT    ,     er   ,     ..  ,       , 

"•''  ^'J  -i-ili    '.{nun  I    '.\;h   \\\^ 

anwenden  kann,  so  ergiebl  sich  ('(.vu'friili'! 

^'  ^'         l  +  p-^  +  ?^'~  ^+f  +  q-  '       ..      ,   , 

.     ii    ,  J     -Ix''!'; 

Die  partielle  DilTerentialgleichung  in    W  wird  daher:  .  n  ,      ) 

Diese  Gleichung  lässl  sich  durch  Einführung  zweier  neuen  Variablen  an  der 
Stelle  von  x  und  y  in  mannigfacher  ^^'eise  Iransforniiren.  Ein  Beispiel  dafür 
wird  in  der  Folge  die  Suhslilution  liefern,  mit  deren  Hülfe  wir  die  kürzeste 
Linie  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid  bestimmen.  " 

Die  angeführten  Fälle  gehören  zugleich  unter  die  Anwendungen  des 
Princips  des  letzten  Mulliplicators,  welches  die  letzte  Integration  bei  mechani- 
schen Problemen  mit  beliebig  grosser  Anzahl  vonBestimmungsslücken  leistet.  Wir 
sind  so  durch  ganz  verschiedene  Betrachtungen  zu  demselben  Resultat  gelangt. 


'     1     IIU7    -JimnuH    'i!)(i.'>ii'i(\'j)!    il:.i>    ;    Id-jnr»!:!    -jlitf>.!i'.,i 

llreiiiiKlz\%au%ig-ste  Vorle^uii^. 

Rediictiou  <loi-   partiellen   Diß'ereiitialglcicliuiig  t'iir  diejenigen  Probleme,  in  welchen 
das  Princip  der  Erlialtiing  des  Öcliwerpunkts  gilt. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welcher  Nutzen  für  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung aus  dem  Principe  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  zu 
ziehen  ist.  "  - 

Sobald  sich  die  Variai)len  so  wählen  lassen,  dass  eine  derselben  in 
der  partiellen  Differentialgleichung  T=  U—a  nicht  selbst  vorkommt,  sondern 
imr  der  nach  dieser  \  ariable  genommene  Differentialquotient  von  W,  so  können 
wir  durch  dieselbe  Art  der  Transformation,  durch  welche    W  aus  V  hergeleitet 

Jacob  i,    üviüuiiik.  23 
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'wurde,  die  in  Rede  stellende  Variable  ans  der  Differentialgleichung  fortschaffen 
und   so  die  Anzaiil   der  in  ihr  vorkommenden   Variablen  vermindern. 

Betrachten  wir  den  Fall  eines  freien  Systems  von  n  materiellen  Punkten, 
wo  T=  4-^»ji(a^'  +  </^-+si-),  so  haben  wir  (siehe  einundzwanzigste  Vorlesung 
p.  168)  die  partielle  Differentialgleichung 

Gilt  das  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts,  so  hängt  U  nur  von  den 
Differenzen  der  Coordinaten  ah,  also  lässl  sich,  wenn  man 

i^l   ^=  ^i  J^n}  b2  ^^^  ^2         Xiii  •      •     •  ^/i— 1   ^^  -^n—l  -^n 

setzt,  U,  insofern  es  Function  der  a;- Coordinaten  ist,  blos  durch  die  Grössen 
I  darstellen.  Bezeichnet  man  die  partiellen  Differentialquolienten  von  W  mit 
eckigen  Klammern,  in  welche  man  sie  einschliesst,  oder  ohne  dieselben,  je- 
iiachdem  man  W  als  Function  von  a-,,  .r^,  ...  o-,,.,,  .t„,  oder  als  Function 
von  k,,  1,,  ...  b'„_i,  x„  ansieht,  so  erhält  man 

dW 


vd\r\  _  dW^      röW  -|  _  dW  r  dW  -| 


^W^  fdW  ,  dW   ^         ,     dW  \  ,  ÖW 


n— 1 


•> 


\aWji  _      föW_     dW_  öW  \ 


dxn 


und    mit    Benutzung   dieser   Formeln    ergiebt   sich    für   die    in    Gleichung  (1.) 

vorkommende  Summe  -S" — \— —      die  neue  Darstellung 

m.  L  dx^  J 

wo  die  auf  das  reihende  Element  *  sich  beziehende  Summe  von  1  bis  n, 
die  auf  das  reihende  Element  s  sich  beziehenden  von  1  bis  n—i  auszudehnen 
sind.  Nach  Einführung  dieser  Darstellung  in  die  partielle  Differentialgleichung 
(1.)  sind  die  ursprünglichen  Variablen  .r,,  j-;,  .  .  .  a-„_i,  x„  vollständig  durch 
^'i,  cfj,  .  .  .  c„_,,  x„  ersetzt,  und  die  Variable  .r„  kommt  nicht  mehr  selbst  vor, 
sondern  nur  die  nach  derselben  genommene  Ableitung  von  W.  Daher  ist  für 
x„  die  neue  Variable  «'  vermittelst  der  Gleichung 

BW 

-^ —  =   a 
ox„ 

einzuführen,    und    für    W  die  neue    als  Function  von  s',,  i'j,  ...  c„_i  und  a 

anzusehende  Variable 
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wo  or„  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.     Mit  Benutzung-  der  Gleichungen 
dW,  _oW^       dW^_dW_  ÖW,  dW 

gehl  der  Ausdruck  (2.)  jetzt   in  '•  '  '    "^  * 

über,  und  indem  man  die  rechte  Seite  von  (3.)  in  (1.)  substituirl  und  berück- 
sichtigt, dass  bei  der  Differentiation  nach  y,  oder  z,  die  Ableitungen  von  FTund 
W,  einander  gleich  sind,  verwandelt  sich  (1.)  in  eine  partielle  Differentialglei- 
chung für    fFj ,   in  welcher  die  Variable  a'  nur  selbst  vorkommt,    aber   nicht 

GW 
der  Differcntialquotienl  -—-■     Um   von  den  Variablen   a'   und    W,   wiederum 

'  da' 

rückwärts  den  Uebergang  zu  .r„  und  ]V  zu  machen,  bedient  man  sich  der 
Gleichungen  .  , 

'=(/.,,  — x„,      W=Wi~a'        ' 


da'  "         "'  "'  da' 

Man  kann  den  Ausdruck  (3.)  noch  mehr  vereinfachen,  wenn  man  die 
in  Beziehung  auf  die  partiellen  Differenlialquolienten  der  abhängigen  Variable 
linearen  Glieder  durch  eine  neue  Transformalion  herausschafft,  die  der  Re- 
duction  der  Gleichung  eines  Kegelschnitts  auf  seinen  Mittelpunkt  analog  ist. 
Setzt  man  nämlich 

wo  «7i,  g,;  •  •  •  dn-i  noch   zu  bestimmende  Constanten  bedeuten,  so  dass 

dw,  _  owv  ,   ■  .•  '    •  •■   '  '     '  ■  ■' 

wird,  so  gehl  der  Ausdruck  (3.)  in  -  - 


(*•)  ^^[S'— 4t^+WV^k--..-4 


ÖW, 


5 


über.     Ist  s'  einer  der  Indices  s,    such!    man    auf  der  rechten  Seite  von  (4.) 

das    in    die    erste  Potenz    von    -^~   multinlicirfe  Glied    auf  und    setzt   seinen 
Coefficienlen  gleich  Null,  so  erhält  man  • 

Ms-           m„  ■  ! 

Diese  Gleichung  muss  für  die  ??,— 1   Werthe  von   .v'   gellen.     Mulliplicirt  man 

dieselbe  mit  m,.  und    summirt  von  .<?'  =  !   bis  .?'  =  «  —  !,    so    ergiebl   sich  zu- 

23* 
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nächst  der  Werth  von  2g,,  nämlich 

oder   wenn  man  wie  in  der  dritten  Vorlesung  die  Bezeichnung 

tW  =  ?«i  -f  »*2  H h  m„  =  2m,  +  w*„ 

einführt, 

und  indem  man  dies  in  (5.)  einsetzt,  findet  man  für  g,.   den  einfachen  Werth 
so  dass  die  Transformationsformel  von  FT,  in  H^,  folgendermassen  bestimmt  ist: 

a' 

IT 
Durch   Substitution  der  Werthe  von  g,  in  (4.    wird  der  von  den  Grössen  -^' 


(6.)        W,  =   W,  +  ^2mJ.. 


unabhängige  Theil  jenes  Ausdrucks 

1     >  ,     1 


(S'H'i  fii 


und  man  erhält 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  (1.)  einsetzt  und  berflcksichtigt, 
dass  VF|  von  W,  um  Grössen  unterschieden  ist,  die  von  den  Variablen  ;/,  und 
«i  nicht  abhängen,  dass  also  bei  der  Differentiation  nach  «/;  oder  s^  nicht  nur 
die  Ableitungen  von  W  und  FF|,  sondern  auch  die  von  VF,  und  W^^  einander 
gleich  sind,  so  geht  die  Gleichung  (1.)  in  eine  partielle  Differentialgleichung 
für  die  abhängige  Variable  W,  über.  Diese  Differentialgleichung  enthält  nicht 
mehr  3w  unabhängige  Variable  x,,  y,,  s,.  sondern  nur  noch  3k— 1 ;  denn  die 
n  Variablen  x  sind  durch  die  w  — 1  Variablen  ^'  ersclzl.  und  die  neu  einge- 
führte Grösse  a'  ist  als  Constante  zu  betrachten,  da  der  nach  derselben  ge- 
nommene Differentialquotient  von  W^  nicht  vorkommt.  Nachdem  man  die 
partielle    Differentialgleichung    für    W.    integrirt   und    vermöge    Gleichung   (6.) 

Wi  aus   Wi  bestimmt  hat,  geschieht,  wie  schon  oben  bemerkt,  die  Einführung 

öW 
von  x„  vermöge  der  Gleichung  -^r~  =  u„~x„,    welche    nach    Ersetzung   von 
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Wi  (lurcli    W,  in  ,Uw;v^'^'\\\'•'\   '>''\  l^\■^5^^.\  ■^vvU  Aoiv.  \\•^\^ttA>;^>•^'\•v  «m»>\^  •.svv.i 

übergeht.  Diese  Gleicliung  ist  zuoleicli  ein  Integral  der  DiHerenlialgleichungen 
der  Bewegung,  welche  sich  aiil'  die  partielle  Differentialgleichung  (1.)  zurück- 
lühren  lassen,  und  zwar  dasjenige,  welches  nach  Aufstellung  der  zwischen 
den    3ti-~i    Variablen   $', .    //,    und    s,    bestehenden  Integrale    hinzuzufügen    ist, 

ganz  ähnlich,  wie  die  Gleichung  t  — jf  =,  ^— = -— -^ ,    durch   welche  hierauf  t 

"  '^  da  (Ja 

eingeführt  wird,  zugleich   das  letzte  Integral   bildet.    ,  ;,  ,\ii;_       ,  -^    .  ...  „i. -,,>» 

Setzt  man   die  beiden  Transformationen 

'  ..  lii   tlDÜijr'iihl'.)«    Ii/it;    .l'idii'ifinoifi 


da' 


a' 


W,=  W^o  +  ^^m,!.  „ 

"i  " ''firnffdo  ) 'i'jiv   oih   iV)\?.  y.h   'üh!/, 

zu  einer  zusammen,  so  ergiebt  sich  die  Formel    ncm  i(;,j  o;.    üodiid  )"ifiiai')/ 

in  welcher  man  indessen,  da  VF  selbst  in  Gleichung  (I.)  nicht  vorkommt,  wegen 
der  mit    IK  verbundenen  willkürlichen  Conslante  das  Glied  «'«,,  weglassen  kann. 

So  wie  durch  diese  Transformation  die  n  Variablen  x,  der  partiellen 
Differentialgleichung  (1.)  auf  die  n—\  Variablen  i,^x,  —  x„  zurückgeführt 
worden  sind,  so  kann  man  durch  zwei  neue  Transformationen  derselben  Art 
die  2w  Variablen  y,  und  Z;  auf  die  2(w—I)  Variablen  >is  =  'ys~>J„  u»d  u,  =  z,— s„ 
zurückführen,  und  wenn  man  schliesslich  alle  Transformationen  zu  einer  zu- 
sammensetzt, so  erhält  man  folgenden  Satz: 

Im  Fall  eines  freie/t  Systcfus  von  n  materiellen  P/mklen,  für  welches 
sich  (He  Diff'erenlialqleichminen  der  Bewequnq  auf  die  partielle  Di/rerenlial- 
(jleickiiny  ,       ,    . 

-■/iriicl// Uhren  lassen,  setz-c  man 


'h  = 


yi^Hu,     fh  =  y!~yn,     ■  ■  ■      fi„-i^y.,--i-y„, 


und  fülire  für    W  eine  neue  ubhämjige    ]  ariable  'li)    oib   üb    Jüiii'id 

^         ,.,     a'  „  ß'  „  >-'         >i  -".'As  (i')JBiiiim)()') 
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ein;  dann  verwandelt  sich  die  partielle  Di/ferentialgleichnng  (1.)  in 

(«■)^-il(f)+€)"+(f)Vii(-f)'+(-li)+(-f)"h''-A 


wo 


ß=a+""+^"+'" 


2M 

Nach  Integration  dieser  partiellen  Diderentialgleichung  für  12  werden  die  Va- 
riablen x„,  y„,  5„  durch  die  Gleichungen 

eingeführt,  und  schliesslich  die  Variable  t  durch  die   Gleichung 

T-t    =    ^j— • 

da 

Aber  da  sich  die  vier  Conslanlen  a',  ß',  y    und  «  zu  der   einen  Constante  {'i 
vereinigt  haben,  so  hat  man 

und  hierdurch  gehen  die  obigen  vier  Gleichungen  in  die  folgenden  über: 

dSi 

y'  1 

yu-z„  =  j-(t  — /)  +  -^^m,t,,• 
Die  letzteren  drei  Formeln  stimmen  mit  den  in  der  dritten   Vorlesung  (p.  17 
Gleichungen  (3.))  für  die  geradlinige  Bewegung  des  Schwerpunkts  gegebenen 
überein,  wenn  man  sie  auf  die  Form 

'='^>  +  -jf(t~T)  =  x,.  +  -^:2:mj,  =  ~2m,x,, 

yl  11 

^i  +  l^(^-^)  =  z«  +  ^ - »*.< ^.v  =  j[  ^nh  Zi 

bringt,    da  die    Grössen    auf   der    rechten  Seite    nichts    anderes   sind,   als  die 
Coordinaten  des  Schwerpunkts. 
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Vieriiii(lz\vaiizig-!«tte  Y  orleüiiiii^-. 

Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne.     Lösung  in  Polarcoordinaten. 

Den  lerneren  allgemeinen  Belrachlungen  möge  die  Beluuullung  einiger 
Beispiele  nach  der  Hamiltouschen  Methode  vorangehen.  Das  erste  Beispiel 
soll  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne  hilden. 

Im  Fall  eines  freien  Systems  von  /t  materiellen  Punkten  ist  die  par- 
tielle Differentialgleichung-,  auf  die  sich  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung zurückführen  lassen,  (siehe  p.  16ö)  folgende: 

Für  die  Bewegung  eines  Planeten,  dessen  heliocentrische  Coordinaten  x,  y, 
3  seien,  reducirl  sich  die  Summe  auf  einen  Terni-,  setzen  wir  ferner  die 
Masse  des  Planeten  gleich   1    und  hezeichnen    die  Anziehungskraft  der  Sonne 

in    der  Einheit    der    Entfernung    durch    A",    so    ist    die  Kraffefunction   U  =  -^, 

wo  r  =  a;"+?^--f  z",  und  man  hat 

Da  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  der  Badius  Vector  vorkommt,  so 
ist  es  zweckmässig,  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  Polarcoor- 
dinaten durch  die  Formeln 

X  =  rcosif,     y  =  r  sin  if  cos  i/',     s  =  r  sin  (p  sin  ^ 
einzuführen.     Alsdann  wird  die  halhe  lebendige  Kraft 


also 


dT  ,         ör  2     ,         BT  2    .        2  ,r 


dW      dW     dW 
Diese  Grössen    sind    die    früheren  Grössen  p,    also   gleich  -yr-,  ~^i  ~ —  zu 

setzen;  man  hat   also 

und  hierdurch  wird 

Die   partielle   Differentialgleichung    (1.)    verwandelt   sich    demnach   für  Polar- 
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coordinaten  in  folgende: 

•r'ioini'i     oiti(|!i,'ic  •         i      i  i      •  ... 

Diese  Gleichung  wollen  wir  dadurch  inlegriren,  dass  wir  sie  in  mehrere  zer- 
spalten, deren  jede  nur  eine  unabhängige  Variable  cnthäll.  Wenn  wir  das 
erste  Glied  der  linken  Seite  allein  der  rechten  gleich  setzen,  so  giebt  dies 


"M 


-Ml.     l-:l     ii^>'l/l(iii 


eine  Differentialgleichung,  welche  nur  die  eine  unabhängige  Variable  r  ent- 
hält, und  es  bleibt  alsdann  die  Gleichung 

ilnii.iVfou')   ■mIt.      \d(pJ^^m(f'\dipJ  ~ 

übrig,  welche  r  nicht  mehr  enthält.  Diese  Zerspaltung  kann  man  noch  etwas 
allgemeiner  machen,  indem  man  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2.)  das 
Glied  -v  additiv  und  subtractiY  hinzufügt  und  dann  die  Gleichung  (2.)  in  die 
beiden  '«''  "«"•  '><"• 

zerlegt.     Die  erste  dieser  Gleicliüng'ew' giebt  integrirt 


sen   " 
die  Differentialgleichung 


und  indem  man  diesen  Werth  m  die  zweite  einsetzt,  erhält  man  für  F[(f,ifj) 


Diese  partielle  Differentialgleichung  lässt  sich  aber  wiederum  in  zwei  auflösen, 
von    denen  jede  nur  eine  unabhängige  Variable  enthält.      Man   füge    nämlich 

auf    der    rechten   Seite    wieder    ^^ — j-  additiv  und  subtractiv    hinzu    und  zer- 

sinqp 

lege  die  Gleichung  in  ,,,.    . 

Irü/f  fbnnb'iaid  bfiti 
Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt  integrirt 


-•(fiIo4    •liJ'l    d-).iiiMi')l>-^,i-1^*  '^ll.!T7ii/'r  ■^/^~si^f/-^:,ff'(i^(/i]^f'l?■)•I^Vni((    <)llf)il-ni 
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und  zufolfi-e  der  zweiten  muss  f{rp)  der  Gleichung 

genügen,  d.  h.  es  ist 

f{xp)  =  i^y.^, 
also 


FW,^')  =//2/:?-;^-rfy+}/27.v 


und  schliesslich 


Dies  ist  eine  vollständige  Lösung  der  DiiTerentialgleichung  (2.),  denn  sie  ent- 
hält die  nöthige  Anzahl  willkürlicher  Constanten.  Man  erhält  also  die  In- 
tegralgleichungen der  Bewegung  unter  der  Form 

öa  ~         '        dß      '  '        dr      '' 
wo  a    die  früher  mit  t  bezeichnete  Constante   ist.     Die  Ausführung  der  Dif- 
ferentiationen giebt: 

dr 


f 


(4. 


fr  r 

\     r  r  I  sincp 


sin  r^ 


Es  ist  zu  bemerken,  dass  sich  die  Methode,  durch  welche  wir  die 
Gleichung  (2.)  intcgrirl  haben,  auf  eine  beliebige  Zahl  von  Variablen  aus- 
dehnen lässt.    Dies  beruht  auf  Folgendem.     Man  setze,  wenn  man  n  Variable 

0?!      =  rcosr/)!, 

X2      =  r  sin  9)1  cos  ^2, 

0^5      =  r  sin  ^1  sin  ^3  cos  9)3, 

x„_i  =  rsinf/^isin^osinf/ij .  .  .  sin  (/'„_o  cos  (/)„_, , 
x„      =  rsin^iisinyjsinyj .  .  .  siny„_2siny„_,, 

Jacobi,    Dynamik.  24 
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dann  ist 

dx]  -\-  dxl  -i h  dxl 

=  dr'+  fdxp]  +  r  sin  cp]  d(fl  +  rsin  (p\  sin  (fl  d(pl  -\ [-  rsin  y-^  sin  ff  ^  • . .  sin  qi_^.,  d(pl_i. 

Die   obig-e   Methode    lässt    sich    daher    ohne   Weiteres    anwenden,    sobald    die 
rechte  Seite  der  partiellen  Diirerenlialgleichiing  sich  auf  die  Form 

nr) +^nM+ ^j^  A  (-^0 + •  •  • + T'^hT^^m^TTihT^rr  /"»-'  ^'^-'^ 

bringen  lässt. 

Die  willkürlichen  Constanten  ß,  y,  wie  sie  in  den  obigen  Integral- 
gleichungen (4.)  vorkommen,  haben  sehr  merkwürdige  Eigenschaften,  welche 
für  das  Störungs- Problem  die  Einführung  gerade  dieser  Constanten  sehr  wichtig 
machen.  Es  ist  daher  interessant  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Constanlen 
zu  untersuchen.     Dieselbe  ergiebt  sich  folgendermassen. 

Setzt  man  den  Ausdruck ,  der  in  den  nach  /•  genommenen  Integralen 
unter  dem  Wurzelzeichen  steht,  gleich  Null,  so  erhält  man  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  in  /•,  deren  Wurzeln  den  grössten  und  kleinsten  Werth  dar- 
stellen, welchen  der  Radius  Vector  annehmen  kann.    Die  Wurzeln  der  Gleichung 

a  r'  —  k''  r  +  ß  =  0 

sind  also   «(l-fc)   und   «(1— e),    wo  a  die  grosse  Axe,    e  die  Excentricität 
der  Planetenbahn  ist.     Dies  giebt  die  Gleichungen 


(50 


wo  p  der  Parameter  ist. 

Setzt  man  den  Ausdruck  unter  dem  Ouadratwurzelzeichen  in  den  nach 
if   genommenen  Integralen  gleich  Null,  so  erhält  man  den  grössten  oder  klein- 

slen  Werlh  von  m\(p,  nämlich  j/-^-  Nun  ist  cos^  =  — ,  wo  x  die  Entfer- 
nung des  Planelen  von  der  Ekliptik  (Ebene  der  ijz)  bezeichnet,  folglich  kann  cosy 
bis  zu  Null  abnehmen;  es  giebt  also  kein  3Iinimum,  sondern  nur  ein  3Iaximum 
von  coscp,  und  dies  findet  statt,  wenn  cp  =  90"  — J  ist,  wo  J  die  Neigung  der 
Planelenbahn    gegen   die   Ekliptik    bedeutet.      Diesem  Werth   entspricht    daher 


—  =  2«, 

A  =  a\i-e-), 

also 

k' 

ß  =  ^aii-e-)  = 

k'   p 

■  2  ■  2  ' 
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(lor  Minimumsworlli    v -^  von  sm(p,  d.  h.  es  wird 

(6.)       ]/-^  =  sin  (90"  -  J)  =  cos/, 

k 
(7.)       ]  /  =-  cos  J  ]'/:?  =  -g-  cos  J]lp. 

Um  die  o-eometrische  Bedeiiliino;  der  Conslanlen  a',  ß\  y'  zu  be- 
slimnien,  muss  man  erst  die  Grenzen  der  in  (4.)  vorkommenden  Integrale 
näher  festsetzen.  Man  kann  nämlich  für  die  untere  Grenze  eines  dieser  In- 
tegrale entweder  einen  gegebenen  Zahlcnwerlh  nehmen,  oder  einen  solchen 
Werth,  welcher  die  in  dem  Integral  enthaltene  Quadratwurzel  verschwinden 
macht.  Unter  der  letzteren  Annahme,  die  wir  im  Folgenden  machen  werden, 
hängen  die  Grenzen  von  den  willkürlichen  Constanten  a,  ß,  y  ab,  und  da  die 
Integralgleichungen  (4.)  aus  der  Gleichung  (3.)  durch  Ditferentiation  nach 
diesen  Constanten  hervorgehen,  so  könnte  man  meinen,  dass  zu  den  Gleichun- 
gen (4.)  neue  Terme,  die  von  den  Grenzen  herrühren,  hinzukommen  müssen. 
Aber  die  hinzukommenden  Terme  sind  nach  den  bekannten  Regeln  der  Dif- 
ferentiation in  die  Werthe  multiplicirt,  welche  die  in  Gleichung  (3.)  unter  den 
Integralzeichen  siehenden  Functionen  für  die  unteren  Integralgrenzen  annehmen, 
und  da  diese  Werthe  verschwinden,  so  bleiben  die  Gleichungen  (4.)  ungeändert. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  lassen  wir  das  nach  r  genommene  und 
in  der  ersten  Gleichung  (4.)  vorkommende  Integral  von  dem  Werth  «(1  — e), 
welchen  r  im  Perihel  annimmt,  als  der  unleren  Integralgrenze  anfangen.  Fällt 
alsdann  die  obere  Grenze  in  den  nämlichen  Werth  von  y,  so  giebt  die  erste 
Gleichung  (4.)  /-r/  =  0,  d.  h. 

(8.)       ß'  =  Werth  der  Zeit  für  den  Durchgang  durchs  Perihel. 

Um  die  Bedeutung  von  ß'  zu  finden,  bestimme  man  zunächst  den  Werth 
des  nach  if  genommenen  in  der  zweiten  Gleichung  (4.)  vorkommenden  Integrals 
..  /"•         d(f  r*  s'm(pdrp 


r  sinqp^ 


als  dessen  untere  Grenze  wir  (p  =  90"— J  zu  nehmen  haben.    Durch  die  Sub- 
stitution 

COS(fi    =    y — — -^'COS//, 


sm(pd(p  =  1/ '   a     sin ?] (/>; 


24 
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geht  dasselbe  in 


* 


i'i 


■f- 


d.  1).  in 


iKß- 


sin  Jj  dt] 


y)Cl  — cos*?') 

über.  Für  die  untere  Grenze  y  =  90"  — J  wird  nach  Gleichung  (6.)  siny  = 
cos/=l/-^,  also  cosy  =  1/  ^  ^  ,  daher  cos7?  =  l,  sin?;  =  0.  Demnach  ist 
das  nach  r]  genommene  Integral  von  der  unteren  Grenze  /;  =  0  an  zu  nehmen, 
und  es  wird 

4>  = 


i2ß 


n. 


so  dass  die  zweite  Gleichung  (4. 

/5'  =  -  r- 


in 


dr 


1 


/2ft' 


—  2«. 


2/5       |'2/5 


Ir 

ül)ergeht.     Aus   der    zwischen  (p  und  //  staltfindenden  Relation   kann   man  die 
geometrische  Bedeutung  von   t]   erkennen,   denn   cp  ist   die  Hypotenuse   eines 

rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks,  dessen 
Katheten  ri  und  90' —J  sind.  Nun  sei  EE  die 
Ekliptik,  P  ihr  Pol,  BB  die  Ebene  der  Plane- 
tenbahn, 0  der  aufsteigende  Knoten;  man  ziehe 
durch  P  senkrecht  gegen  BB  den  grössten  Kreis 
PQ,  welcher  EE  in  R  trillt,  dann  ist  QR  =  J, 
also  PQ  =  90"- J.  Trifft  ferner  der  Radius 
Vector,  welcher  vom  Millelpunkt  der  Kugel,  der 
Sonne,  nach  dem  Planeten  gezogen  ist,  die  Ober- 
fläche der  Kugel  in  p,  so  ist  pP  =  (p,  und  hieraus  folgt  cos y  =  sin/.  cos{ pQ)^  d.  h. 

7^  =pQ  =  90"- Op. 
Op  ist  die  Entfernung  des  Pianoten  vom  aufsteigenden  Knoten  0,  welche  wir 
mit  ^  bezeichnen  wollen.     Demnach  ist 

V  =  90"-^, 
n  dr  i 

J    ,-' 


J 


ß'  = 


Y^ 


•2a- 


2ß      fZß 


(90"-?). 


Um  ß'  zu  bestimmen,   braucht    man  jetzt   nur   den  Zeitpunkt   zu    nehmen,   in 
welchem    der  Planet  durch  das  Perihel    hindurchgeht;    dann  wird  das  nach  r 
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genommene  Integral  gleich  Null,  und  man  erhält 
(9.)     ß'  =  — ^  (90"  —  Entfernung  des  Perihels  vom  aufsteigenden  Knoten). 

Endlich  ergioht  sich  /  aus  der  dritten  Gleichung  (4.).  Für  cp  =  90"  — J, 
d.  h.  wenn  der  Radius-Vcctor  des  Planeten  die  Kugel  in  Q  trifft,  wird  das  nach 
(f  genommene  Integral  gleich  Null,  und  man  erhält  • 

wo  )/''  den  dem  Punkt  Q  entsprechenden  Werth  des  Winkels  i/'  bedeutet.  Da 
nun  tgi/'  =  —  ist,  so  bezeichnet  ^'  den  Winkel,  welchen  die  Axe  der  y  mit 

der  Ebene  PQR  bildet,  d.  h.,  wenn  die  Axe  der  y  durch  den  Widderpunkt 
V  geht,  yj' =  yR=  l'O  +  Oi?  =  90"+ der  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 
Man  hat  also: 

(10.)       /  = —r^  (90"  +  Länge  des  aufsteigenden  Knotens). 

Somit  sind  alle  in  den  Gleichungen  (4.)  vorkommenden  Constanten  bestimmt. 

Bei   der  Integration   der  partiellen  Differentialgleichung  (2.)  hätten  wir 

auch  den  Umstand  benutzen  können,    dass  in   (2.)   nicht    if   selbst   vorkommt, 

dW 
sondern  nur  -^ —     Die  in  Folge  dessen  anzuwendende  Transformation 

würde  uns  zu  der  nur  zwei  unabhängige  Variable  enthaltenden  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung 

^(V  ör  J  ^  r'  \  dcp  J  i    ^     /•  2/-' sing)' 

geführt  haben,  deren  alsdann  übrig  bleibende  Integration  indessen  ein  Ver- 
fahren erfordert,  welches  von  dem  oben  angewandten  nicht  wesentlich  ver- 
schieden ist. 


FiiufiiiidKivaiizigste  Vorlesung. 

Lösung  desselben  Problems  durch  Einführung  der  Abstände  des  Planeten  von 

zwei  festen  Punkten. 

Für   die    elliptische   Bewegung   der   Planelen   giebt   es    zwischen    zwei 
Radien  Vectoren  und  der  sie  verbindenden  Sehne  sehr  merkwürdige  Formeln, 
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zu  welchen  man,  von  den  gewöhnlichen  DifTerentialjirleichungen  der  elliptischen 
Bewegung  ausgehend,  nur  durch  coniplicirte  Rochnungen  gelangt.  Wir  werden 
diese  Formeln  ohne  Schwierigkeit  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  her- 
leiten und  hahen  dahei  nur  die  Hypothese  zu  machen,  dass  sich  W  durch 
den  heliocentrischen  Radius  Vector  r  und  die  Entfernung  (>  des  Planeten  von 
einem  anderen  Punkt  M  ausdrücken  lasse,  eine  Hypothese,  deren  Richtigkeil 
zwar  nicht  ohne  Weiteres  a  priori  einleuchtet*),  die  aher  in  der  Rechnung 
ihre  Bestätigung  finden  wird. 

Die  Coordinaten  des  Punkts  M  seien  a,  b,  c,  so  dass 

ist.     Unter  der  gemachten  Hypothese,  dass  sich  W  durch  r  und  {)  ausdrücken 

lasse,  hat  man 

dW  _dW   dr       dW  dg  _dW  X       dW x-a 
dx  ~   dr    dx        dg    öx         dr     r         dg       g     '' 

dW       dW  dr       dW  dg   _dW  y       dW  y-b 
dy  dr    dy        dg    dy         dr    r        dg       Q     '' 

dW  _dW  dr       dW  dg  _dW  z       dW  s-c 
dz  dr    dz        dg    dz         dr     r         dg       g 

Diese  Ausdrücke  sind  in  die  partielle  Differentialgleichung 

einzusetzen,  dann  verwandelt  sich  deren  linke  Seile  in 

Der  in  Klammern  stehende  Ausdruck  ist  gleich  r  +  (>~  — ^i%  wo 

r„  =  a-  +  6-  +  c-, 
also  geht  (1.)  in 

/6>ff  Y     /aW-'Y      r'+g'-rl  dW  dW  _    2h-      ^^ 
^  dr  y      \  dg  J  rg  dr    dg     ~~      r 

über.     Das  Product  der  beiden  partiellen  Differentialquotienten  kann  man  weg- 
schaffen, wenn  man  anstatt  r  und  (>  ihre  Summe  und  Differenz 

a  =  r  +  p,     a'  =  r  —  Q 

*)  Zum  Beweise  berlarf  es  der  ans  den  Flächensätzen  hervorgelienden  Folgerung-, 
dass  die  Bewegung  des  Planeten  in  einer  Ebene  gescliielit,  und  der  bekannten  Tiiat- 
sacbe,  dass  für  einen  innerhalb  der  Ebene  variablen  Punkt  die  beiden  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punliten  als  Bestimniungsstüeke  angesehen  werden  können. 
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einführt,  so  dass 

dW^_dW      dW  dW  _dW      dW 

dr   ~  6a       da'  '         dg    ^  da        da' 

wird.     Alsdann  ergiebl  sich 

und  nach  Multiplicalion  inil  /•(> 

I  (r +(jy-  rl }  (-^)  -  { (r -  (jf  -  rl }  (~)    =  2(j  (F  -ar), 
oder,  nachdem  für  /•,  (j  ihre  Werthe 

siihstiluirl  sind,  schliesslich 

(2.)       {a^  -  r-)  (^)^  -  (a'=-  ,v,)  g^)'  =  A:^  (ö  -  ö')  -  i  « («-'  -  ^")- 

Diese  parlielle  Differentialgleichung  lässt  sich  nach  dem  bereits  in  der 
vorigen  Vorlesung  angewandten  Verfahren  durch  Zerspallung  in  zwei  ge- 
wöhnliche Differentialgleichungen  integriren,    von  denen   die   eine   nur   a   und 

-T,— ,  die  andere  nur  a'  und  ^— r   enthält.      Indem    man    sich    auf   der   rechten 
da  '  da' 

Seite  eine  willkürliche  Constaule  ß  zugleich  additiv  und  subtractiv  hinzugefügt 

denkt,  gelangt  man  zu  den  beiden  Differentialgleichungen 

und  hieraus  folgt  für    W  der  Werth  • 


Die  Vorzeichen  der  beiden  Wurzelgrössen  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Inte- 
grale sind  willkürlich  und  unabhängig  von  einander.  Man  darf  also  für  W 
ebensowohl  die  Summe  als  die  Differenz  beider  Integrale  setzen,  gelangt  unter 
beiden  Annahmen  zu  richtigen  Integralgleichungen  und  kann  nur  die  grössere 
oder  geringere  Einfachheit  der  sich  ergebenden  Formeln  als  Grund  für  die 
Wahl  des  einen  oder  anderen  Ausdrucks  gelten  lassen.  Entscheiden  wir  uns 
für  die  Differenz  und  setzen  zur  Abkürzung 

(3.)       FW  =  Iii^pJ^p±, 


—    192    — 

so  haben  wir  als  Lösung  der  Gleichung  (2.)  den  Ausdruck 
(4. )       W  =  fdo  {F{^)  -fdo'  |/F(ö') , 

dem  wir  auch  die  Form 

(4*.)       W  =f"ds^lF{s) 

a' 

geben  können.  Hieraus  folgt  z.  B.  für  die  Einführung  der  Zeit  in  die  ellip- 
tische Bewegung  des  Planeten  die  Formel 

deren  rechte  Seite  im  Allgemeinen  aus  elliptischen  Integralen  besteht.  Da 
sich  aber  die  Zeit  in  den  Coordinaten  anderweitig  durch  Kreisbögen  aus- 
drücken lässt,  so  ergeben  sich  hieraus  Folgerungen  für  die  elliptischen  In- 
tegrale, welche  auf  das  Fundamentaltheorem  der  Addition  führen. 

Der  Ausdruck  (4.)   ist   eine   vollständige  Lösung   der   partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (2.),  denn  man  kann  ausser  der  darin  enthaltenen  willkürlichen 
Constante  ß  noch  eine  zweite  C  additiv  zu  demselben  hinzufügen.    Aber  der 
Ausdruck  (4.)    ist  auch    eine   vollständige  Lösung   der   partiellen  Differential- 
gleichung (1.);  denn  in  Beziehung  auf  diese  sind  niciit  allein  ß  und  C,  son- 
dern auch  die  Grössen  a,  b,  c  willkürliche  Constanten,    da   sie  in  (1.)  nicht 
vorkommen,   während   sie   in  den  Ausdruck  (4.)  eingehen.     Als  Lösung  von 
(1.)   enthält   daher  (4.)    mehr   als    die   nöthige   Anzahl   von  Constanten,    d.  h. 
es   sind   überflüssige  Constanten   in    demselben.     Will    man    dergleichen   voll- 
ständige  Lösungen    einer    partiellen   DitTerentialgleichung,    in    welchen    über- 
flüssige Consfanten   enthalten  sind,   zur  Integration   des    damit    zusammenhän- 
genden Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  anwenden,  so  darf  man 
zwar  noch  immer  die  nach  sämmtlichen  Consfanten  genommenen  Dilferential- 
quolienten    neuen   willkürlichen    Constanten   gleicli    setzen,    aber   diese   neuen 
Conslanten  sind  nicht  mehr   unabhängig   von   einander.     Andrerseits   steht   es 
frei,  über  die  überflüssigen  willkürlichen  Constanten  nach  Gutdünken  zu  ver- 
fügen,  und   diese  Verfügung   kann   im    vorliegenden  Fall   dergestalt  getroflen 
werden,  dass  das  elliptische  Integral   /dsyFi^s),  welches  den  Ausdruck  (4*.) 
von    W  bildet,    sich   in    ein    circulares    verwandelt.      Dieselbe    Verwandlung 
findet    alsdann   auch    für    die   hieraus   hergeleiteten   elliptischen  Integrale  statt, 
welche   in    den   partiellen  Ableitungen   von    W  nach  den  in  F{s)   enthaltenen 
Conslanten  vorkommen. 
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Diese  Specialisiruiig  des  Integrals  /ds]'F{s)  zu  bewirken,  giebt  es 
zwei  Arten.  Die  erste  besteht  darin,  dass  der  Zähler  —^as'  +  k's-^-li  von 
F{s)  zu  einem  vollständigen  Quadrat  gemacht  wird,  die  zweite  darin,  dass 
diesem  Zähler  ein  genieinschaftlicher  Theiler  s  — r,,  mit  dem  Nenner  *■—/•',  von 
F(«)  gegeben  wird. 

Wir  wählen  die  zweite  Art  und  zwar  aus  folgendem  Grunde.     Leitet 

man   aus    (4  *.) ,    ohne    eine    Specialisirung   der    Conslanten   vorgenommen    zu 

dW 
haben,  die  Integralgleichungen  her,  und  unter  diesen  die  Gleichung  d  =  — — , 

welche,  da  a  in  a,  a'  und  /•,,  enthalten  ist,  die  Form 

(5.)       «'  =   ^fF{a).^-yF{a).-^  +  a/day}^-a/da  i^^ 

annimmt,  so  darf  man  die  hierin  vorkommenden  elliptischen  Integrale  nicht 
von  x  =  a,  y  =  b,  5  =  c  anfangen  lassen,  weil  alsdann  (j  =  0,  a  =  ö' = /•„ 
wäre,  und  die  Integrale  wegen  der  in  ihnen  enthaltenen  —  f"""  Potenz  von 
a^  — rfi,  o'"  — rii  unendlich  würden.  Dies  Unendlichwerden  der  Integrale  in  (5.) 
wird  durch  die  oben  erwähnte  erste  Art  der  Specialisirung  nicht  verhindert, 
wohl  aber  durch  die  zweite.  Und  da  für  die  Formeln,  deren  Herleitung  vor- 
liegt, es  gerade  nothwendig  ist,  dass  man  (<  =  0  setzen  könne,  so  entscheiden 
wir  uns  für  die  zweite  Art. 

Wir  müssen  also  festsetzen,  dass  der  Zähler  von  F{s)  für  s  =  r„  ver- 
schwinde, und  erhalten  demnach  zwischen  ß  und  /•„  die  Relation 

(6.)       ß  =  ^arl-k-i\,. 
Dadurch  wird 

}a(s'-rl)  +  k\s  —  rj  k' 


Fis)  = 


also 


2"J 


(7.)        IF=/"r/.|, 


/    k' 


s  +  r' 


Dies  ist  der  Werth  von    W,  aus  dessen  Differentialion  sich  die  merkwürdigen 

Formeln  für  die  elliptische  Bewegung  ergeben ,    die    von  Eitler  und  Lambert 

entdeckt,  von  Olbers  und   Gauss  bei  der  Bestimmung  der  Elemente  der  Bahn 

benutzt  worden  sind. 

Das  System    der   ersten  Integralgleichungen   wird    durch    die  Formeln 
dx        dW       dy        dW       dz        dW         ....  „,.      ,,,..,  dW 

~jr~'T~i     u~  ~~B~'>  1fr~'^^   gebildet.     Wir   haben   bereits    oben    -^, 

dW     dW  dW  dW  dW  dW 

-^r-1  -5—  durch  -7—   und  -r^  und  die  letzteren  Grössen  durch  -^^  und  ^=rT 

öy        OS  dr  ÖQ  cJa  da 

Jacobi,   Dynamik.  25 
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ausgedrückt.     Indem    wir    diese  Relationen    in    einander   substituiren    und    für 

dW     dW  I    P  /     p 

^=— ,  -,r-r  ihre  aus  (7.)  sich  ergebenden  Werthe  l/ — i«,  —1/-; ia 

da^    da'  _'     ^  '^  }/ a  +  r^      -    '        y  o' +  r„      - 

setzen,  erhalten  wir  die  Gleichungen 


dx  C  X       x  —  a\    I    k-  ,         /x       x  —  a\Jk'' 


(«■)      1  -  (f +^)/,-f;;-i«-(f -^)/4-^-ä«. 


iL    -   ^A   .    l-^^rM 


deren  Richligkeil  man  prüfen  kaiui,  indem  man  sie  quadrirt  und  addirt,    was 
den  Satz  der  lebendigen  Kraft  liefert,  wie  es  sein  nuiss. 

Das  System  der  eigentlichen  zwischen  den  Coordinaten    stattfindenden 
Integralgleichungen  wird  durch  die  Formeln  a'  =  -^,  6'  =  -^,  c'  = -y^  ger- 

bildet,  wo  a,  h' ,  c  neue  willkürliche  Conslanten  bedeuten.    Aus  Gleichung  (7.) 
ergiebt  sich 

öW  _        j,o  a     n" ds da     TIT'      ~       da'    /~P  ~ 

(y(j  0{T'  X (t  X et 

oder  indem  man  für  -^5— ,  -^—   ihre  Werthe  —  ■ ,  -\ setzt  und   be- 

da  '    da  q      ^  q 


rücksichtigt,  dass 


is  +  r. 


ds  ,    ..  , 


ist,  

dW     dW 
Mit  Benutzung  dieses  Werthes  und  der  entsprechenden  Werthe  von  -^,  -3— 

erhält  man  die  gesuchten  Integralgleichungen  in  folgender  Gestalt: 


(9-)  />'  =  (--^-)l/^-4a^(A  +  l^)i/'-^-__.«^ 


(t~V)/^-^^^-(t+V)/^ 


Die  Bestimmung  der  Conslanten  a,  b',  c    geschieht,  indem  man  p  =  0  setzt, 
was  ein  für  q  statthafter  Werlh  ist,    da  in  Folge  der  in  Gleicliung  (6.)  ent- 
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haltenen  Specialisirung  der  Constanteii  der  Punkt  (a,  h,  c)  ein  Punkt  der  Pla- 
nelenbahn wird  *). 

Indem  wir  also  den  beweglichen  Punkt  {x,  y,  z)  mit  dem  festen  («,  b,  c) 

zusammenfallen  lassen,  erscheinen  die  Brüche  '-. ,  unter   der 

Form  [J.  Ihre  wahren  Werthe  sind  cos^',  cos?/,  cosc^,  wenn  wir  mit  ^.,  i],  'C, 
die  Winkel  bezeichnen ,  welche  die  Tangente  der  Planelenbahn  in  (o,  b,  c) 
mit  den  Axen  der  x,  y,  z  bildet.     Da  überdies  a  =  o'  =  r„  wird,  so  ergeben 


*)  Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  ist  es  notlivvcndig-,  auf  den  nocli  niclit 
specialisiften  Werth  (4*.)  von  VF  zurückzukommen.  Derselbe  ist  eine  vollständige 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleicliung  (2.),  und  auf  diese  letztere  wird  das  Pro- 
blem der  Planetenbowegung,  unter  Hinzufügung  der  Gleichung  der  Planetenbahn- 
Ebene,  zurückgeführt,  wenn  man  eine  Lösung  in  den  Variablen  a,  a'  sucht  und  a, 
b,  c  nicht  als  willkürliclie,  sondern  als  gegebene  Constauten  ansieht.  Hieraus  folgt, 
dass,   wenn  man,    mit  /?'  eine  willkürliclie  Constaute  bezeichnend,   aus  (4.)  die    neue 

dW 
Gleichung  /^' =  "ää"  herleitet,    diese  mit  der  Gleichung  der  Planetenbahn -Ebene  zu- 
sammen die  Bahn  bestimmt.    Die  Ausführung  der  Differentiation  nach  ß  giebt,  wenn 
zur  Abkürzung 

gesetzt  wird, 

dW         /""dt 

Dies  ist  in  transcendenter  Gestalt  das  Integral  der  Differentialgleichung 

„   _      da  da' 


deren  Integralgleichung  in  algebraischer  Gestalt  zufolge  des  £M/erschen  Additions- 
theorems der  elliptischen  Integrale  und  zwar  nacli  der  von  Lagrange  gegebenen  Form 
desselben  (Miscellanea  Taurlnensia  IV,  p.  110)  die  folgende  ist: 


vMdiÄCO  ^  ,,c.+r(.+.o-i.(»+»-)-, 


■WO  G"  die  Integrationsconstante  bedeutet. 

Um  nun  die  Bedingung  dafür  zu  erhalten,  dass  der  Punkt  (a,b,c)  in  der 
Planetenbahn  liegt,  d.  h.  dass  g  ^  0  gesetzt  werden  kann,  woraus  dann  x  ^  a,  y  =  b, 
z  =  c,  /•=:;-j,  ff  =  a' =  r„  folgt,  untersuchen  wir  zunächst  den  Fall,  wo  q  unendlich 
klein  ist. 

Es  sei  0  der  Winkel,  welchen  der  Radius  Vector  ?■„,  von  der  Sonne  aus  nach 
dem  Punkt  (a,  b,  c)  hin  gerichtet,  mit  der  Tangente  der  Planetenbahn  im  Punkt  {a,b,c), 
von  diesem  Punkt  aus  nach  dem  unendlich  nahen  Punkt  {x,  y,  s)  hin  gerichtet,  bildet, 
dann  hat  man  für  unendlich  kleine  Werthe  von  g 

r  —  ?•„    =  Qcoad 
und  demzufolge 

(IL)        j<^ —''o  =»■  — '■o+e=       Ci  +  COS0)Q, 
(  ff' —  r„  ==  r  —  r„  —  p  =  —  (1  —  cos ö) (). 
Hieraus  ergiebt   sich,    dass   für   unendlich   kleine  Werthe    von   g   die   beiden  Grössen 
y/'(ff)    und    Yf^a'^  proportional  ^g  werden,    dass   also  auf  der  linken  Seite  von  Glei- 

25* 
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sich  aus  den  Gleichungen  (9.)  die  Beslinimimgen 


(10.)     a'  =  — 2COS5  j/s l<x,    b'  =  — 2cosr/l'2T— .}cf,    c'  =  — 2cos^i/2 1«. 

Dieselben  Werthe  mit  entgegengesetzten  Zeichen  ergeben  sich  aus  den  Glei- 
chungen (8.)  für  die  Grössen  -^,  -^,  -^,  wenn  man  p  =  0  setzt,  und  es 
sind  demnach  —a,  —b',  —  c'  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Pla- 
nelen im  Punkte  {a,  b,  c)  *). 


chung  (I.)  der  Zähler  ]'f{o)-\'if{G'')  proportional  -^g,  der  Nenner  ö  — ö'  proportional 
Q,  der  ganze  Bruch  also  unendlich  wird,  während  die  rechte  Seite  einen  endlichen 
Werth  beliält.     Der   Wertli  q  =  0  ist  also  nur  dann  zulässig,  wenn  die  Function 

/■«  =  (r-r-)(-i«/^  +  Fs  +  ,9) 
den  Factor  s  — r„,   welcher  für  s  =  a  und   s  =  o'    und    für   unendlich   kleine  Werthe 
von  g  proportional  g  wird,  noch  ein  zweites  Mal  besitzt,  d.  li.  wenn  die  zwischen  ß 
und  /•    oben  aufgestellte  Relation 

.  (6.)       ß  =  ^arl-Jcr, 

besteht. 

*)    Die  Gleichungen  (9.)  quadrirt  und  addirt  geben  zwischen  a!,  b',  c'  die  Relation 

a'^  +  b'^  +  c'^  =  2(7--«)' 

welche  nichts  anderes  ist,  als  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  für  den  Punkt  (a,  b,  c). 
Diese  zwischen  den  Constanten  a',  b',  c'  bestehende  Abhängigkeit  bestätigt  dasjenige, 
was  über  das  Verhalten  der  Lösungen  mit  überllüssigen  Constauten  oben  im  Text 
bemerkt  worden  ist,  und  zeigt,  dass  die  drei  Gleichungen  (9.)  nur  für  zwei  gelten. 
Diese  zwei,  auf  welche  sie  sich  reduciren  lassen,  kann  man  folgendermassen  erhalten. 
Eliminirt  man  zwischen  den  Gleichungen  (9.)  die  beiden  in  denselben  enthaltenen 
Wurzelzeichen,  so  ergiebt  sich 

(III.)       (6c'  — 6'c)a;+(ca'  — c'«))/+(a6'  — a'6)s  =  0 
als    die   Gleichung   der  Ebene   der   Planetenbahn,   welche   durch    die   Werthe   x  =  a, 
y  =  b,  z  =  c  befriedigt  wird.     Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichungen  (9.)  der  Reihe 
nach  mit  a,  b,  c  und  addirt  die  Resultate,  so  erhält  man 
,  —  (a«'+66'+cc')(<T— ff') 


(IV.) 


(ff  +  '•„)('''- '•o)  /^  -  i«  +  («^  - '-o) (o'+  r,)  |/^ 


als  Gleichung  der  Bahncurve  in  der  Ebene  der  Bahn,  ein  Ergebniss,  dessen  Identität 
mit  dem  in  Gleichung  (I.)  der  vorhergehenden  Anmerkung  für  den  vorliegenden  Fall 
enthaltenen  leicht  verificirt  wird.  Indem  man  die  frühere  Definition  des  Winkels  6 
beibehält,  hat  man 


aa'  +  bb'  +  cc'  =   —2r,cos0y 


2r„ 


j«. 


woraus  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (II.)  hervorgeht,  dass  die  Gleichung 
(IV.)  für  unendlich  kleine  Werthe  von  g  ein  identisches  Resultat  liefert,  vorausgesetzt, 

/    P                    '     P" 
dass  die  Wurzelgrössen  1/ — ; ia,  l/~r"i 4«  sich  alsdann  beide  dem  mit  dem- 

^  Fff  +  r„       -        y  ff'  +  >-o       ^ 

-^ \a  nähern. 
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Es  bleibt  jetzt  nur   noch    übrig    die  Zeit    einzuführen,    was    durcli    die 

Formel  a—l  =  ^^-  oder 
da 

(11.)  '-"■-'.r    * 


geschieht.  Dies  Integral  führt  auf  Kreisbögen;  indem  man  dieselben  auf  die 
gehörige  Form  bringt,  erhält  man  die  von  Gauss  in  der  theoria  motus  gege- 
benen Formeln  *).  Der  Annahme  r«  =  0  entspricht  die  parabolische  Bewe- 
gung, sie  ergiebt  die  zur  Bestimmung  der  Elemente  einer  Kometenbahn  die- 
nenden Formeln. 

Während  die  Gleichungen  (7.)  bis  (11.)  für  zwei  vom  Brennpunkt 
ausgehende  Radien  Vectoren  r,  r,,  und  die  sie  verbindende  Sehne  (>  bei  der 
in  einem  Kegelschnitt  stattfindenden  Bewegung  eines  Planeten  gellen,  sind  es 
allgemeinere  Formeln  für  diese  Bewegung,  welche  sich  ergeben,  wenn  die 
Specialisirung  (6.)  nicht  vorgenommen  wird,  der  Punkt  {a,  b,  c)  also  nicht  in 
der  Planetenbahn  liegt.  Alsdann  gilt  für  W  die  Gleichung  (4.);  in  ihr  so- 
wie in  den  daraus  abgeleiteten  Integralgleichungen  kommt  die  Diiferenz 
zweier  elliptischen  Integrale  vor,  die  von  derselben  Form  sind  und  sich  nur 
durch  ihre  Argumente  a  und  a'  unterscheiden.  Nach  dem  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  lässt  sich  diese  Differenz  in  Ww  Integral  mit  einem  neuen 
Argument  o",  vermehrt  um  eine  algebraische  und  eine  circulare  oder  loga- 
rithmische Function  von  a  und  a\  transformiren.  Da  nun  die  Integralglei- 
chungen, wie  wir  wissen,  keine  elliptischen  Integrale  enthalten,  so  muss  das 
neue  Argument  a",  welches  algebraisch  von  a  und  o'  abhängt,  einer  Con- 
stante  gleich  werden.  Die  Gleichung  o"  =  Const.  ist  also  eine  der  Integral- 
gleichungen **)  und  zwar  die  Gleichung  der  Bahncurve,  während  der  alsdann 
übrig  bleibende  algebraische  und  logarithmische  Theil  den  Rest  der  Integral- 
chungen  liefert. 

Die  aus  (4.)  folgenden  allgemeinen  Formeln  haben  auch  noch  die 
merkwürdige  Eigenschaft,  dass  sie,  abgesehen  von  einer  zu  erwähnenden 
Modilication,  noch  gelten,  wenn  nach  dem  Punkt  {a,b.c)  eine  zweite  Attraclions- 
kraft  wirkt.  Alsdann  sind  aber  a,  b,  c  nicht  mehr  willkürliche,  sondern  ge- 
gebene Constanlen,    wir   haben    ausser  a  nur    die  eine  Conslante  ß  und  eine 


*)    Vgl.  Crelles  Journal  Bd.  17,  p.  122. 
**)    Vgl.  hierüber  die  Anmerkung  auf  p.  195. 
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willkürliche  Verfügung  über  dieselbe  slehl  uns  nicht  mehr  frei.  Die  Modi- 
ficalion,  welcher  gegenwärtig  die  partielle  DilTerenlialgleichung  (2.)  unterliegt, 
deren  rechte  Seite 


k\a-a')-ia(o'-a")  =  2r(j(^-a) 


ist,   besteht  darin,   dass  zur  Kräftefunction   U  =  -^    ein   zweites  von   der  At- 

traction  nach  dem  Punkte  (a,  b,  c)   herrührendes  Glied   —   hinzukommt,    dass 
also  die  rechte  Seite  sich  in 


2r(j(-^+^-«)  -  k\a-a')  +  k'\a+a')-\a{a-~a") 


Q 

verwandelt.     Demnach  geht  die  partielle  Differentialgleichung  (2.)  in  die  fol- 
gende über: 

Da  man  diese  Gleichung  in  die  beiden  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
zerlegen  kann,  so  erhält  man  für   W  die  Lösung 


in  welcher  sich  die  beiden  elliptischen  Integrale  nicht  mehr  durch  das  Ar- 
gument allein,  sondern  auch  durch  die  Form  unterscheiden.  Für  das  Problem 
der  Attraction  nach  zwei  festen  Centren  im  Räume  ist  die  hierin  enthaltene 
Anzahl  von  Constanten  nicht  genügend.  Für  das  Problem  in  der  Ebene  hin- 
gegen   (und   hierauf   lässt  sich  das  Problem  im  Räume    zurückführen)   ist   der 

dW 
obige  Werth  von    W  eine  vollständige  Lösung;  -^  =  ß'  giebt  die  Bahn  des 

dW 

Punkts,  -^.—  —  a'  —  t  die  Zeil. 

'      Ott 


Necli$!$iinc1z%vaiizig^ste  Torle^^uiig:. 

Elliptisclie  C'oordinateu. 

Die  Hauptschwierigkeit  bei  der  Integration   gegebener  Differentialglei- 
chungen   scheint   in    der  Einführung   der  richtigen  Variablen   zu  bestehen,   zu 
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deren  Aufrindiing  es  keine  alljfeiiioine  Regel  gieht.  Man  miiss  daher  das  um- 
gekehrte Verfahren  einschlagen  und  nach  erlangter  Kenntniss  einer  merk- 
würdigen Suhstilution  die  Probleme  aufsuchen,  hei  welchen  dieselbe  mit  Glück 
zu  brauchen  ist.  Ich  habe  eine  merkwürdige  Substitution  der  Berliner  Academie 
in  einer  auch  im  Cre//eschei\  Journal*)  abgedruckten  Note  mitgetheilt  und  eine 
Reihe  von  Problemen  besonders  aus  der  Mechanik  angeführt,  für  welche  sie 
anzuwenden  ist.  Diese  Anwendbarkeit  beruht  vornehmlich  darauf,  dass  der 
Ausdruck  (-07^)  +Ct~/  ~'"(^>~)  ''"'^''  '"  ''''^  "eucn  Coordinaten  eine  ein- 
fache Gestalt  annimmt.  Indem  wir  uns  vorbehalten,  jene  Probleme,  zu  welchen 
die  bereits  in  der  vorigen  Vorlesung  beiläufig  behandelte  Attraction  nach  zwei 
festen  Cenlren  ebenfalls  gehört,  der  Reihe  nach  durchzugehen,  beginnen  wir 
damit,  die  erwähnte  merkwürdige  Substitution  selbst  aufzustellen,  und  zwar 
der  Allgemeinheit  wegen  sogleich  für  eine  beliebige  Anzahl  von  V^ariablen. 
Es  sei  die  Gleichung- 


's^ 


(1.)       ^4-^  +  ...  +  -^  =  1 

vorgelegt.    Die  Grössen  «, ,  a,, ...  a„  seien  nach  ihrer  Grösse  geordnet,  so  dass 

ai<Cai'<.a3.  .  .<.(i„, 
wo  das  Zeichen  <  so  zu  verstehen  ist,  dass  die  Differenzen  «o— a,,  (1^—0,^  . . ." 
positive  Zahlen  sein  sollen.  Die  Zähler  sind  sämmtlich  positiv,  was  dadurch 
angedeutet  ist,  dass  für  dieselben  Quadrate  gesetzt  worden  sind.  Mulliplicirt 
man  die  Gleichung  (1.)  mit  dem  Product  (rt,  +  A)(a>  +  i). . .  (a„-|-^),  so  erhält 
man  eine  Gleichung  w,"""  Grades  in  l,  deren  Wurzeln  wir  mit  Aj,  A,,  ...  7.,, 
bezeichnen  wollen.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  diese  n  Wurzeln  sämmt- 
lich reell  sind.  In  der  That,  lassen  wir  l  von  — tc  bis  +^  «He  Werthe 
durchlaufen  und  untersuchen  wir,  welche  Werthe  die  linke  Seile  der  Glei- 
chung (I.),  die  wir  mit  L  bezeichnen  wollen,  dabei  annimmt.  Für  l  =  —oo 
wird  Z,  =  0;  mit  wachsendem  l  wird  L  negativ  und  durchläuft  alle  negativen 
Werthe,  bis  es  für  A  =  — a„  unendlich  wird.  Da  nämlich  «„  die  grösste  der 
Zahlen  a,,  Oo,  ...  a„  ist,  so  erreicht  l  zuerst  den  Werlh  — «„,  d.  h.  a„-\-l 
ist  der  erste  Nenner,  welcher  verschwindet.     Ehe  a  den  Werth  —  a„  erreicht 

hat,  ist  «„+A  negativ,  und  indem  sich  a„-V^  der  Null  nähert,  wird  — ^  =  — oc. 
Wächst  l  weiter,  so  wird  «„H-A  positiv,      '  "  ^   macht  daher  einen  Sprung  von 

*)   Bd.  XIX,  p.  309. 
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—  :v  nach  +  et ,    und    da   die  übrigen  Brüche  endlich  und  zwar  negativ  sind, 

2 

SO  gilt,  was  von  — ^  gezeigt  worden  ist,  auch  von  L.    Wächst  nun  l  weiter 

a„  -j-  A. 

und  kommt  in  die  Nähe  von  —  «„_i,  so  wird  L  =  — cc,  hat  also  von  k  =  —  a„ 
bis  >l  =  ^«„_i  alle  reellen  Werthe  durchlaufen;  daher  muss  in  diesem  Intervall 
wenigstens  eine  Wurzel  der  Gleichung  liegen  und  zwar  nur  eine,  weil  L  von 
;L  =  — a„  bis  A  =  — a„_,  conlinuirlich  abnimmt.  Bei  A  =  — «„_,  macht  L  wieder 
den  Sprung  von  —  oo  nach  +aD,  und  dasselbe  gilt  nun  für  das  weitere  Fort- 
schreiten, so  dass  in  jedem  der  Intervalle  —  «„  bis  —  a„_i,  —  ö„_i  bis  —  a„_2,  •  ■  • 

—  Oj  bis  —  a,,  —  a.  bis  —a^  eine  und  nur  eine  Wurzel  der  Gleichung  liegt. 
Hat  nun  l  den  Werth  —  a,  soeben  überschritten,  so  ist  L  =  +oc,  und  indem 
l  von  da  an  weiter  wächst  bis  nach  +c»,  nimmt  L  bis  0  hin  ab;  in  diesem 
Intervall  —  a,  bis  +oc  muss  also  ebenfalls  eine  W^urzel  liegen.  So  haben 
wir  nachgewiesen,  dass  die  Gleichung  (1.)  fi  reelle  Wurzeln  >.i,  ^j?  •••  ^„  hat- 
Wir  wollen  dieselben  der  Grösse  nach  geordnet  annehmen,  so  dass  A^  zwischen 
+  CO  und  —  a,,  ^2  zwischen  —Ui  und  —  «j,  u.  s.  w.  endlich  /.„  zwischen  —  a„_i 
und  —  a„  liegt.     Man  hat  also 

Diese  W^erthe  machen,  für  l  gesetzt,  die  Gleichung  (1.)  zu  einer  identischen, 
und  daher  haben  wir  folgendes  System  identischer  Gleichungen: 


(S.)        (a^+K      a,.  +  K  a„^i+K       a„+A, 


I  '^n  —  1  1  ^H  .J 


«1  +  A,>      «2  +  A»  "^       '    «„_i-l-A„    '    a„  +  A„ 

Sehen  wir  die  Grössen  a  als  constanl,  die  Grössen  x  und  A  dagegen  als 
variabel  an,  so  ist  deren  gegenseitige  Abhängigkeit  also  von  der  Art,  dass, 
während  die  Grössen  Aj,  1,,  ...  A„  aus  den  Grössen  x],  xl,  ...  xj,  durch 
Aullösung  der  Gleichung  n'""  Grades  (1.)  gefunden  werden,  umgekehrt  die 
Grössen  x],  iCo,  ...  x]  durch  ein  System  linearer  Gleichungen  als  Functionen 
von  Ai,  Aj,  ...  A„  zu  bestimmen  sind.  Es  kommt  jetzt  auf  die  Auflösung 
des  Systems  (S.)  an,  wozu  wir  von  den  verschiedenen  anwendbaren  Mitteln 
das  der  successiven  Elimination  wählen.  Zuerst  eliminiren  wir  vermittelst 
der  ersten  Gleichung  xl   aus  den  übrigen.     Um  es  z.  B.    aus  der  zweiten  zu 
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eliminiren,    müssen    wir   die   erste  Gleichung   mit   a„-\-li    multiplicirt  von  der 
zweiten  mit  a„  +  ^.  multiplicirlen  abzieiien  und  erhalten 


Mit  Benutzung  der  Identität 

a,.+l,        «„+A,     _     («,  — a„)(A,  —  A,) 


und   nach    Fortlassung   des    allen    Gliedern   gemeinschaftlichen    Factors  A,  — A, 
geht  diese  Gleichung  in 

a,  —  a„  .,  ,  a.,  —  a„  .,  a„_i  —  a„  ^  . 


über.  Macht  man  dieselbe  Elimination  zwischen  der  ersten  und  dritten,  der 
ersten  und  vierten,  .  .  .  endlich  der  ersten  und  ?i'"'  Gleichung  des  Systems  (S.), 
so  erhält  man  folgendes  System  w— l'"  Ordnung: 

«1  —  ««  ^2     I  «a  —  «-  ^2    I  ,  «»- «  —  ""  y-         _   1 


1         a,  —  a„  -,  ,  a.  —  a,,  -,  ,         ,  a„_i  —  a„ 


Von  diesem  ersten  reducirten  System  w— 1""  Ordnung  kann  man  wieder  auf 
dieselbe  Weise  zu  einem  zweiten  reducirten  System  n  —  2'"  Ordnung  über- 
sehen,  wobei  man   nur   zu    bemerken   braucht,   dass,    wenn   man      '   ,  ,"  x\^ 

"'  ~ ""  xl ,  ...    ""^'7"".r:, -1,  als  neue  Variable  ansieht,  das  System  (S,.)  auf 

«j  +  A,      '  a„_i4-/., 

die  Form  des  Systems  {S.)  zurückkommt.  So  erhält  man  das  zweite  re- 
ducirte  System : 

(      (g,— «„)(«,— «,.-i) 2  ,        (g,— ffl„)(a,— a„-i)         ■,,  Cg,_2— g»)(a.— 2— ««-0        ^2^  _l 

(g,-g„)(g,-g„-i)         ,  ,        (g,-g,.)(g,-g„-0 2  ,  .    ,         (g,.-2-g,.)(gn-2-«n-i)        ^2     ^^ 

S2.)((VK)ÖvHJKT^    '     («.+^,)K+^a)(«^+^J    -^  ^(«,.-2+A,)(g„_2+A,)(g„-,+^.) 

(g,-a,.Xg. -«,._,)  ,  (a,-g„)(g,-«„-i)         2  ,  .    ,  Ca,-2-g,.)(g,-2-q.-i) ^2_^  ^| 

i(g.+A,)(g,+AJ(g,+A„)     '"*    (g,+^,)(a.+^,)(«.+^")  ^(g„-2+A,)(g,._2+A,)(g„_2+Ä..) 

Jacobi,    Dynamik.  *0 
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und  wenn  man  auf  diese  Weise  fortfährt,  kommt  man  endlich  zu  dem  System 
(Sn-i)-)  welches  nur  die  eine  Variable  x]  enthält  und  nur  aus  einer  Gleichung 
besteht.  Diese  Gleichung,  deren  Form  aus  dem  Fortgang  der  Rechnung  ge- 
schlossen wird,  ist 

(g,  —  a„)(a,  —  «„-Q  . .  ■  (g,  —  aj  o   _    . 

(a,  +  A,)(a,  +  AJ...(a,  +  A„_,)(a,  +  A„)       ' 

und  man  erhält  also  die  folgenden  aus  der  Auflösung  von  (S.)  hervorgehen- 
den Werthe: 


XI 


xi 


^    (O,  +  ^. )  («.  +  ^a)  •  •  ■  («i  +  ^—l)  («,  +  ^0 

(a,  —a^X^i  —«3)  •  •  •  («1  —  «0  ' 

^  («2  +  ^, )  («» +  >^ J  •  •  •  («i  +  ^.-i)  («2  +  ^-) 
(a,  —  a, )  (a,  —  a,}...  (a,  -  a„) 


(2.) 


2    _  (am+A,)(a„+A,) (a^+A„_i)(a„,+  A„) 


2    _   (a„+A|)(a,.4-  ^J  . . .  (a„+  A„_i)(a„+A„) 


(o„  —  a, )  (a„  —  a.j)  . . .  («„  —  a„_i ) 

Da  diese  Ausdrücke  Quadraten  gleich  werden,  so  müssen  sie  positiv  sein, 
was  sich  auch  leicht  nachweisen  lässt.  In  dem  Ausdruck  von  .t]  z.  B.  ist 
im  Zähler  der  erste  Factor  positiv,  die  übrigen  negativ,  also  hat  der  Zähler 
das  Zeichen  (—1)""',  im  Nenner  sind  alle  Factoren  negativ,  derselbe  hat  also 
auch  das  Zeichen  (—1)""',  folglich  ist  der  Bruch  positiv.  Aehnliches  gilt  von 
den  Werthen  der  übrigen  Grössen  Xj,  xl,  ...  xl. 

Man  kann  die  Ausdrücke  (2.)  auch  prüfen,  indem  man  sie  in  das 
System  (S.)  substituirt  und  zeigt,  dass  dasselbe  identisch  erfüllt  wird.  Hier- 
bei braucht  man  den  aus  der  Theorie  der  Zerlegung  in  Fartialbrüche  be- 
kannten Hülfssatz,  wonach  die  Summe 


»,=1  (a„,  —  a, )  (a„,  —  a.J...  (a,„  —  a„_i)  (a,„  —  a^+i) . . .  (a,„  —  a„) 

für  s  =  l,  2,  ...  re  — 2  verschwindet  und  für  s  =  n  —  \  der  Einheit  gleich 
wird,  während  sie  für  jeden  höheren  Werth  n~\-\-r  von  s  der  Summe  der 
Combinationen  mit  Wiederholungen  zu  /■  der  Elemente  «, ,  «,,  •••  «„  gleich 
ist,    ein  Satz,    dessen  Consequenzen    ich   in  meiner  Inaugural  -  Dissertation  *) 


*)    Disquisitiones  analyticae  de  fractionibus  simplicibus.     Berolini  1825. 
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erörtert  habe.     Die  der  Grösse  A,  entsprechende  Gleichung  des  Systems  (S.)  ist 

Damit  dieselbe  durch  die  Werlhe  (2.)  der  Grössen  a;;,  xl^  ...  xl  erfüllt 
werde,  muss  die  Gleichung 

"'=1  («m  —  «,)(«»,  —  «J . . .  («,„  —  a,„_i)  (a„.  —  a,„.|_i)  . . .  (a,„  —  «„) 
eine  identische  sein,  was  in  der  That  durch  den  eben  erwähnten  Satz  verificirt 
wird,  da  im  Zähler  <,  '  die  höchste  Potenz  von  «„,  ist  und  diese  den  Coef- 
ficienlen  1  hat. 

Die  Grössen  x;,  xl^  ...  x^,  wie  sie  durch  die  Formeln  (2.)  definirt 
werden,  genügen  noch  anderen  Gleichungen,  die  sich  durch  den  angeführten 
Satz  ebenfalls  auf  der  Stelle  ergeben.  Dividirt  man  nämlich  die  Grössen  ar,,, 
nicht  bloss  durch  0,,,  +  A,,  sondern  durch  das  Product  der  Factoren  a,„  +  /l,, 
«m+^A;,  wo  li,  A^  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Gleichung  (1.)  bedeuten, 
so  erhält  man  eine  Summe,  welche  sich  von  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
(3.)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  der  Zähler  in  Beziehung  auf  a„  nicht  bis 
auf  die  w— 1'%  sondern  nur  bis  auf  die  re  — 2""  Potenz  steigt.  Daher  wird  die 
Summe  Null,  und  man  hat  die  Gleicliung 

x'  x^  x' 

^^'^         i.a,  +  A,) (a,  +  A,)  +  (a,  +  A,)  (a,  +  A,)  + ' ' '  +  (a„  +  A.) (a„ -f  A,)    =  ^• 

Untersuchen  wir,  was  aus  der  linken  Seite  der  Gleichung  (4.)  wird,  wenn 
Aj,  A^  nicht  mehr  von  einander  verschiedene  Wurzeln,  sondern  eine  und  die- 
selbe Wurzel  der  Gleichung  (l.J  bezeichnen.  Es  fragt  sich  also,  welchen 
Werth  der  Ausdruck 

erhält,  wenn  derselbe  durch  die  X  allein  dargestellt  wird.  Durch  Substitution 
der  Werthe  (2.)  an  die  Stelle  der  x'  ergiebt  sich 


M.  -    2: 


(a,n  +  A|)(a„,  +  AJ . . .  (a„,  +  A,_,  )  (a,„  +  A.+,  ) . . .  (a„  -f  A„) 


m==i  (a,„  +  A, )  («,„  —  ö, ) . . .  (a,„  —  a,„_ ,)  («,„  —  a„,+i) . . .  (a„  —  a,.) 
Der  Zähler  des  unter  dem  Summenzeichen  stehenden  Bruches  ist  eine  Function 
n—V""  Grades  von  a,„.    Entwickeln  wir  denselben  nach  Potenzen  von  a„.+  A,, 
so  wird  das  von  a„,  +  l,  freie  Glied 

(A,-A.)(A,-A.)...(A._i-A.)(A.+,-A.)...(A,-A,). 

26* 
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Alle  übrigen  Glieder  der  Entwicklung  zusammengenommen  und  durch  den 
Factor  «„,  +  A,  des  Nenners  dividirt  bilden  eine  Function  w  — 2"""  Grades  von 
«„,  und  fallen  daher  zufolge  des  erwähnten  Hülfssatzes  bei  der  Summation 
nach  m  heraus.     Demnach  reducirt  sich  der  Ausdruck  von  Mi  auf 

'         .„  -1  Um-rh  (o„.— rtJCa,,,—  «;,). ..(«,„  — a„_i)(a™  —  «m-|-i)... («,„  —  «,.)' 
und  da  nach  der  Theorie  der  Zerlegung  in  Partialbrüche  bekanntlich 


1  1  C-i) 


H—l 


ist,  so  ergiebt  sich  für  M^  der  schliessliche  Werth 
d.  h.  man  hat  die  Gleichung 


,  +  •••+,     '' 


(7.) 


(A,  -  A, )  (_li  -  AJ  ■  ■  ■  (^,  -  A._i)  {Ij  -  A.+,)  ■  ■ .  (^.  -  A„) 
(a, +AO(aa+AO...(a„  +  A.) 

Dies  Resultat   lässt    sich    auch    auf  einem    anderen    etwas    einfacheren    Wege 
herleiten.     Man  setze 

(8-)      *^  =  l-|r#T  +  A+-    '    "" 


sodass  die  Gleichung  ?/ =  0  mit  der  Gleichung  (1.)  identisch  ist;  dann  lässt 
sich  der  durch  Gleichung  (5.)  definirte  Ausdruck  M^  mit  Hülfe  von  u  in  der 
Form 

'"-(tu 

darstellen,  und  man  wird  daher  den  Ausdruck  (6.)  von  M^  aus  u  herleiten 
können,  wenn  man  vorher  in  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (8.)  die  Va- 
riablen a^i,  0-2,  ...  xl  durch  die  Variablen  A,,  A,,  ...  A„  ersetzt  hat.  Um 
diese  Transformation  zu  erlangen  mulliplicire  man  «  mit  dem  Product  der 
Nenner  (»,+A)(a2+A) . . .  (a„-!-A),  dann  erhalt  man  einen  ganzen  rationalen  Aus- 
druck /«'"'  Ordnung  in  l,  welcher  für  die  Werlhe  A,,  A,,  ...  A„  von  A  ver- 
schwindet, und  in  welchem  der  Coefficient  von  A"  die  Einheit  ist.  Also  hat  man 
(«,  +  A)(a2  +  A)...(«„  +  A)M  =  (A-A,)(A  — A2)...(A  — A„),  oder 

rft  ■>  \       „  -    a-A.)(A-A,)...(A-A,.) 
^       '  (a,  +  A)(rt,  +  A)...(«„+A)  ' 

eine  Gleichung,  aus  deren  Zusammenslellung  mit  (8.)  man,  beiläufig  bemerkt, 


—     205    — 

schliessen   kann,    dass   sich    die  Werthe  (2.)    der  Grössen  x-j,  xl,  ...  xj,  als 

1  i  1 

die    negativ   ffenoninienen    Zähler   der   Partialbrüche    — r^,  — n,  ...  — r-^ 

in  der  Zerlegung  des  Bruches  (8  *.)  definiren  lassen.     Indem   wir   den  Aus- 
druck (8  *.)  von  u  nach   '/.  differenliiren  und  dann  /.  —  Ä,  setzen,  erhallen  wir 

M  =  Ä^       =  (A. - 1, ) (A.-  A,) .  ■  ■  (Z,  -  A,_,)CA.-  A,+0  •  •  •  q—  A„) 
'     VöAV^-;,  («_4.A.)(fl,  +  /0  •■•(««  + ^O  ' 

übereinstimmend  mit  (6.). 

Die  bisher  gewonnenen  Resultate  setzen  uns  in  den  Stand,  ohne  weitere 
Rechnung  zu  der  obigen  Substitution  die  aus  derselben  lolgenden  DilTorential- 
fornieln  hinzuzufügen.  Wenn  man  von  dem  in  den  Gleichungen  (2.)  enthal- 
tenen Werth  von  x],, 

2    ^    («,„  +  A,)(»,„+AJ (a„,  +  A„-i)(a„.+  A„) 

"'  ~    (a,„  —  a, )  (a™  —  « J  . . .  («,„  —  ««-0  («m  —  «,»4  0  •  ■  ■  (««  —  «») 

den  Logarithmus  nimmt  und  dann  dilferentiirt,  so  erhält  man 


■'e 


2dx,„  d?.,        ,       d^,  dl„ 

H r- 


X,u  (Im  +  ^"i  «m  +  K  ^"<  +  ^" 

Hieraus  ergiebt  sich   für   die  Summe   der  Quadrate   der  Differentiale   von   x,. 


.r,,  ...  x„  die  Formel 

/»  =  « 


-.i  m  —  n  -i  „V—.,  _* 


4(rfa;?+rfx-?  + ...  +  dxl)  =  Z  7-^'tv  «^^J + ^  7;r4"Tv  '^^ + ' " ' + ^,  r^'rv  '^^'' 

^  ^  m=l(0,„  +  Aj  m=l(a„+/,)  m=l(^0„-|-/.„J 

m— «  2 

+  2  ^  ^-— y^^— y^  rf/,  rfÄ,  +  • .  •  • 

m=i  (a„-|-A,)(a„,  +  Aj 
Nach  Gleichung  (4.)  verschwindet  der  Coefficient  von  rfA^rf/.,,  und  ebenso  ist 
es  mit  den  Coefficienten  aller  Producte    der  Differentiale  von  zwei  verschie- 
denen Grössen  l.     Die  Coefficienten  der  Quadrate  rfA;,  dX\,  .  .  .  dll  dagegen 
sind  nach  Gleichung  (5.)  die  Grössen  M,,  M^,  ...  M„,  also  haben  wir 
(9.)       ^{dx\  +  dxl  +  -  +  dxl)  =  M,dli  +  M,di.l  +  -  +  M..dXl, 

t 

wo  die  Coefficienten  M  durch  Gleichung  (6.) 

definirt  sind.  Giebt  man  dem  Begrilf  der  lebendigen  Kraft  }i{x',' ■\-x?+ x'i) 
eines  sich  frei  bewegenden  Punktes  mit  der  Masse  1  eine  Ausdehnung  auf  n 
Dimensionen  und  setzt 

T  =  ^ix7  +  x?  +  --  +  x:), 

so  kann  man  diesen  Ausdruck  T  vermöge  Gleichung  (9.)  auch  durch  die  Va- 
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riablen  Ä  und  deren  Differenfialquotienten  nach  t  darstellen,  und  erhält 

(10.)       ST  =  A{x^-\-x.?-Y--  +  x2)  =  M,i:{  +  MX'  +  -  +  M,,}:i 

Der  aufgestellten  Ausdehnung  auf  w  Dimensionen  entspricht  die  Hatniltonsche  par- 
tielle Differentialgleichung,  deren  linke  Seite  der  Ausdruck 

ist.     Derselbe  geht  aus  2T  hervor,  indem  man  darin 


dT       dW 

dT       dW 

dT      dw 

dx\  ~  dx^  ' 

dx^        dx^  ' 

dx[,        dx^^ 

substituirt.  Kommt  es  nun  darauf  an,  den  Ausdruck  anzugeben,  in  welchen 
der  obige  bei  der  Transformation  der  Variablen  x  in  die  Variablen  l  über- 
geht, so  findet  man  denselben  nach  der  neunzehnten  Vorlesung,  indem  man 
auf  den  transformirlen  Ausdruck  von  2T  die  Gleichungen 


dT 

dW 

dT       dW 

dT 

dW 

dl', 

"~  dl,  ' 

dl',  ~  dl, '     •  ■ 

•    •        dl. 

-dl, 

anwendet.     Im  vorliegenden  Fall  ist  nach  Gleichung  (10.) 


also  hat  man 


in 


.  dT        ,.,.        .dW 
4^  =  #./.  =  4^, 


,  _    4^  dW 


M,  dl. 


2T  =  i{MX-  +  M.X-  +  --  +  M,l',^\  ^ 
einzusetzen  und  erhält  auf  diese  Weise 

^"•^ \dx, )  +Vö.T, ;+•••+'. axj  -^\M,\di,) -^MiydTj ^--^ M:\-dxJ  1 ' 

wo  M.  nach  (6.)  zu  bestimmen  ist,  oder,  was  dasselbe  ist, 

^      ■'        ^\dxy  ^^il~l,')...(h-X,^,)(l.-l,+t-)...(l.~l„)\dl.y>' 
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SiebeiiiiiiflKwaiizi^iste  Torlesiiii^. 

Geometrische  Bedeutung  der  elliptisclien  Coordinaten   in   der  Ebene  und   im  Räume. 
Quadratur  der  Oberfläclie  des  Ellipsoids.     Rectification  seiner  Krümmungslinien. 

Gehen  wir  nun  auf  die  geometrische  Bedeutung  näher  ein,  welche  die 
in  der  vorigen  Vorlesung  aufgestellte  Substitution  für  « =  2  und  ra  =  3  hat. 
Für  den  Fall  von  zwei  Variablen  hat  man  die  Gleichung 

=      1. 


Sieht  man  .r,  und  a-j  als  rechtwinklige  Coordinaten  an,  so  ist  diese  Gleichung 
die  eines  Kegelschnitts  und  zwar  einer  Ellipse,  wenn  k  in  den  Grenzen  —  a, 
und  +0C  liegt,  also  beide  Nenner  positiv  sind,  dagegen  einer  Hyperbel,  wenn 
/  zwischen  — «,  und  —a,  liegt,  also  der  erste  Nenner  negativ,  der  zweite 
positiv  ist.  Aendert  sich,  indem  «,  und  «,  constant  bleiben,  die  Grösse  l, 
so  stellt  die  Gleichung  ein  System  confocaler  Kegelschnitte  dar.  Sind  x,  und 
ar,  gegeben,  so  giebt  es  immer  zwei  Werthe  von  k,  welche  die  Gleichung 
befriedigen,  der  eine  liegt  zwischen  —  a,  und  c«,  der  andere  zwischen  —  a, 
und  —021  d-  h-  von  einem  System  confocaler  Kegelschnitte  gehen  durch  einen 
gegebenen  Punkt  immer  zwei  und  zwar  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel.  Die 
Variablen  X,  und  X,  für  .r,  und  x,  einführen  heisst  daher  geometrisch,  die 
Punkte  in  der  Ebene  durch  die  Ellipse  und  Hyperbel  bestimmen,  welche  durch 
dieselben  gehen  und  zwei  gegebene  Punkte  zu  Brennpunkten  haben.  Setzt 
man  Aj  =  Const. ,  so  erhält  man  alle  Punkte  auf  einer  Ellipse  des  Systems 
confocaler  Kegelschnitte,  setzt  man  A2  =  Const.,  so  giebt  dies  alle  Punkte  auf 
einer  Hyperbel.  Die  beiden  Systeme  der  confocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln 
haben  mit  dem  gewöhnlichen  Coordinatensystem  das  gemein,  dass  je  zwei 
Curven  eines  Systems  sich  nicht  schneiden,  und  dass  jede  Curve  des  einen 
Systems  alle  Curven  des  anderen  Systems  rechtwinklig  durchschneidet.  In 
der  That,  schneiden  sich  eine  der  Ellipsen  und  eine  der  Hyperbeln  im  Punkte 
(x, ,  iCo),  und  ist  demnach 

x^  x'  x'  x' 

a^  +  K        «a  +  ^i  "i  +  K        »i  +  K 

so  bilden  die  Normalen    an  Ellipse    und  Hyperbel   im  Punkt   (ar,  ,0*2)  mit   den 

Axen  Winkel,  deren  Cosinus  sich  wie  -^ —  :  -7^—  und  wie  -7^—  :  -rr—  verbalten. 

^  ox,       dx,  ox,      dx.. 
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Sollen  diese  Normalen  senkrecht  auf  einander  stehen,  so  muss  die  Relation 

dE   6H   .    dE   dH 


dx^  dx^        dx^  öxj 


0 


oder 


^'  =0 


bestehen,  und  da  dieselbe  zufolge  Gleichung  (4.)  der  vorigen  Vorlesung  eine 
identische  Gleichung  ist,  so  ist  hiermit  die  Orthogonalität  von  Ellipse  und 
Hyperbel  bewiesen.  Hieraus  geht  eine  Erleichterung  bei  der  Bestimmung 
des  Flächenelements  hervor;    denn   während    dasselbe   im  Allgemeinen  gleich 

(rj'jß    cjX         cix    eis*   \ 
^y--5y^ — -^-^jdlidli   ist,    braucht    mau    im    vorliegenden   Fall    nur    die 

Bogenelemente  von  Ellipse  und  Hyperbel  in  einander  zu  niultipliciren.  Nach 
Formel  (9.)  der  vorigen  Vorlesung  ist  das  Quadrat  des  Bogenelements  einer 
beliebigen  Gurve 

Hieraus  ergiebt  sich  das  Bogenelement  der  Ellipse,  wenn  man  Xi  constant, 
also  d/.j  =  0  setzt,  das  der  Hyperbel,  wenn  man  /,  constant,  also  rfA^  =  0 
setzt.     Diese  Bogenelemente  sind  daher 


^'^  Vr      i^\/',  1  >      und     jt/Z-xt/,      /,\/' ,   ,^. 
F(ff,4-;.J(a.,  +  AJ  -     'r  (a,  +  A,)(rt,  +  A,)  ' 

und  das  Flächenelement  ist  das  Product  derselben,  d.  h. 

iQ.,-).,)dl,dX, 

Ganz  analoge  Betrachtungen  können  für  drei  Variable,  d.  h.  für  den 
Raum  angestellt  werden.  Es  seien  .r^,  .r.,  .r-j  rechtwinklige  Coordinaten; 
daan  stellt  die  Gleichung 

a,+A"^a,,+A"^a3  +  A  ' 

wenn  man  l  variiren  lässt,  ein  System  conibcaler  Oberflächen  zweiten  Grades 
dar.  Die  Sätze  über  confocale  Oberflächen  zweiten  Grades  (d.  h.  solche,  in 
denen  die  Hauptschnitte  die  nämlichen  Brennpunkte  haben)  gehören  zu  den 
merkwürdigsten  der  analytischen  Geometrie;  ich  habe  einige  der  wichtigsten 
im    12'"  Bande   des  Cre//eschen  Journals")    zuerst    bekannt    gemacht.     Wenn 

*)    Sclireibeu  an  Steiner  p.  137.  '        "-    '  '■        "''^•■; 
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Chnsles  in  seinem  AperQU  Instoriqiie  *)  dieselben,  ohne  meine  Priorität  zu 
erwähnen,  als  neu  bezeichnet,  so  muss  man  sich  daran  erinnern,  dass  in  jenem 
Werk  alle  deutsch  geschriebenen  Abhandlungen  des  Crc//(!schcn  Journals  un- 
berücksichtigt geblieben  sind  **). 

Die  confocalen  Oberflächen  Iheilen  sich  in  drei  Systeme,  in  ein  System 
von  Ellipsoiden,  für  welche  ^zwischen  —  «i  und  +^  l'<^g'i  in  ein  System 
von  einschaligen  Hyperboloiden,  für  welche  l  zwischen  — «i  und  — a,  liegt, 
und  in  ein  System  von  zweisclialigen  Hyperboloiden,  für  welche  l  zwischen 
—  02  und  —«3  liegt.  Im  ersten  Fall  sind  nämlich  die  Nenner  «1  +  ^,  «2  +  ^, 
«3  +  ^  sämmtlich  positiv,  im  zweiten  Fall  ist  a,  +  A  negativ,  während  a.^-l 
und  «3  +  ^  positiv  sind,  im  dritten  Fall  sind  «i  +  ü  und  a^  +  l  negativ,  aj  +  ^ 
positiv.  Für  jeden  Punkt  (iCj,  Xj,  0^3)  giehl  es  drei  Werlhe  A,,,  ^2,  A3  von  l, 
welche  der  obigen  Gleichung  genügen,  und  zwar  entspricht  li  einem  Ellipsoid, 
^2  einem  einschaligen  Hyperboloid  und  A3  einem  zweischaligen  Hyperboloid. 
Von  einem  gegebenen  System  confocaler  Oberflächen  zweiten  Grades  geht 
also  durch  einen  gegebenen  Punkt  immer  ein  Ellipsoid,  ein  einschaliges  Hy- 
perboloid und  ein  zweischaliges  Hyperboloid.  Von  diesen  drei  Systemen 
schneidet  jedes  die  beiden  anderen  rechtwinklig.  Binet  hat  zuerst  bewiesen, 
dass  die  Schnillcurven  zugleich  die  Krümmungscurven  dieser  Oberflächen  sind. 
Charles  Dnpiti  in  seinen  Developpements  de  geometrie  hat  diesen  Salz  dabin 
verallgemeinert,  dass  er  immer  gilt,  wenn  drei  Systeme  von  Flächen  sich  ge- 
genseitig orthogonal  schneiden.  Lame  hat  in  neuerer  Zeit  von  der  Theorie 
der  confocalen  Oberflächen  interessante  Anwendungen  auf  die  mathematische 
Physik  gemacht. 

Dass  die  drei  durch  einen  gegebenen  Punkt  des  Raumes  hindurch- 
gehenden confocalen  Oberflächen  sich  gegenseitig  rechtwinklig  schneiden,  ist 
nichts  Anderes,  als  die  geometrische  Deutung  von  Gleichung  (4.)  der  vorigen 
Vorlesung.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  auch  die  drei  Durchschnilts- 
curven  je  zweier  von  diesen  confocalen  Oberflächen  senkrecht  auf  cinandej- 
stehen.  Hieraus  folgt,  dass  je  zwei  der  Bogenelemente  dieser  Durchschnitls- 
curven  in  einander  mulliplicirt  das  Flächenelement  der  beide  Bogenelemente 
enthaltenden  confocalen  Oberfläche  liefern,  und  dass  das  Producl  aller  drei 
Bogenelemente  der  Durchschnittscurven  das  Raumelement  im  Goordinalensystem 
(A^,  ^2,  A3)  darstellt. 


*)    Note  XXXI,  p.  384.  **)    Aper(,-u  historiquc,  p.  215  Anmerkung. 

Jacobi,    Dynamik.  «• 
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Der  Ausdruck  für  das  Quadrat  des  Bogeaelements  irgend  einer  Raum- 
curve  ist  nach  Formel  (9.)  der  vorigen  Vorlesung 
,  dx]-\-dx1-'rdxl  = 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  eine  der  Grössen  ^i,  Ao,  A3  constanl,  so  be- 
zieht er  sich  auf  eine  Curve,  welche  auf  einer  der  confocalen  Oberflächen, 
z.  B.  für  ein  conslantes  li  auf  einem  Ellipsoid,  liegt.  Setzt  man  ferner  in 
diesem  Ausdruck  zwei  der  Grössen  Aj,  A,,  A3  constant,  so  bezieht  er  sich  auf 
die  oben  erwähnten  Durchschnittscurven  und  zwar  auf  diejenigen,  welche 
auf  einem  confocalen  Ellipsoid  liegen,  wenn  man  li  und  I2  oder  A,  und  A3 
constant  setzt,  dagegen  auf  den  Durchschnitt  zweier  confocalen  Hyperboloide, 
wenn  man  A.,  und  A3  constant  setzt.  Hiernach  erhält  man  für  die  Bogen- 
elemente  der  Durchschnittscurven  auf  dem  Ellipsoid 


^^•^        -^-'^^^r(«,  +  A3)(«,+  A3)(«3+A3)      ""*•     ^'^'^F(a,  +  AJ(a,+  AJ(«3  +  A,) 
und  für  das  Flächenelement  des  Ellipsoids 


^.-^3  ^,  ^>  J  ß-~KXK-^) 


•  dl-y  rfA- 


1/ 


4  ""^  "'^3  V  (a,  +  A,)  (a,  +  A J  (a,  +  A., )  (a,  +  A3)  (a,  +  A,)  (a,  +  A,) 
Integrirt  man  dieses  Differential  und  dehnt  es  auf  alle  möglichen  Werthe  von 
Aj  und  A3  aus,  d.  h.  von  A,  =  —  ao  bis  Aj  =  —  «i  und  von  A3  =  —  «3  bis  A3  =  —  «2, 
so  erhält  man  einen  Octanten  der  Oberflüche  des  ganzen  Ellipsoids.  Dieses 
Doppelintegral  theilt  sich  aber  ganz  von  selbst  in  die  Summe  zweier  Producte 
von  einfachen  Integralen  und  giebt  für  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  den  Ausdruck 


y        '^^^•^^-r(a.+A.J(a,+AJ(«3H-A,)y        ''^^V     (a.+KXal+KXa^+K') 
(4.)       ■      — 


J  'F  (a,+Ajra.-+A,)(a,,+A,)  y  ^     'S 


K-\ 


(«,+AJ(a,+A,)(a3+A,)  J         "  3  •    3  |/      («,+A3)(a,+A3)(o3  fA3)  ' 

welcher  aus  elliptischen  Integralen  zusammengesetzt  ist.  Dies  ist  der  Weg, 
auf  welchem  Lcgetidre  die  Quadratur  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  gefunden 
hat  *).  Die  Arbeit  Legendres  ist  besonders  deshalb  von  der  grössten  Wichtig- 
keit,  weil   dabei   zum   erstenmale    die   Krümmungslinien   als   analytisches   In- 


*)    Exercices  de  calcul  integral,    I.,  p.  185   oder  Traitö  des  fonctions  elliptiques, 
I.,  p.  352. 
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strumeiit  zur  Transformalion  der  Coordinalen  angewendet  werden.  Nimmt 
man  in  obigem  Ausdruck  die  Integrale  in  bolieltigen  engeren  Grenzen,  so  er- 
hält man  nicht  die  Oberfläche  des  ganzen  Elüpsoids,  sondern  ein  Slück  der 
Oberfläche,  welches  zwischen  zwei  Krümmungslinien  der  einen  Art  und  zweien 
der  anderen  Art  eingeschlossen  ist. 

Um  das  Raumelemcnt  zu  erhallen,  muss  man  das  Flächenelement  des 
Elüpsoids  mit  dem  Bogenelement  der  von  den  beiden  Hyperboloiden  gebildeten 
Durchschnillscurve  mullipliciren.  Für  dies  Bogenelement  ergiebt  sich,  indem 
man  I2  und  I3  constant  setzt,  der  Ausdruck 


,„^j     ft-^.)(>,-^ 


folglich  ist  das  Raumelemcnt 

Indem  man  dies  DilTerenlial  dreifach  inlegrirt  und  zwar  innerhalb  Grenzen, 
welche  die  möglichen  Werlhe  von  A,,  Aj,  A3  nicht  überschreiten,  bekommt 
man  einen  Raum,  welcher  durch  zwei  confocale  Ellipsoide,  zwei  confocale 
einschalige  Hyperboloide  und  zwei  confocale  zweischalige  Hyperboloide  be- 
grenzt wird.  Das  dreifache  Integral  iheilt  sich  ganz  von  selbst  in  6  Glieder, 
deren  jedes  ein  Producl  dreier  einfachen  Integrale  ist. 
Die  beiden  Bogenelemente 


welche  wir  bei  der  Quadratur  des  Elüpsoids  mit  einander  niullipücirten,  sind 
nach  dem  ßwefschen  Satze  die  Elemente  der  Krümmungslinien  auf  dem  EI- 
lipsoid.  Die  Integration  dieser  Elemente  giebt  die  Rectificalion  der  Krüm- 
mungslinien, und  wir  erhalten  für  die  Bogen  derselben  die  Integrale 


(5.)        \fdU,    ?\^^[)Z^'\  ,.  und  iyrf^2l/r-7W^#s?^'tTT' 
^     '        V      't  (a,+A3X«a  +  A3X«3+^3)  ^         Ha,^'KXa^+KXa,+K) 

welche  zu  den  Abekc\\G\\  Integralen  gehören  und  zwar  zu  der  Galtung,  welche 

auf  die  elliptischen  Integrale  zunächst  folgt. 


27 
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Aclitiiiidzwaiizigste  Vorlesung. 

Die  kürzeste  Linie  auf  dem  dreiaxigen  EUipsoid.    Das  Problem  der  Kartenprojection. 

Die  Formeln  der  beiden  letzten  Vorlesungen  führen  auf  einem  sehr 
einfachen  Wege  zu  der  bereits  in  der  zweiundzvvanzigsten  Vorlesung  (p.  177) 
erwähnten  bisher  für  iniausführbar  gehaltenen  Bestimmung  der  kürzesten  Linie 
auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid.  Die  kürzeste  Linie  wird  von  einem  materiellen 
Punkt  beschrieben,  der  gezwungen  ist,  auf  der  Oberfläche  des  EUipsoids  zu 
bleiben,  und  der,  ohne  dass  eine  sollicitirende  Kraft  auf  ihn  wirkt,  nur  von 
einem  anfänglichen  Stoss  getrieben  wird,  was  damit  übereinkommt,  dass  die 
Krüflefunction  U  verschwindet. 

Bezeichnen  Xi,  Xj,  x^  die  rechtwinkligen  auf  die  Axen  des  EUipsoids 
bezogenen  Coordinaten  des  sich  bewegenden  Punktes,  so  wird  der  für  den- 
selben stattfindende  Zwang,  auf  dem  Ellipsoid  zu  bleiben,  durch  die  Bedin- 
gungsgleichung 

a,+\        a,+l,   '^  a,  +  X, 

ausgedrückt.  Es  kommt  nun  darauf  an,  Xi,  Xj,  x^  als  Functionen  zweier 
neuen  Variablen  so  darzustellen,  dass  diese  Werthe,  in  die  Bedingungsglei- 
chung eingesetzt,  dieselbe  identisch  befriedigen.  Solche  W^erthe  sind  die- 
jenigen, welche  wir  für  xi,  xl,  xl  in  >.j,  ^2,  ^3  gefunden  haben,  wenn  wir 
darin  ^,  als  constant,  h-,  h  als  variabel  ansehen.  Durch  die  Grössen  h-,  h-, 
welche   die    Stelle    der  früher   mit   q   bezeichneten   Variablen   vertreten,   und 

durch  ihre  Differentialquotienten  ^3  =  -^-,    1'^  =  —-^  haben   wir  die  lebendige 

Kraft  auszudrücken,  alsdann  für  k[  und  X',  die  neuen  Variablen  «,  =  -^  und 

6T 
fh  =  -^   einzuführen,   welche  den   früher   mit  p   bezeichneten  Grössen   ent- 

.    '       ,  dT     dw  dT      ew  ,  „  .. 

sprechen,  und  /i,  =  ^^  =  -^j- ,  ,"3  =  -q^  =  -qt  zu  setzen.     Auf  diese  Weise 

ergiebt  sich  T  ausgedrückt  durch  A,,,  A3,  ^^,  ^^,  und  die  Gleichung  r+K  =  0, 

die  man  auch  in  der  Form  T=h  schreiben  kann,  wenn  man  a  =  —h  setzt, 
ist  die  partielle  Differentialgleichung  des  Problems,  durch  welche  W  als 
Function  von  1,,  A3  definirt  wird.  Wenn  man  in  Gleichung  (10.)  der  sechs- 
undzwanzigslen  Vorlesung  die  Zahl  der  Variablen  auf  drei  beschränkt,  so  er- 
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hält  man  für  die  lebendige  Kraft  27  die  Transformationsformel 

2  T  =  ar,-+  x'.^^-  x','  =  ^M,  l\-+  ^M,  k'r+  IM,  l'i, 
wo 


M^  = 


iK-KXK-K^ 


Aber  da  die  Bewegung  auf  dem  Ellipsoid  geschieht,  so  ist  l^  constant,  Ä^  =  0  und 
Hieraus  ergiebt  sich 

-  ~"  M,    <9A,  '      ^'~  M,   öl,  ' 
und  man  erhält  für  2T  den  Ausdruck 

Die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung  ist  sonach 

„ (a,  +  A,)(a,  +  A,)(«3  +  A,)  (dW\'    ^  {a.  +  K){ch  +  KXa.^-^D  (^S-  n 
^-^        (A,-A,)(A,-AJ         VöA.y-^^        (A3_A,)(A,_A,)         ^^ÖA^^'-'* 

oder 

(l^      (a,+A,Xa,+AJ(a3+A,)/a>^y     (a.+A3)(a.+^.,)(«3+^3)(^^>^y^  .j,^.;^^^      -^.^ 

Diese  partielle  Differentialgleichung  theilt  sich  wieder  ganz  von  selbst  in  zwei 
gewöhnliche  Differentialgleichungen,  deren  jede  nur  eine  der  unabhängigen 
Variablen  enthält,  wobei  man  wieder  auf  der  rechten  Seite  eine  willkürliche 
Conslante  zugleich  additiv  und  sublractiv  hinzufügt.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  die  beiden  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

(a,  +  A3)(a,  +  '^3)(»3  +  '^3)  (ö^\"  _,    },h[l^J^ß). 

A3  —  A,  ^dl^y 

(dW\' 
-^j-j   ist  positiv,  denn  von  den  drei  Factoren  des  Zäh- 
lers  ist   nur  der  erste   negativ   und  Ao  — A,  ist  ebenfalls   negativ,   daher  muss 
^Ä(Ao  +  ^)  positiv  sein;    der  Coefficient   von   (-^)   dagegen  ist  negativ,  denn 
die  beiden   ersten  Factoren  des  Zählers  sind  negativ  und   der  Nenner   A3  — A, 
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ebciifnlls,  folglich  imiss  Ihß^  +  ß)  negativ  sein.  Die  Conslante  h  ist  aber  po- 
sitiv, denn  sie  ist  gleich  der  halben  lebendigen  Kraft,  welche  eine  ihrer  Natur 
nach  positive  Grösse  ist.  Da  sonach  l^  +  ß  positiv,  ^^-j-ß  negativ  sein  muss, 
so  hat  man  die  Ungleichheiten 

ß+L>>o,   ß+k,<:o, 

—  L<Zß<i—hi 
welche  beiden  Bedingungen  sich  sehr  wohl  mit  einander  vertragen,  da  ^2>  ^3  ist- 
Wir  erhalten  aus  den  obigen  gewöhnlichen  DilTerentialgleichungen  fol- 
gende vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (1.): 


(2.)      W  =:   /PI  fdL]/^  (^a-Aja+.^     yT     J     . 


iK-K)iK^ß) 


■^KXo'i+KXo.^'-K^ 


Hieraus  ergiebt  sich  für  die  kürzeste  Linie  auf  dem    dreiaxigen  Ellipsoid    die 
Gleichung  -^  =  Const.  oder 

[  Const.  = 

(3.) 


J'^^'ila,  +A,)(a,  +i)K  +^J0?+^.)  t/'^^^ y  (^ 


Die  Gleichung  für  die  Zeit  ist  T  —  t  =  ^r—  =  — t^t-,    oder   da   W  von  h  nur 

da  ah 

dW         \ 
durch  den  Factor  ]//«  abhängt  und  demnach  -^  =  -—W  ist, 

(4.)       f~r=.l-^W. 

Bezeichnet  s  den  Bogen  der  kürzesten  Linie,  von  dem  Punkt  derselben  an 
gerechnet,  in  welchem  sich  zur  Zeit  r.  der  bewegliche  Punkt  befindet,  so  giebt 
der  Salz  der  lebendigen  Kraft  T  =  \(-^^  =h,  ds  =  }f2h.dt, 

s  =  ]/2k{t-z). 

Hieraus  erhält  man  durch  Vergleichung  mit  (4.)  für    den  Bogen   s  die  Glei- 

\ 
chung  s  =  —=-  W  oder 
fih 


'  U      ^  I'  K+AJ(«,+A,Xa,+A,)  V  ''^^  F  («,+A3)K+A3)(a3+A3)  (  ' 
wodurch  auch  die  Rectificalion  der  kürzesten  Linie  ausgeführt  ist. 

So  haben  wir  durch  den  blossen  Hinblick  auf  die  partielle  Differen- 
tialgleichung ein  Problem  gelöst,  welches  bisher  für  unlösbar  galt.  Obgleich 
die  angewandte  Substitution   das   wesentlichste  Erforderniss   zu  dieser  Lösung 
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ist,  so  erleichtert  doch  auch  die  Methode  der  Ziirückführung-  auf  die  partielle 
Diflerentialgleicluiiig-  die  Durchführung  hedeutend.  In  der  Thal  fand  Minding, 
als  er  die  von  mir  verölfenllichte  Substitution  anwenden  wollte,  auf  dem  üblichen 
Wege  der  Integration  einer  gewöhnlichen  Dillerentialgleiciiung  Schwierig- 
keiten, die  er  nach  seiner  eigenen  Angabe  nicht  überwunden  haben  würde, 
wenn  ihm  nicht  das  von  mir  angegebene  Resultat  schon  bekannt  gewesen 
wäre  *). 

Durch  dieselbe  Substitution,  welche  uns  schon  die  Lösung  mehrerer 
schwierigen  Probleme  gegeben  hat,  können  wir  auch  das  Problem  der  Karten- 
projection  für  das  dreiaxige  Ellipsoid  erledigen.  Unter  den  verschiedenen 
Arten  eine  krumme  Oberfläche  auf  einer  Ebene  darzustellen,  wie  dies  bei  den 
Karten  nöthig  ist,  zieht  man  diejenige  Art  der  Projection  allen  übrigen  vor, 
bei  welcher  die  unendlich  kleinen  Elemente  ähnlich  bleiben.  Mit  dieser  Pro- 
jection hat  sich  im  vorigen  Jahrhundert  Lambert  vielseitig  beschäftigt,  wovon 
man  sich  in  seinen  Beiträgen  zur  Mathematik  näher  unterrichten  kann.  Da- 
durch veranlasst  unternahm  Lamberts  damaliger  College  Lagrange  eine  Unter- 
suchung desselben  Gegenstandes  und  gelangte  zur  vollständigen  Lösung  für 
alle  Umdrehungsflächen.  Als  später  die  Kopenhagener  Gesellschaft  auf  die 
Lösung  dieser  Aufgabe  für  alle  krummen  Oberflächen  einen  Preis  gesetzt  hatte, 
wurde  die  von  Gauss  eingesandte  Abhandlung  gekrönt.  In  derselben  geschieht 
der  Lagrangeschen  Arbeit,  der  nur  wenig  hinzuzusetzen  war,  keine  Erwähnung. 

Die  leitende  Idee  bei  der  Lösung  des  Problems  der  Kartenprojection 
ist  folgende.  Wenn  man  einen  Punkt  auf  der  Oberflüche  mit  den  unendlich 
nahen  Punkten  verbindet  und  dasselbe  mit  den  entsprechenden  Punkten  in  der 
Ebene  vornimmt,  so  müssen  die  entsprechenden  Längen  proportional  sein,  damit 
die  unendlich  kleinen  Elemente  ähnlich  seien,  und  umgekehrt,  sind  die  ent- 
sprechenden Längen  proportional,  so  sind  die  unendlich  kleinen  Elemente 
ähnlich.     Diese  Proportionalität  ist  analytisch  auszudrücken. 

Die  Coordinaten  x,  //,  z  eines  Punktes  der  Oberfläche  seien  als  Functio- 
nen zweier  Grössen  p  und  </  gegeben;  dann  wird  das  Quadrat  des  Bogen- 
elements  irgend  einer  Curve  auf  der  Oberfläche  durch  den  Ausdruck 

ds"  =  dx'+  df+  dz'  =  A  dp'+  2Bdpdq  +  Cdq" 

dargestellt.     Das  Quadrat  des  entsprechenden  Bogenelements  in  der  Ebene  ist 

da-  =  du-\-dv^, 

*)    Vgl.  Crelles  Journal  Bd.  XX,  p.  325. 
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wo  n  und  v  die   rechtwinkligen  Coordinaten   in   der  Ebene  bedeuten.     Damit 

nun  die  unendlich  kleinen  Längen  einander  proportional  werden,  niuss  dd^  =  md^ 

sein,  wo  in  irgend  eine  Function  von  p  und  q  sein  kann.     Das  Correlalions- 

system  zwischen  den  Grössen  u,  v  und  p,  q  muss  also  ein  solches  sein,  dass 

die  Gleichung 

dur-\-  dir  =  m  [A  dp'+  2B  dp  dq  +  Cdq') 

bestehe,  wo  |%  das  Aehnlichkeilsverhältniss  bedeutet. 

Diese  DifFerenlialgleichung  befriedigt  mau  folgendermassen.     Man  löse 

Adp^'+2Bdpdq-{-Cdq'  in  die  beiden  linearen  Factoren 


iA.dp  +  (^+^C~^.^/-i)dq,     ^A.dp+(^-^C~^-y~l)dq 

auf  und  denke  sich  tn  in  die  Factoren  a+by'—i  und  «  — 6}/— 1  zerlegt,  dann 
lässt  sich  obige  Differentialgleichung  in  die  beiden  auflösen: 


d„  +  d,]f~i   =  (a  +  b^-i)yA.dp  +  {:^+-\/C-^-^-i)dq\, 

du-dv^-l    =  (a-b]/~i)\yA.dp  +  (-^-^!C-~]/~l)dq\. 

Kann  man  nun  a  und  b  so  bestimmen,  dass  die  rechten  Seiten  dieser  Glei- 
chungen vollständige  Differentiale  werden,  so  erhält  man  durch  Integration  u 
und  ü  als  Functionen  von  p  und  q.  Die  Bestimmung  des  integrirenden  Factors 
a  +  ö}/— 1  kommt  mit  der  Integration  der  Differentialgleichungen 


0  =  ^A.dp  +  (-^+^C-^.^/-i)dq, 

0  =^/A.dp  +  (-^~-^'C-^.^'-i)dq 

überein,  und  diese  Integration  ist  also  die  schliesslich  zu  lösende  Aufgabe. 
Ist  ß  =  0,  so  müssen  die  Factoren  a  +  b\^—i  und  «  — 6}/— 1  gefunden 
werden,  welche 

]/A .  dp  +  ]/C.  ^-i.dq     und     |/.4  .dp-^/C.^-i  .dq 
integrabel  machen,  und  alsdann  ist  ]/a'+//  das  Aehnlichkeitsverhältniss. 

Betrachtet  man  insbesondere  das  dreiaxige  Eliipsoid,  und  dies  geschieht, 
wenn  man  nach  Einführung  der  Variablen  A,,  ^2,  A3  die  erste  derselben  con- 
stant  setzt,  so  erhält  man  nach  Gleichung  (2.)  der  siebenundzwanzigsten  Vor- 
lesung für  das  Bogenelement  irgend  einer  Curve  auf  demselben  den  Ausdruck 

ds'  =  Adkl  +  Cdl]  =  i.     [^Z^'^j-^'Z^'U.dll  +  i,     ftT/'i^^v^ii^^^^, 
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iiiul  man  lial  also  die  Factoren  zii  niuleiu  welche  die  Ausdrücke 


,    /         (A,-A,)(A,-A,)  /        (Z-A,)(A,-AJ 

-  \  C«, + ^ J  («. + K')  («3 + ^ J     ■■'    ''  I  ('S  +  ^3)  («. + K)  («3 + ^3)  ■  ^  '       . 

inteäjrabel  machen.     Diese  Factoren  sind   ■  .  für  Iieidc  Ausdrücke;  daiicr 

isl  «  =  —==,  6  =  0,  und  die  DiH'erenlialgleichunoen,  Nvclciie  die  Correlafioii 
von  /i.  r  und  p,  q  geben,  werden 


-A,  .,     .     /  l.-l. 


'  K«.+^S)(«.+^JC«3+'^.)  Ka,+'^3X«2+'^3)(«3-l-^'3)       ' 


Hieraus  folgt: 


ii 


_   /'       / A,-A, /'       / A,  —  l, 

"  -J  '^^r  y  ä^:Tij(«. + K)  («3 +Ky  '~y  '  1'  («. + ^o  c«. + K)  («3 + ^3) ' 

und  das  Aehnliclikeilsverhältniss  isl 

l'"2  — '•S 

mit  der  so  bestimmten  Grösse  ]/?/«  müssen  also  die  Längen  auf  dem  Eili|Jsoide 
uiultiplicirt  werden,  um  die  entsprechenden  Längen  in  der  Ebene  zu  geben. 

Die  Formeln ,  welche  wir  für  die  kürzeste  Linie  anf  dem  dreiaxigen 
Ellipsoid  gefunden  haben,  erleiden  eine  wesentliche  Veränderung  für  den  Fall 
eines  Umdrehungsellipsoids.  Es  sind  dabei  zwei  Fälle  zu  unterscheiden  .  der 
erste  ist  der  des  abgeplalleten  Sphäroids,  in  welchem  die  beiden  grösseren 
Axen  einander  gleich  sind,  wo  also  «,,  =  «_,.  der  zweite  ist  der  des  verlän- 
gerten Sphäroids,  in  welchem  die  beiden  kleineren  Axen  einander  gleich  sind, 
wo  also  (I.  =  «1 .  Wir  wollen  von  diesen  beiden  Fällen  nur  den  ersleren  i»e- 
handeln.  da  der  letztere  ganz  analog  durchzuführen  ist.  Wie  man  dies  in  solchen 
Fällen  immer  macht,  lässt  man  zuerst  a,  und  n^  unendlich  wenig  von  einander 
verschieden  sein  und  erst  schliesslich  zusammenfallen.     Es  sei  also  zunächst 

ff,  =  a,-\-w, 
wo  in  eine  unendlich    kleine  Grösse   bezeichnet.     Nach  den  allgemeinen  Be- 
trachtungen liegt /.j  zwischen  —  ff;  und  — ffj.  also  im  vorliegenden  Fall  zwischen 
—  ff,  und  —  (ffj  +  w);  man  kann  daher 

^•3  =  —  (a>  +  cosin(/)') 

.Jaoobi,    Dynamik.  *0 


setzen,  cl.  Ii. 


Hieraus  folgt: 
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0,4-/3  =  —0JS\n(f', 

O3  -|-  A3  =  m  —  CO  sin  (f?  =  cü  cos  (p', 

dX^  —  —u)  .2  sin  (p  cos  (p  d(p. 


'^^^  =  -2r/y. 


Dies  haben  wir  in  die  Gleichung  der  kürzesten  Linie  zu  substituiren,  d.  h.  in 
die  Gleichung 

l  Const.  = 

Von  den  im  ersten  Integral  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Factoreu 
werden  ch  +  h  und  «3  +  ^.,  einander  gleich,  das  Integral  verwandelt  sich  daher 
in  ein  elliptisches.     Das  zweite  aber  verwandelt  sich  in 


und  die  Gleichung  (3.)  geht  also  über  in 


„  /'    rfAj  /  Aj — A|  .,     /  «a+'^j 

Die  Ausdrücke  der  Coordinalen  für  die  Punkte  der  Oheriläche  des  dreiaxigen 
EllijDsoids  waren 

,  .  ,^    -^^  -    F         (a,-aj(a,-a,) 

-^^  r  («,-«,,)(a3_o,) 

diese  werden  im  Falle  des  abgeplatteten  Sphäroids 


i-,  =  i/AlLjli-i/o -}-A,  .sincp, 
r  a^  —  cii   '    '       ~         ^' 

Xj  =  1/ "'"^  '  i/ao  +  Ao.cosf/. 
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Da  die  allgemeinen  Formeln  für  x.  und  .Tj  in  einnnder  tiherg-ehen ,  wenn  «, 
mit  a,  vertauscht  wird ,  so  konnte  eine  oberflächliche  Belrachlung  glauben 
machen,  es  müssle,  wenn  «,  = «,  ist,  auch  x.  =  x^  sein;  dies  ist  aber,  wie 
wir  sehen,    keineswegs   der  Fall.     Die    alsdann  gellenden  Formeln  sind  die- 


selben, welche  man  erhält,  wenn  man  die  Coordinaten  x,  und  ^^xi  +  xi  des 
Meridians  des  Sphäroids  nach  der  für  die  Ebene  gültigen  Subslilulion  durch  /., 
und  /.2  ausdrückt  und  für  die  Länge  auf  dem  Sphäroid  den  Winkel  rp  cinfülirl. 

Auch  für  die  im  Vorigen  abgchandolle  Kartonprojeclion  erhall  man  bei 
der  Anwendung  auf  das  Sphäroid  besondere  Formeln.  Dieser  besondere  Fall 
der  Projeclion  führt  den  Namen  der  sicreographischen;  die  charakleristische 
Eigenscbafl  derselben,  dass  sich  die  homologen  Curven  auf  der  Oberfläche 
und  in  der  Ebene  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  ist  nur  ein  anderer  Aus- 
druck für  die  Aehnlichkeil  der  unendlich  kleinen  Elemente. 

Die  partielle  DilTerenlialgleichung.  deren  Integralion  uns  die  Gleichung 
der  kürzesten  Linie  auf  dem  Ellipsoid  gab,  war  von  der  Form 

^-j j ' —  =  Const., 

WO  /•(/.)  =  ^  '  '  '■'^.^  '  '     ''  ' — -■    Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  sieht 

eine  Constanle,  weil  wir  den  sich  bewegenden  Punkt  keiner  Kraft  unterworfen 
annehmen,  ausser  einem  anfänglichen  Sloss.  Man  kann  sich  nun  die  Frage 
stellen,  von  welcher  BescbafTenheil  Kräfte,  die  man  auf  den  Punkl  wirkend 
annimmt,  sein  müssen,  damit  die  daraus  hervorgehende  Form  de**  obigen  Dif- 
fercnlialgleichung  die  nämliche  Melhode  der  Integration  zulasse,  wie  wir  sie 
bisher  angewendet  haben.  Die  allgemeine  Form,  unter  welche  sich  die  Kräfle- 
funclion  zu  diesem  Behufe  bringen  lassen  muss,  ist,  wie  man  leicht  einsieht, 

weil  alsdann  die  Trennung  in  zwei  gewöhnliche  Differentialgleichungen  gelingt. 

Aber  dieser  analytischen  Form  wird  man  im  Allgemeinen   keine  mechanische 

Bedeutung  abgewinnen :  wir  wollen  nur  einen  Fall  betrachten,  der  eine  solche 

zulässt,  nämlich  den  Fall,  wo  die  Kräl'tel'unclion  die  Form  Ao  +  A,  hat,  welcher 

^■i j^i 

Ausdruck  sich  auf  die  Form   — — ~  bringen  lässt .  mithin  unter  die  in  Rede 

'h  —  ^1 

stehende  Kategorie  gehört.  Dieser  Fall  entspricht  dem  mechanischen  Problem, 
wo  ein  auf  der  Oberfläche  des  EUipsoids  sich  bewegender  Punkt  einer  Kraft 

28* 
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unterworfen  ist,  die  ihn  nach  dem  Miltelpiinkt  proportional  seiner  Entfernung 
von  demselben  zieht.  In  der  That,  in  diesem  Fall  ist  die  Kraft,  die  auf  den 
Puiikl  in  der  Richtung  des  Radius  Vector  wirkt,  gleich  kr,  folglich  ist  die 
Kräi'lefunction  ^kr  =  \k[oc\-{-xl  +  xl).  Rufen  wir  uns  die  allgemeinen  in  der 
sechsundzwanzigsten  Vorlesung  (Gleichung  (2.))  gegebenen  Ausdrücke  von 
x;,  .T'!,  .  .  .  X],  durch  X,,  A, ,  ...  A„  ins  Gedächlniss  zurück,  also  die  Ausdrücke 


T'      := 


(rt,„  —  a, )  («,„  —  « J  . . .  («,„  —  «,„_ 0  (a,„  —  a,„+i)  ■ . .  («,„  —  «„) 

_  cC  +  (^,  +  A,  +  •  •  •  +  K~)a'-'  ^- -  +  A,  A, . . . A„ 

SO  folgt  nach  den  bekannten  Sätzen  über  Parfialbrüche  die  merkwürdige  Formel 

x\^xl^ \- -pI  =  a,  +  a,H I-öm  +  Ai  +  A^H l-Ä„. 

Für  //  =  8  wird 

x\  +  xX  +  xl  =  ff, +  a,-f  «s  +  Aj  +  Äj-f-Aj. 

In   dem  von  uns  belrachlclen  Fall  ist  Ä,  constant,   also   erhalten    wir   für  die 
Kräflefunclion 

\k{x\-\-xl  +  aii)  =   .lÄ(A,  +  A3)  +  Const., 

so  dass  sich  in    diesem   Fall    die    partielle  Differentialgleichung   mit   derselben 
Leichtigkeit  inlcgriren  lässt  wie  früher. 

Man  kann  diese  Betrachtung  noch  ausdehnen,  indem  man  die  hinzu- 
kommende Kraft  nicht  mehr  nach  dem  Jlittelpunkt  des  Ellipsoids  gerichtet  sein 
lässl.  In  dem  eben  betrachteten  Fall  war  die  Kraft  in  der  Richtung  des  Radius 
Veclor  /*■/•,  daher  die  Seitenkräfte  in  der  Richtung  der  Coordinatenaxen  Aar,, 
Äa;,,  kx^.  Geben  wir  jetzt  den  Coordinaten  verschiedene  Coefficienten  »«j, 
;«.,  ?W3,  so  wird  die  Integration  auch  noch  möglich  sein,  wenn  wir  die  Coef- 
ficienten einer  Bedingungsgleichung  unterwerfen.  In  der  That,  sind  die  Com- 
ponenlen  in  der  Richtung  der  Coordinatenaxen  »«lic,,  nhx^^  »«3^3,  so  hat  die 
Kräftefunction  den  Ausdruck  -      ~  ,1 

(«,  —  «.)(«, -«3)  -  (a.,-a,)(a,-rt3). 

lässt  sich  also  unter  der  Gestalt 
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darstellen  und  ist  daher  von  der  richtigen  Form,  wenn  C  verschwindet,  d.  h.  wenn 

(«,  -  «.)(«,  -  «3)  K  -  «,  )  («2  -  «3)  («3  -  «,  )  («3  -  «2) 

Ist  diese  Bedingungsgleichung  durch  die  Werthe  von  m, ,    ?/«^.,    m.,  erfüllt ,    so 
bleibt  die  frühere  Inteffrationsnielhode  zulässig. 


-'s' 


MeiiiiiiiKizwaiizig'ste  Vorlesung-. 

Aiizieliiiiig'  eines  l'uiikts  nacli  zwei  testen  Centren. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Bewegung  eines  von  zwei  festen  Centren  an- 
gezogenen Punktes  über.  Beschränken  wir  uns  zunächst  auf  den  F'all,  wo 
die  Bewegung  in  der  Ebene  vor  sich  geht,  was  immer  der  Fall  ist,  wenn  die 
Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  mit  der  Verbindungslinie  der  festen 
Centren  in  einer  Ebene  liegt.  Diese  Verbindungslinie  sei  die  Axe  der  .c_,,  die 
in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  um  2/"  von  einander  entfernten  Centren  senk- 
recht darauf  stehende  die  Axe  der  Xy .  Drücken  wir  nun  o-,  und  .r,  durch 
li  und  Aj  aus  und  wählen  die  Constanten  a,  und  «0  der  Substitution  so,  dass 
die  beiden  festen  Centren  in  die  Brennpunkte  des  confocalen  Systems  fallen, 
so  wird  die  zu  integrirende  Differentialgleichung 

..  ^         (g,  +  A, )  ja,  +  A, )  .^  Wsr     («,  +  A,) (g,  +  X,~)  ^d  W  y  UTMU. 

(i-j         i-=j^ — \m;)+ — i;=i:, — v-eij  -  -^t^+j*- 

wo   U  ebenfalls  durch  Ai  und  Ä,  ausgedrückt  werden  muss. 

Die  Entfernungen  des  angezogenen  Punktes  von  den  beiden  Centren 
seien  r  und  r, ,  dann  hat  man 

r  =  (x.+fy-  +  x],  r]  =  (xo~f)-  +  xi, 

oder 

r  =  x]  +  xl  +  f-  +  2fx,,       r]  =  x]  +  xl  +  f'~2fx,. 

Nach  der  Fundanientaleigenschaft  der  Ellipse  ist 

r'=(«i+^i)— («1+^1) =«2— «i, 

die  Substitution 


(2.)       a:.  =  /^-+^'X^.tAJ         ^^^J(jh+hM 

liefert  überdies,  wie  wir  wissen,  die  Gleichung 

xi+x]  —  01  +  02  +  ^1  +  ^2; 


.      —    222 

daher  wird 


r  =  x\  +  x\+r^2fx,  =  2a.  +  K  +  l,  +  2]i[ih  +  K){,a.^l^) 


=  {]/a2  +  ^i  +  ]/ai  +  A2p 


r\  =  x\  +  xl  +r--2fx,  =  2a,  +  A^  +  A.  -  2 ,/(«,  +  ^,)  (a,  +  A^) 


=  {}''a,  +  A,  —  ]/a2  +  ^2}% 
also 


r  =  ^«2  +  ^1  +  ]^(h  +  ^-2 ,       »"i  =  l^ö;  +  ^-1  -  l'«2  +  '-2  • 

Dies  vorausgesetzt,  ist  die  Kräftefunction 

J.J.        7«        7»,        mr, -)-/», /• 

17  = = « 

oder  wenn  man  hierin  iür  r  und  /•,  die  oben  gegebenen  Werthe  substiluirt, 

_      (m  +  ?»,  )  ]V/,  +  ^1  —  (>»  -  ffl| )  ]^";  +  K 

^  -  l-l, 

Selzt  man  diesen  Werth  von   U  in  die  partielle  Differentialgleichung  (1.)  und 
multiplicirt  mit  /,  — Xo,  so  erhält  man:  '- 

=  \h  Aj  +  i  (?»  +  ?«i)  ]/«,  +  Ai  —  { ]  A Ao  + 1  (;rt  —  m,)  ]^«2  +  Ao} , 
und  da  man  diese  Gleichung  unter  Einführung  einer  willkürlichen  Constante  ß 
in  die  beiden  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

nuflöson  kann,  so  wird 


(4.)  1^=.  A>i.]/^''+^<;+!;y'^+^^+AA4' 


Will  man  hier  die  Irrationalität  unter  dem  Ouadratwurzelzeichen  fortschaffen, 
so  setze  man 

•    ]/«,,  +  /.,  =  p,     \(u  +  /.2  =  q, 
und   man   erhall 


W  -    f,ln^ /2(/^?r+Cm  +  ;»,)p+2^-/ia,)       /  ,     /2(fef/+(m->/Og  +  2^ -feg,) 
-J(ip)  ^^._p  \J^\  q'-p 
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Aus  (4.)  ergeben  sich  die  Inlegralgleichungen  unter  der  Form  : 

^^  ~   dß'      '  dh        _^     .    .      . 

Lagrange  hat  sich  in  dem  ersten  Bande  der  Turiner  Memoiren  bemüht, 
Kriifte  zu  finden,  welche  man  den  Attractionen  nach  den  beiden  festen  Centren 
hinzufügen  kann,  ohne  dass  die  Eidersche  Lösung  dieses  Problems  aufhört,  die 
Integralion  zu  leisten.  Obgleich  diese  Untersuchung  zu  keinem  wesentlichen 
Resultat  geführt  hat,  so  ist  sie  dennoch  von  dem  grösslen  Interesse,  und  zwar 
nicht  bloss  für  den  damaligen  Stand  der  Wissenschaft,  sondern  noch  gegen- 
wärtig. Die  Kraft,  welche  man  nach  Lagrange  hinzufügen  kann,  ist  eine  nach 
dem  in  der  3Iitle  zwischen  den  beiden  festen  Centren  liegenden  Punkt  ge- 
richtete and  der  Entfernung  proportionale  Attraction.  Dies  stimmt  mit  dem, 
was  wir  rücksichtlich  der  kürzesten  Linie  auf  dem  Ellipsoid  fanden,  vollkommen 
überein.  Denn  durch  diese  Kraft  kommt  in  der  Kräftefunclion  der  Term 
hl({xi  +  xV)  =  llt(f.i  +  /.2  +  ai  +  ai)  hinzu,  also  auf  der  rechten  Seite  der  par- 
tiellen Dill'erentialgleichung,  d.  h.  in  ]{/(/,  — A^),  der  Ausdruck  i/'(A,)- i/'(A2), 
wenn  man  ip{'^)  =  {k {'/.'  + {a,-\-a2)l}  setzt.  Zugleich  sind  dann  (/'(/.J  und  i/K^s) 
respective  die  Glieder,  um  welche  in  den  nach  /.j  und  A,  genommenen  Inte- 
gralen des  Ausdrucks  (4.)  von  W  die  Zähler  unter  den  Quadratwurzelzeichen 
zu  vermehren  sind. 

Wir  haben  durch  die  obigen  Formeln  das  Problem  der  Attraction  eines 
Punktes  nach  zwei  festen  Centren,  wenn  die  Bewegung  in  einer  Ebene  vor 
sich  geht,  vollständig  gelöst;  es  bleibt  jetzt  noch  übrig  den  allgemeineren  Fall 
hierauf  zu  reduciren.     Dies  geschieht  durch  das  Princip  der  Flächen. 

Um  die  Aufgabe  in  ihrer  grössten  Allgemeinheil  zu  behandeln,  wollen 
wir  annehmen,  ein  Punkt  werde  nicht  durch  zwei,  sondern  durch  eine  beliebige 
Anzahl  von  festen  Centren,  die  in  einer  Geraden  liegen,  angezogen.  Als- 
dann, und  selbst  wenn  noch  überdies  eine  conslanle  Kraft  parallel  derselben 
Geraden  hinzukommt,  gilt  in  Beziehung  auf  die  Ebene,  welche  auf  dieser 
Geraden  senkrecht  steht,  das  Prinzip  der  Flächen.  Ist  nun  die  Anfangsge- 
schwindigkeit des  sich  bewegenden  Punktes  mit  der  Geraden  in  einer  Ebene, 
so  findet  die  ganze  Bewegung  in  dieser  Ebene  statt,  und  man  hat  nicht  nölhig 
den  Satz  der  Flächen  anzuwenden.  Liegt  dagegen  die  Anfangsgeschwindig- 
keit mit  jener  Geraden  nicht  in  einer  Ebene,  so  beschreibt  der  Punkt  eine 
Curve  doppeller  Krümmung,  und  nun  ist  es  von  grossem  Vortheil,  die  Be- 
wegung in  zwei  zu  zerlegen;    denkt  man  sich  nämlich  durch  den  Punkt  und 
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die  Gerade,  welche  die  Centra  enthält,  eine  Ebene  gelegt,  so  kann  man  sich 
vorstellen,  dass  die  Ebene  um  die  Gerade  rotire,  und  ausserdem  der  Punkt 
sich  in  der  rotirenden  Ebene  bewege.  Diese  Zerlegung,  welche  unter  allen 
Umstanden  möglich  ist,  würde  im  Allgemeinen  keine  Vereinfachung  bewirken; 
aber  in  dem  belrachteten  Fall  wird  es  durch  das  Princip  der  Flächen  möglich, 
die  Bewegung  des  Punkts  in  der  Ebene  ganz  von  der  Rotationsbewegung  zu 
trennen,  so  dass  man  zuerst  die  Bewegung  des  Punkts  in  der  Ebene  sucht 
und,  nachdem  diese  gefunden  ist,  den  Rotationswinkel  der  Ebene  (von  einer 
bestimnilen  Lage  derselben  an  gerechnet)  durch  eine  blosse  Quadratur  erhält. 
Wie  wir  sehen  werden,  sind  die  Dill'erenlialgleichungen  der  Bewegung  des 
Punktes  in  der  rotirenden  Ebene  von  den  Differentialgleichungen,  die  man  er- 
hält, wenn  die  Bewegung  überhaupt  in  einer  El)ene  bleibt,  nur  dadurch  ver- 
schieden, dass  ein  Term  hinzukommt,  welcher  proportional  -^  ist,  wo  /•  die 
Entfernung  des  Punktes  von  der  die  Centra  enthaltenden  Geraden  bedeutet. 
Diese  Gerade,  welche  die  festen  Centra  enthält,  sei  die  Axe  der  x:  stellen 
wir  ferner  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Punktes,  ohne  die 
Ausdrücke  der  Kräfte  wirklich  auszuführen,  in  der  gehraüchliclien  Weise 
durch  die  Formeln 

'W-^'      ~dF~^'       'W^'^ 

dar.  so  findet  die  Bedingungsgleichung 

yZ-zY  =  0 

statt.  Diese  Gleichung,  welche  aussagt,  dass  die  Kräfte  Y,  Z  sich  verhalten. 
wie  die  Coordinalen  y,  z,  d.  h.  dass  die  Richtung  ihrer  Componente  durch 
die  Axe  der  ;r  geht,  ist  mit  dem  Princip  der  Flächen  gleichbedeutend;  denn 

setzt  man  —~r  und  -7-^  für   Y  und  Z.  so  erhält  man 
dl  dl- 


d'i  d'ii  „ 


und  hieraus  durch  Integration  ;  ^ 

^   •  yiiF-'^-iT-  =  "■ 

Um  nun  die  Bewegung  des  Punktes  in  der  durch  die  .r-Axe  gehenden  Ebene 
von   der  Rotationsbewegung  dieser  Ebene  zu  trennen,  müssen  wir 

y  =  rcos<p.     z—rsm(p 

setzen,  so  dass  .r,  /•  die  Coordinaten  des  Punktes  in  der  rotirenden  Ebene  sind 
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und  (f  der  Kolalioiiswinkel,  von  der  Ebene  der  xy  an  gerechnel.     Dann  lial  man 


dr  •'   dt    '^''  dl 


dt  y^^+s^    ' 

rf^         d'z        /  dy  Y  ,  /  dz  Y      /     dy  dz  Y 

dt'  ]/p+^      +        ^/f+^  if+^')^        '    [ 

Die  beiden  letzten  Glieder  geben,  zu  einem  einzigen  vereinigt, 

(»•+'-)|(l)'+(l)l-Gl+'-^)' 

oder,  da  nacb  einer  bekannten  Formel 

•     (."'+-) !(l)"+(^)'t  -  Gl+»1)'+Gl-^)' 

ist. 

oder  schliesslicb,  mit  Benutzung  des  Flächensalzes, 

«^ 

Man  bat  also  die  Gleichung 

d''y         d's 
d'r  _  ■''dF~^"'dF       «-'  _  j/K+sZ       «' 

Nun  sei  R  die  Kraft,  welche  auf  den  Punkt  in  der  gegen  die  Axe  der  x 
senkrechten  Richtung  wirkt,  also  die  Resultante  der  Kräfte  Y  und  Z.  dann 
hat  man 

Y=^R,     Z=^—R. 

yY+zZ  =  ^^R  =  rR, 
und   daher 


d'r  „  ,   a- 

r 


-de  =  ^+^ 


Wir  haben  also   die   beiden  Gleichungen    der  Bewegung   des  Punktes   in   der 

Jacolii,    üynamik.  29 
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rotirenden  Ebene  in  der  Gestalt 


Ua  nun  in  dem  Fall,  welchen  wir  befrachten,  die  Kräl'te  von  dem  Rotations- 
winkel (/'  ganz  unabhängig  sind,  so  hängen  X  und  R  nur  von  x  und  /•  ab. 
Man  kann  daher  diese  beiden  Gleichungen  selbständig  inlegriren  und  erhält, 
wenn  man  durch  die  Integralgleichungen  x  und  r  als  Functionen  von  /  be- 
stimmt hat,  den  Rolationswinkel  (f  aus  dem  Flächensatz.  Derselbe  verwandelt 
sich  durch  Einführung  von  r  und  (p  in 

(«•)  '-!  =  «. 

so  dass  (f   durch  die  Formel 

fdt 

bestimmt  wird.  Demnach  haben  wir  das  ursprüngliche  System  von  Differential- 
gleichungen sechster  Ordnung  in  x,  ij,  z,  t  auf  ein  System  vierter  Ordnung 
in  X,  r,  t  zurückgeführt,  und  da  hierin  t  nicht  explicite  vorkommt,  so  kann 
man  es  auf  die  dritte  Ordnung  reduciren,  indem  man  es  auf  die  Form  bringt: 

(7. )        dx  :  dr  :  dx'  :  dr'  =  x'  :  /•'  :  .Y  :  fi  +  -^  • 

Kennt  man  zwei  Integrale  dieses  Systems,  so  erhält  man  das  dritte  durch  das 
Frincip  des  letzten  Multiplicalors  und  hierauf  die  Zeit  durch  eine  Quadratur. 
Sind  z.  B.  alle  Variablen  x,  x    und  /•'  durch  /•  ausgedrückt,  so  ist 

eine  Gleichung,  mit  deren  Hülfe  man  auch  <f,  ehe  r  durch  /  ausgedrückt  ist, 
als  ein  nach  r  genommenes  Integral 

darstellen  kann. 

Es  kommt  also  jetzt  nur  noch  darauf  an,  von  dem  System  dritter  Ord- 
nung (7.)  zwei  Integrale  zu  kennen,  um  das  Problem  vollständig  gelöst  zu 
haben.  Aber  das  eine  dieser  Integrale  giebt  der  Satz  der  lebendigen  Kraft, 
welcher  bekanntlich  bei  Attractionen  nach  festen  Centren  oder  gegenseitigen 
Anziehungen  immer  gilt.     In  der  That,  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  ist 

-      U©+(t)'+(^)'l=/(AVx+y-(.+zrf.). 
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Im  vorliegenden  Fall  hal  man  hierin 

r  r      ' 

Ydy  +  Zd,  =  R!'"'J  +  ''^'  =Rdr 
zu  substituiren,  ferner 

(f  )■+($)■  -  (S'+Kl)'. 

oder  da  nach  dem  Princip  der  Flächen  -— -  =  -^  wird. 


und  man  erhall  auf  diese  Weise  ,  ,      . 

ii(w)'+(^)'i=y(«-+«*)-ä^- 

welches  eine  Integralgleichung  des  Systems  (7.)  ist.  Es  kommt  jetzt  nur  noch 
darauf  an,  ein  einziges  Integral  zu  finden;  das  Problem  der  Anziehung  eines 
Punkts  durch  eine  beliebige  Anzahl  fester  Cenlren,  die  in  einer  Geraden  liegen, 
und  auf  den  noch  überdies  eine  constante  Kraft  parallel  jener  Geraden  wirken 
kann,  ist  demnach  darauf  zurückgeführt,  eine  einzige  Integralgleichung  eines 
Systems  zweiter  Ordnung  zu  finden. 

Diese  Integralgleichung  findet  man  nun  im  Fall  zweier  festen  Cenlren 
nach  der  am  Anfang  dieser  Vorlesung  auseinandergesetzten  Methode.  Die 
Coordinaten  x  und  r  sind  dieselben,  welche  oben  mit  x,  und  x,  bezeichnet 
wurden;  aber  die  Kräftefunction  ist  nicht  mehr  die  nämliche.    Wenn  die  ganze 

Bewegung  in  einer  Ebene  stattfindet,  ist  ihr  Werth  /{Xdx-\-Rdr)^  jetzt  da- 
gegen kommt  das  Glied  —  J— r  oder  nach  der  früheren  Bezeichnung 


hinzu.     Damit    nach  Hinzufügung   dieses  Gliedes   zur  Kräftefunction    die   par- 
tielle  Dill'erentialgleichung    (1.)    noch    durch    die   nämliche   Methode   integrirt 

werden  könne,  muss  sich  dasselbe  auf  die  Form   j 3-(;f(^-i)  + VC^O)  bringen 

lassen,  und  dies  ist  wirklich  der  Fall;  denn  es  ist  nach  (2.) 

.  _  (ßrtKKa.+K') 
a,-a, 

29* 
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also  durch  Zerlegung  in  Parlialbrüche 

_  ,  «^  _  ,  g.,— «,  _       ,    0«;  —  «I  \ 1 1^ ( 

Zur  rechten  Seile  von  Gleichung  (3.)  oder,   was  dasselbe  ist,  zu  vUßi—li) 
kommt  also  der  Ausdruck 

hinzu,  und  wir  erhalten  demnach  gegenwärtig  die  partielle  Differentialgleichung 

=  U^i+  i(«»+m,) j/ao+^i-  >?'■— TT  ~  y'^-^-+  K««-»»i) ]''«2+^2-  l^T' „    I  i    • 
Aus  derselben  ergiebt  sich: 


(8. 


W  -  Jdl, 
+/dL 


hhK  + 

iQm 

+  m,)l/a, 

+^-. 

-i«r 

1 

+  /? 

(«.  +  ' 

LJCa, 

+A.) 

j 

K'» 

-m,yä, 

-i«r 

1 

a,  +  ^2 

'-m,+ 

+^. 

-  +  /^ 

und  hieraus  durch  Differentiation  nach  der  Constante  /?  die  zu  suchende  zweite 
Integralgleichung  des  Systems  (7.): 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Gurve,  welche  der  sich  bewegende  Punkt  in  der 
rotirenden  Ebene  beschreibt.  Es  ist  jetzt  noch  die  Bestimmung  des  Rotations- 
winkels cf  auszuführen,  bei  welcher  indessen  eine  Schwierigkeit  übrig  bleibt. 
Drückt  man  nämlich  das  Differential  von  (p,  welches  nach  Gleichung  (6.)  und 
in  der  gegenwärtigen  Bezeichnung  durch  die  Formel 

dt 

dw  —  a.—7 

.r; 

gegeben  ist,  in  den  Grössen  Ä,  und  Ä,  aus,  so  erhält  man  zunächst  kein  voll- 
ständiges Differential.  Denn  das  Differential  von  /  ergiebt  sich,  wenn  man  in 
die  zur  Bestimmung  der  Zeit  dienende  Gleichung 

dW 

^-^  =  -m 

für    W  seinen  Werth  (8.)  einsetzt,  unter  der  Form 

dt  =  F,  ['/.,)  d/.i  +  Fo{L)dL, 
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und  dies  mit  •  ..      •  • 

^  ~   (a,  +  A,)(«,+A,) 
inulliplicirl  giebl  niclil  unmittelbar  ein  volisländiges  Dillerenlial,  sondern  kann 
erst  in  ein  solches  mit  Hülfe  der  zwischen  den  Variablen  l,  und  L  stattfinden- 
den Gleichung  (9.)  verwandelt  werden. 

Diese  Schwierigkeit  kann  man  vermeiden,  wenn  man  das  Problem  der 
Anziehung  nach  zwei  festen  Centren  auch  für  den  Raum,  ohne  auf  particulare 
Betrachlungen  einzugehen,  ganz  und  gar  auf  eine  partielle  Dilfercntialgleichung 
zurückführt.  Die  allgemeine  partielle  Diilcrentialgleichung  für  eine  freie  Be- 
wegung, bei  welcher  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  gilt,  ist 


m^m+m  -  ■^"^^"■ 


(§?)"+(?j^)+i^(f )'  -  ä^+ä". 


Indem  wir  für  ij  und  s  Polarcoordinaten  einführen,  und 

y  =  rcos(f,     5  =  rsh\cf 
setzen,  erhalten  wir 

,  Off 

Da  in  U  die  Variable  (fi  nicht  vorkommt,  so  kann  man  nach  der  allgemeinen 
schon  oft  gebrauchten  Methode 

W  =    W,  +  a(f: 

setzen,  wo  W,  eine  blosse  Function  von  x  und  r  ohne  (j  ist.     Hierdurch  wird 

dx  dx    '       ör  6r    '       dtp  ' 

und  die  partielle  Differentialgleichung  in    W  verwandelt  sich  in 

Diese  Differentialgleichung  stimmt  genau  mit  derjenigen  überein,  welche  wir 
oben  durch  die  Reduction  der  Bewegung  im  Raum  auf  die  Bewegung  in  der 
rotirenden  Ebene    erhalten    haben;    denn    auch   jene  Betrachtung  zeigte,    dass 

2 

von  U  das  Glied  -^  abzuziehen  sei,  so  dass  die  jetzt  eingeführte  Conslante 
a  mit  der  früher  so  bezeichneten  genau  übereinstimmt.  Der  oben  erhaltene 
Ausdruck  (8.)  von  W  genügt  daher  der  Differentialgleichung  (10.)  für  \V,. 
und  man  findet  aus  demselben    W  durch  die  Gleichung 

W  =    W^  +  acf. 
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Hieraus  gehen  sodann  die  beiden  Inlegralsfleicliungen  liervor: 

von  denen  die  erste  dieselbe  ist.  welche  wir  schon  oben  fanden,  während  die 

cW 
zweite  den  Werth  von  ip    durch  die  Gleiehung   a  —  </  =  ^— ^  liefert.     Hierin 

ist  an  die  Stelle  von  Wi  der  Ausdruck  (8.)  von  W  zu  setzen.  Die  beiden 
Inteeralffleichungen .  durch  deren  Zusanimenbestehen  die  Curve  doppelter 
Krümmung  definirt  wird,  in  welcher  der  Punkt  sich  bewegt,  sind  also 

.,      dW  ,       ,  6W 

/3=^r-5-     und     a—(f=— — , 


wo 


1                                                                1 

:  M,^i(,n^m,)\a,+?.,-iaT-^^^^^- 

■r/5 

(«,  +  A, )(«,-/,) 

/                                                        1 

/  ihl,  +i(in -H«, )]  a,  -r  ;i,  -  i«?'      ,   .    - 

"l      1     '-2 

r-ß 

und  die  Zeit  wird  durch  die  Gleichung 

eingeführt.     Nach    Vollziehung    der   Differentiationen    erhält    man    die  fertigen 
Formeln 


^-L 


-/-  -''-^  

1  fls+'-oi  [4-/'^ä+'k'«-'«,)v'«.,--;.,-;!^]Co,-r''-J-i«7' 

\^r-  AK 


7"-«'  =  / - 


'-  =/ 


C«,  +  K^  1  ".  -  ^-2 1  V-X'-i  -  \  0"  - '", )  j'flTrX-r  fl  (ö,  +  ^-J  -  i«7' 


^frr. 


Auch  hier  kann  man.    wie  oben,    die  Irrationalität    unter  den  Quadratwurzel- 
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zeichen  dadurch  beseitigen,  dass  man  an  Stelle  von  /.,.  z.,  die  Grössen 


1  «2  -\-^i=p,      1  «2  +  Xj  =  ^ 
als  Variable  einführt. 


Ureissi^ste  Vorlesiiug-. 

Das  Abehc\iQ  Theorem. 

Um  die  Wichtigkeit  der  in  der  sechsundzwanzigsten  Vorlesung  vor- 
ffetraffenen  Substitution,  die  uns  nun  schon  die  Lösung  einer  Reihe  von 
mechanischen  Problemen  gegeben  hat,  schliesslich  an  einem  besonders  merk- 
würdigen Beispiel  zu  zeigen,  wollen  wir  sie  auf  das  Abelsche  Theorem  an- 
wenden. Dieses  Theorem  bezieht  sich  nämlich  auf  ein  gewisses  System  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  und  giebt  zwei  verschiedene  Systeme  von 
Integralgleichungen  desselben,  von  denen  das  eine  durch  transcendente  Functio- 
nen, das  andere  rein  algebraisch  ausgedrückt  ist;  und  diese  in  ihrer  Form  so 
verschiedenen  Integralgleichungen  sind  nichtsdestoweniger  völlig  identisch. 

Nach  unserer  3Iethode  wird  das  System  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen auf  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurückgeführt: 
von  dieser  wird  eine  vollständige  Lösung  gesucht,  und  die  nach  den  will- 
kürlichen Constanten  genommenen  Differentialquotienten  derselben,  neuen  Con- 
stanten gleich  gesetzt,  liefern  das  System  der  Integralgleichungen.  So  wie 
nun  die  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  die  verschiedenartigsten 
Formen  annehmen  kann,  so  werden  die  hieraus  hergeleiteten  Systeme  der 
Integralgleichungen  ebenfalls  unter  der  abweichendsten  Gestalt  erscheinen,  und 
dennoch  müssen  dieselben  mit  einander  gleichbedeutend  sein.  Dies  ist  der 
Weg,  auf  welchem  wir  das  .I6e/sche  Theorem  beweisen  werden.  Wir  gehen 
von  der  partiellen  Differentialgleichung 

(*■)    (f  )'+(0+-+(©' - '* 

aus,  welche  für  re  =  3  dem  einfachsten  der  mechanischen  Probleme,  der  gerad- 
linigen gleichförmigen  Bewegung  eines  Punkts  im  Baume,  entspricht.  Dieselbe 
ersetzt  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 

Unter  Benutzung  der  in  der  sechsundzwanzigsten  Vorlesung  aufgestellten  Sub- 
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stilutioii  ergieht  sich  das  Abelsche  Theorem,  und  zwar  in  einer  viel  explicileren 
Form,  als  der  von  Abel  gegebenen. 

Da   in   der  Gleichung    (1.)    die   Variablen   a;,,  a-j,  ...  x„   selbst  nicht 
vorkommen,  so  erhalt  man  eine  vollständige  Lösung   V,  indem  man 

(2.)        V  =  aiXi  +  a2X2-\ \-c(„x„ 

setzt.     Denn  alsdann  haben  die  Constanten  «,,  rto,  ...  a„  nur  der  Bedingung 

«i4-ß2-^ hßLi  +  ß;,  =  2/? 

zu  genügen,  sodass 

or„  =  y2h  —  al~al «L,, 

und  V  enthält  daher,  abgesehen  von  der  Conslanle,  die  man  noch  addiren 
kann,  w.  —  1  Constanten,  ist  also  eine  vollständige  Lösung.  Als  Integralglei- 
chungen erhält  man 


dV  _  ,     öv  _  ,  ev  _  ,        dv  _, 

da,"""      da,   -'''-'       ■■■       ä^TT-""-"        dh~^      ^' 


oder 


X, 


Xi 


Ö«„_l 

«, 

~x„ 

a„ 

"i 

-x„ 

=  a 

u„ 

«n— 1 

-iC„ 

=  a 

«B 

1 

-x„ 

■=  t 

t-T, 

a„ 

oder  endlich,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  in  die  anderen  einsetzt, 

Xi       =       ai(f.  —  T)  +  a[, 

X2  =  «2(^  — TJ  +  ß.j, 

(3.)       I 

X„        =        Cf„(/— t), 

welches  für  «  =  3  in  der  That  die  Gleichungen  der  geradlinigen  Bewegung  sind. 
Führen  wir  nun  in  die  Gleichung  (1.)   an    die  Stelle  der  Variablen  x 
die  Varial)len  Ä  ein,    so    erhallen  wir  nach  Formel  (12.)  der   sechsundzwan- 
zigsten Vorlesung: 

.4^         '^'{a,+KXa,+K) (a,.  +  A.)/aFY  ,    ., 


—    233    — 


eine  Gleichung,  welcher  man  nicht  auf  den  ersten  Blick  ansieht,  wie  die 
Separation  der  Variablen  geschieht.  Aber  es  ist  nur  nöthig,  sich  an  den  in 
der  sechsundzwanzigsten  Vorlesung  (p.  202)  gegebenen  Hülfssatz  aus  der  Theorie 
der  Parlialbrüche  zu  erinnern,  die  aus  demselben  folgende  Formel 


(5.) 


^-     ~  S(^,-A,)(A.-AJ...(A,-A,_,)(A.-A,+0---(^.-A,.)' 


in  welcher  c,  c,,  .  .  .  c„_2  willkürliche  Constanten  sind,  aufzustellen  und  diesen 
Ausdruck  für  Ui  in  (4.)  zu  subslituiren.  Befriedigt  man  die  hieraus  hervor- 
gehende Gleichung 

•="  (a,+A.)(a,  +  A,) (a„T-A,)    /^V 

^  ^  'y  c+c,h+c,x!+ +c„^,kr^+iiar' 

.f.  (A,  -  AJ  (A,  -  A,) . . .  (A,  -  A,_0  (A,  -  A,+i) . . .  (A.  -  A„)  ' 
indem  man  die  entsprechenden  Glieder  beider  Seiten  einander  gleich  setzt  und 
auf  diese  Weise  die  partielle  Differentialgleichung  (6.)  in  die  n  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

{a,+k,)ia,+K) . . .  (a„+A.)  (-||J^)'  =  c  +  c,  A.+  c,  A;  +  •  •  •  +  c„_.,  A.-^  +  ^A  Ar' 
für  i=  1,  2,  ...  n  zerlegt,  so  ergiebt  sich  für  V  die  vollständige  Lösung 


^'■^  -  .fiy '^^'  \  (a.  +  A.)(a,+  AO (a„+AO  '- 


und  hieraus  folgen  die  Integralgleichungen 


dV 
de 


BV 


=  c, 


av 


=  c„ 


dV        , 


welche  unter  Einführung  der  Bezeichnung 

■     f{l)  =  (c+c,A  +  caH..-  +  c„_a"-'+.i/a"-')(aj+^)(o2  +  ^)---(a„  +  '^) 
die  Gestalt  annehmen: 


(8. 


{ 


2c' 

2c\ 

4(/-T 


=  -/ 


dh 


Jacobi,    Dynamik. 
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Dies  sind  die  transceiulenten  Inlegraigleichiingen  des  Systems  gewöhnlicher 
Dill'erentialo'leichuna'en 

(9.)      vü^^o,      -A£i=0,     ...      -15^=0,     ^ii3i-  =  4rf<, 

während  in  (3.)  die  algebraischen  Integralgleichungen  des  nämlichen  Systems 
enthalten  sind. 

In  dieser  algebraischen  Integralion  der  DilTerenlialgleichungen  (9.)  be- 
steht das  Abelsc\\e  Theorem,  und  zwar  Irin  dasselbe  hier  in  einer  Form  auf. 
welche  vor  der  ursprünglich  von  Abel  gegebenen  den  Vortheil  bietet,  die 
sonst  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpften  Untersuchungen  über  die 
Realität  der  Variablen  und  über  die  Grenzen,  innerhalb  deren  man  sie  zu 
nehmen  hat,  wesentlich  zu  erleichtern.  Der  obige  Beweis  des  Abelschen 
Theorems  hat  daher  etwas  wesentlich  Neues  gegeben,  und  wenn  auch  Richelot 
später  aus  dem  Abelschen  Theorem  selbst  dieselben  Folgerungen  hat  her- 
leiten können"),  so  ist  doch  immer  der  hier  angegebene  Weg  derjenige, 
welcher  zuerst  und  naturgemäss  darauf  geführt  hat. 

Da  die  Conslanten  c,  Cj,  ...  f„_;  ganz  willkürlich  sind,  so  muss  man 
sie  so  bestimmen,  dass  die  unter  den  Wurzelzeichen  stehenden  Ausdrücke  /"(/.,) 
positiv,  mithin  alle  Integrale  reell  werden. 

Das  Bisherige  giebt  das  ^4Z>e/sche  Theorem  noch  nicht  ganz  vollständig; 
denn  die  Function  /"(/.)  ist  von  der  2«— 1'"',  also  von  ungerader  Ordnung,  und 
es  ist  daher  nöthig,  den  anderen  Fall,  wo  /■(/.)  von  der  2n'""  Ordnung  ist. 
und  der  hier  als  der  allgemeinere  erscheint,  besonders  zu  betrachten.  Man 
erhält  denselben  dadurch,  dass  man  auf  der  rechten  Seite  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (1.)  zu  der  Conslante  2li  noch  andere  Glieder  addirt.  Die 
angewendete  Integralionsmelhode  bleibt  zulässig,  wenn  man  zu  h  die  Quadrat- 
summe  Xj  +  j-^H \-xl  in  eine  Constante  k  multiplicirt  hinzufügt.  In  den  Va- 
riablen '/.  nimmt  dieser  Ausdruck  die  Form  an: 

/.•(a;i  +  J5H \-x:,)   =   A:(ai  +  ö.,H ba.+  '^i  +  h-i \-K,)-. 

und  indem  wir  für  //  eine  neue  Conslante 

h'  =  h  +  k{a,-\-a,  +  --  +  a„) 
einführen,    haben    wir    auf  der    rechten  Seite  von  (4.)   an  die  Stelle  von   .1// 
gegenwärtig  den  Ausdruck 

yi'+ik{l,  +  L  +  --  +  K) 

■*)    Crelle^  Journal  Bd.  XXIII,  p.  354. 
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zu  setzen.  Transformireri  wir  denselben  mit  Benutzung  des  oben  erwähnten 
Ilüirssalzes  in  einer  der  Gleiciiun»-  (5.)  analogen  Weise,  so  finden  wir,  dass  auf 
den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  sich  weiter  nichts  ändert, 
als  dass  unter  dem  Summenzeichen  im  Zäiiler  das  Glied 

Hl'! 

hinzu  kommt  und  li  sich  in  //  verwandelt.  In  den  Iranscendenten  Integral- 
gleichungen (8.)  des  ^6e/schen  Theorems  tritt  demnach  an  die  Stelle  der  frü- 
heren Function  2«— 1'"'  Ordnung  /"(^A)  gegenwärtig  die  Function  'in'"'  Ordnung 

(10.)  /"(A)  =  {c+c,A+c.a-4--+c„_.,/."---(-  lh'l"-'+  Uü"}{aii-).){a,+l)...(a,.+?.)- 
Die  algebraischen  Integralgleichungen  werden  in  diesem  Fall  etwas  complicirter. 
Die  partielle  Diiferentialgleichung  in  Xi^  Xn^  ...  x„  ausgedrückt  lautet 

(11-)       (l{)+(0+-  +  (0=  2h  +  2kixl  +  xl  +  ...  +  x;:) 
und  lässt  sich  daher  in  folgende  zerlegen: 


WO 

ßt+tM  +  --+li.  =  2h. 
Hieraus  findet  sich : 


V  =  /fik  x]  +  ßi  (Ix,  +Jf2kxi  +  li.  dx.-\----  -vj'flkxi  +  />'„  rfj-,. . 

Denkt  man  sich  nun  mit  Hülfe  der  obigen  Relation  /i„  durch  k  und  die  übrigen 
{i  ausgedrückt  und  bezeichnet  die  unter  dieser  Hypothese  gebildeten  Dif- 
ferenlialquotienlen  von  F  mit  Klammern,  so  gehören  zu  den  der  partiellen 
Differentialgleichung  (11.)  entsprechenden  gewöhnlichen  Diiferenlialgleichungen 
die  Integrale 

Bezeichnet  man  dagegen  ohne  Klammern  die  DifTerentialquotienten  von  V, 
bei  deren  Bildung  auf  die  zwischen  den  Grössen  /?,,  /i,,  .  .  .  /i„  bestehende 
Relation  keine  Rücksicht  genommen  wird,  so  ist 

\dßj~  dß,     dß,r    \dßj~  dß,    dß„'    ■••    \öh)~''^dß,: 

Man  kann  daher  den  Integralgleichungen  unter  Einführung  der  Bezeichnung 
T,,  To,  ...  7„  für  die  Constanten  2/:?i— t,  21%  — r,  ...  —r  die  symmetrische 
Gestalt  geben: 

30* 
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„  öF  r        dXn  .   .    ^ 


Diese  Gleichungen  drücken  allerdings  nicht  unmillelbar  einen  algebraischen 
Zusammenhang  zwischen  den  Variablen  x  aus.  Aber  derselbe  Irilf  sofort  hervor, 
wenn  man  die  Werthe  der  siimmtlich  auf  Kreisbögen,  oder  sämmtlich  auf  Lo- 
garithmen führenden  Integrale  bestimmt  und  bemerkt,  dass  die  hieraus  sich  er- 
gebenden Werthe  der  Variablen  x  entweder  alle  durch  Sinus  und  Cosinus, 
oder  alle  durch  Exponentialgrössen  dargestellt  werden,  deren  Argument  das 
Product  von  /  in  eine  und  dieselbe  Conslanle  bildet.  Man  erhält  daher  alge- 
braische Relationen,  wenn  man  t  zwischen  den  obigen  Gleichungen  eliminirt. 
Den  Werthen  der  Variablen  x  kann  man  die  Form  geben: 


^"  =  l/-- i-sintr-2^(^+^J]- 


Die  aus  der  Elimination  von  /  zwischen   diesen  Gleichungen  hervorgehenden 


Relationen  lassen  sich  so  darstellen,  dass  eine  einzige  vom  zweiten  Grade, 
alle  übrigen  linear  in  Beziehung  auf  a-, ,  o;,,  ...  x„  werden. 

Das    System   gewöhnlicher   Differentialgleichungen,    welches    der  par- 
tiellen Diil'erentialgleichung  (11.)  entspricht,  ist 

(12.)       ^  =  2kx,,     ^  =  2kx,,     ...     ^  =  2kx.,. 

Man  sieht  also  aus  dem  Bisherigen,  dass,  wenn  man  von  den  Differentialglei- 
chungen (9.)  in  A,,  Aj,  ...  A„  unter  der  Voraussetzung,  dass  /"(A)  die  ganze 
Function  2»'"'  Ordnung  (10.)  von  X  sei,  ausgeht  und  die  Substitution  der  Variablen 
Xi,  ic.,,  ...  jT„  für  Ä, ,  /.2,  ...  '/.„  vornimmt,  man  auf  diese  einfachen  Diffe- 
rentialgleichungen (12.)  in  Xi,  a:,,  ...  x„  kommen  muss.  Diesen  Gang  der 
Untersuchung  habe  ich  in  meiner  Abhandlun»-  über  das  Abelsche  Theorem  im 
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24"'"  Bande  des  Crelleschen  Journals  genommen,  ohne  jedoch  die  hier  aufge- 
deckte Quelle  anzu<rel)en. 

Auf  eine  ähnlicho  Art  hat  Lagrange  im  ersten  Bande  der  Turiner 
Memoiren  in  der  Abhandlung  über  die  Atlraction  nach  zwei  festen  Cenlren 
das  Fundamentallheorem  der  elliptischen  Transcendenten  bewiesen,  welches  ein 
specieller  Fall  (n  =  2)  dieser  Untersuchung  ist. 


n         rt^rv   3^     ^V  dV  \ 


£iiiiiiHlflreissi|^-Nte  ¥orlc{>$iiiig-. 

Allgemeine  Untersucbuiigen  über  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Die  verschiedenen  Formen  der  Integrabilitätsbedingungen. 

Wir  werden  uns  jetzt  mit  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  beschäftigen  und  hierbei  an- 
nehmen, dass  die  gesuchte  Function  selbst  in  der  Differentialgleichung  nicht 
vorkommt.  Diese  Annahme  ist  keine  wesentliche  Beschränkung,  da  sich  der 
allgemeine  Fall  immer  auf  diesen  zurückführen  lässt.  In  der  That,  wenn  die 
vorgelegte  Differentialgleichung  die  gesuchte  Function  I   enthält,  also  die  Form 

dV_     dV_  dV_ 

hat,  so  führe  man  eine  neue  unabhängige  Variable  q  und  eine  neue  abhängige 
W  durch  die  Gleichung 

W  =   qV 
ein;  dann  wird 

dWy      dW  _     dV 
dq    ~     '       dq^        "  dq^  ' 
also 

y_d]V        dV  _    \   dW 

~  og  '       dq,  ~   q    dq,  ' 

Daher  geht  die  vorgelegte  Differentialgleichung  in  die  folgende  über: 

welche  zwar  eine  unabhängige  Variable  mehr  enlhäll,  nämlich  q,  in  welcher 
aber  W  nicht  selbst  auftritt,  sondern  nur  seine  Differentialquolienten  nach  q. 
qi,   q^,   ...    q„.     Wir  können  uns  also,    ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden. 


dW 

dq„ 

dV 

er 

dq.. 

1   dW 

~    q    dq„ 
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auf  den  Fall  beschränken,   wo 


die  o-egebene  DilTerenlialgleichiing   ist,    und    V  selbst    in   der  Gleichung   nicht 
vorkommt.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

dV 

so  haben  wir  demnach  die  Gleichung 

(1.)        (p{pi,p,,...p„,q,,q,,...q.)  =  0. 

Wenn  wir  zur  Bestimmung  von  V  dieselbe  Methode  anwenden  wollen, 
die  wir  nach  Lagrange  für  den  Fall  von  «  =  2  in  der  zweiundzwanzigsten 
Vorlesung  durchgeführt  haben,  so  müssen  wir  suchen  die  Grössen  p,,  />,,  ...  p„ 
als  Functionen  von  7,,  «/,,  ...  q„  so  zu  bestimmen,  dass 

(2.)       pidq,+pidq,  +  ---p„dq„ 

ein  vollständiges  Differential  wird.  Ai)er  wir  stossen  hierbei  auf  eine  eigen- 
Ihümliche  Schwierigkeit.  Da  nämlich  die  Gleichung  (1.)  schon  eine  Relation 
zwischen  den  Grössen  p  und  q  ist,  so  brauchen  wir  noch  n  —  l  andere  Re- 
lationen, um  sämmtliche  Grössen  /j,,/j>,  .  .  .  p„  durch  qi,  </,,  ...  q„  ausdrücken 
zu  können.  Wir  haben  also  über  «— 1  Functionen  der  Variablen  </, ,  </_,,  ...  q„ 
zu  verfügen  und  müssen  diese  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck  (2.j  ein  voll- 
ständiges Differential  wird.      Um  dieser  Forderung    zu   genügen,    müssen  die 

sämmtlichen       ".  ~      Bedingungsgleichungen  der  Form 
oder,  was  unter  Einführung  der  abgekürzten  Bezeichnung 

(?      k)     = -r^ 

0(ji^        dq. 

damit  übereinkommt,  die  -^-^ Bedingungsgleichungen 

{iji)  =  0 
erfüllt  sein,   während   man  nur  über  w— 1  Functionen  zu  verfügen  hat.     Für 
«  =  2  sind  zwar  diese  beiden  Anzahlen  einander  gleich,  nämlich  gleich  1,  in 
allen  anderen  Fällen  aber  übertrifft  die  erste  Anzahl  die  zweite. 
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Diese  Schwierigkeit  luU  bisiior  die  Analysten  davüii  al)<rolialten.  die 
Lagrangeschc  iMelhode  auf  eine  grössere  Anzahl  von  Veriinderlitlien  auszu- 
dehnen. Wir  werden  uns  durch  dieselbe  nicht  abschrecken  lassen,  sondern, 
da  wir  a  priori  wissen,  dass  sich  die  Aulgabc,  obgleich  sie  mehr  als  bestimnil 
zu  sein  scheint,  dennoch  lösen  liissl,  vielmehr  untersuchen,  wie  es  zugehl,  dass 
man  durch  it—l   Functionen  die  -^ —  Bedingungsgleichungen  erfüllen  kann. 

Es  ist  von  vorn  herein  ein  Umstand  zu  bemerken,  der  bei  dieser 
Untersuchung-  zu  Stallen  kommen  muss,  weil  durch  ihn  die  ^ —  Bedin- 
gungsgleichungen  in  Verbindung-  mit  einander  gebracht  werden.  Sind  nämlich 
/,  •/',  i"  drei  beliebige  Indices,  so  hat  man  die  Identität 

dQi',i")       d(i",i)        a(i,V)     _ 

Hieraus  folgt  zwar  noch  nicht,  dass  wenn  («",?)  =  0  und  («,«")  =  0  ist,  auch 
{i','i")  verschwindet,  wohl  aber  dass  dieser  letzlere  Ausdruck  alsdann  unab- 
hängig von  (j,  ist,  so  dass,  wenn  er  für  irgend  einen  Werlh  von  </,  verschwindet, 
er  überhaupt  gleich  Null  isl. 

Um  die  vorliegende  Frage  erschöpfend  zu  behandeln,  müssen  wir  zu- 
nächst   die    Bedingungsgleichungen    Iransformiren.      In    der    bisherigen    Form 

dieser  Gleichungen,  -^-^=-^,  werden  die  Grössen  p,  als  blosse  Functionen 

der  Grössen  q,  angesehen,  d.  h.  die  n  Relationen  zwischen  den  Grössen  p 
und  q,,  von  welchen  die  eine  in  Gleichung  (1.)  gegeben  ist,  während  wir 
über  die  übrigen  «—1  zu  verfügen  haben,  werden  nach  den  «  Grössen  /y,. 
p,^  ...  p„  aufgelöst  vorausgesetzt.  Dies  isl  eine  für  die  in  Rede  siehende 
Untersuchung  zu  explicite  Form.  Wir  wollen  eine  andere  Hypothese  über  die 
Darstellung  der  Grössen  />,,  //,,  .  .  .  p„  machen  und  annehmen,  mau  habe 

/;„      dargestellt  als  Fuuctiou   von  '  (/i,  </.,  ...  q„, 

/A.-1  -  -  -  -  -  ;7„,    f/L,    r/,,  ...  q„, 

p„--i  -  -  -  -  ;,„^,,  p„,   </,,   </,,  ...  q„, 

p,  -  -         -  -  j»,+,,  ...  p„_,,  p„,  (/i,  q.,  ...  q,,, 

Vi  _  -  -  -       ;,,,   ^3,    ^„_,,   ;>„,    <y,,    fy,,   ...    q„. 

Wir  werden  die  unter  dieser  Hypothese  genommenen  DiHerenlialquotienlen 
von  p,   nach  p,^.i,  p.^.,,   ...   p„,    (/i,   </,,    ...    </„    ohne    Klammern    schreiben. 
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während  wir  die  nach  der  ursprünglichen  Hypothese  gebildeten  Differential- 
quotienten,  nach  welcher  sämmlliche  p  blosse  Functionen  von  </,,  72 ,  ••  •  9" 
sind,  in  Klammern  einschliessen.  Diese  Veränderung  der  Darstellungsweise 
erfordert,  dass  wir  die  in  den  ^^'^~  Bedingungsgleichungen  vorkommenden 
und  jetzt  einzuklammernden  DilTerentialquotienten  in  andere  umsetzen,  was 
nun  ausgeführt  werden  soll. 

Die  ^'"^      Bedingungsgleichungen    können   wir    in    folgender  Weise 

anordnen: 

,/öp,\       (^P^\     fdp,\_{dp,\  (lEL^-fitlll)  (IP^)^(Jp-), 

(dp,\_(dp,\  (   dp,  \  _  fdp,„+x\  (  ÖP,\_(-  dp„  \ 

Vö^>'-Vö^^  ■■■^dq,„^,J-^   dq,   J'---y   dq„   J       ^   dq,  >' 


(3.) 


l"  dp„  ^  _  /öp^M:i\  f  dp„  \  _  /  Pp„  N 


fdp„-i\  _  /  dp.  \ 
V  dq„  /~Vö9„_,^- 

Irgend  eine  dieser  Gleichungen,  etwa  (-^)  =  [-^J,  wurde  oben,  nachdem 

das  Glied  rechts  auf  die  linke  Seite   gebracht   worden,    durch  (i,k)  =  0   be- 
zeichnet, so  dass  wir  z.  B.  die  Gleichungen  der  m'""  Reihe, 

fÖPm_\  _  fdPm  +  l\  f    Öp^    \  _  fdp„,+2\  fÖPm\  _  f  dPn\ 

abgekürzt  durch  (m,  m  +  1)  =  0,  {m,  fn+2)  =  0,  .  .  .  (m,  n)  =  0  darstellen.     Ist 
nun  i  irgend  einer  der  Indices  m+1,  m  +  2,  .  .  .  n,  so  hat  man 

f  dp„,\   _     dpm    /c^p^+iN        dp,n    fdp,„+2\   .  dp^  /  dpn  \  ,    dp„ 

\dqJ   -   dp„+,\   dq^    )^dp..^\   dq^    J^-+  öpn  ^  Öq.  J'^   dq,    ' 

oder  wenn  wir  (%^),  (%^),  •  •  ■  (-f^)   mit  Hülfe   der  Bedingungsglei- 
chungen (3.)  durch  die  Differenlialquotienten  von  p,  ersetzen, 

^dq./         dp^+i\öq„+i^      dp^+i\dq„+2y  dp„  ^  oq„  /       dq. 
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Die  Hedinofuno-so^leichungpii  der  m""  Reihe  werden  daher,  wenn  wir  sie  in 
nmfjekehrter  Ordnung  von  {m,n)  =  0  anfangend  schreiben: 

dp,„    /   dp,,   \        dp,,,    r  dp,,   \    .    dp,„  /■  dp,,  \        dp,,,      _   /  dp,,   \ 

dp„,+  i^dq,„+i^      dp„,+2^dq„,+J  dp,,   \  dq„   /        dq„      ~   \  dq,„  J' 

dp,„    /^p,.-iN        dp,,,    ^dp„_i\      dp„  ^dp„-i\        dp,,,     _   rdp„-x  \ 

dp„,+i^dq„,+  i^      dp,„^Sdq,„+J  dp,,    \  dq,,   )      dq„_i    ~   \  dq„,  J' 

(4-)        , 

dp„,    f   dpi   \        dp,n    (  dpi    \  dp„,  (   dp,   \        dp„,     ^    /    dpi   \ 

dp,„  +  i\dq„,+,^'^äp„,+,\dq„,.,2^^"'~^  dp,.   V  dq„    J'^    dq.  V  dq„,  J' 

dp,,,    /dp„,+i\        dp,,,    /■dp„,+i\ .    dp,„  /5/);„+A        dp„,      ^   /■dp„+i\ 

dp„,+  i^dq„,+J'dp„,+Sdq„,+2^  dp,,   \  dq„   J      dq,„+i  ^  dq„,  J ' 

ein  System  von  Gleichungen,  welche  wir,  nachdem  die  rechts  stehenden  Glieder 
auf  die  linke  Seite  geschafft  worden  sind,  durch  die  abgekürzte  Bezeichnung 

((/«,»))  =  0,     (K  ».-!))  =  0,     .  .  .     ((»»,i))  =  0,     .  .  .     ((m,  ?«+!))  =  0 

darstellen.  Diese  Gleichungen  (4.)  sind  nicht  mehr  mit  denen  der  m"""  Reihe 
des  Systems  (3.)  identisch,  weil  wir  bei  ihrer  Bildung  die  Gleichungen  der 
folgenden  Reihen  dieses  Systems  zu  Hülfe  gerufen  haben;  die  Gleichungen 
l)eider  Systeme  stehen  vielmehr  in  der  durch  die  Relation 

ausgedrückten  Verbindung.  Wendet  man  aber  auf  alle  Horizontalreihen  des 
Systems  (3.)  dieselbe  Transformation  an,  vermittelst  welcher  aus  der  »«""" 
Horizontalreiiie  die  Gleichungen  (4.)  hergeleitet  worden  sind,  so  ist  das  frans- 
furmirtc  System  mit  dem  urspnuKjlickeii  System  (3.)  gleiclibedeutend.  Um  dies 
einzusehen,  schreibe  man  das  transformirte  System  in  umgekehrter,  also  in 
folgender  Ordnung: 

((w-2,  w))  =  0,     ((«-2,w-l))  =  0, 

((«-3,«))  =  0,     ((»-3,«-l))  =  0,     ((«-3,«-2))=0, 


Jacobi,    Dynamik.  dl 
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dann  ist 

((w-1,»))        =  («-l,w), 

((«-3,«))        =  (u-d,n)-^J^iu-2,n)-^^in~i,n), 
((«-2,  «-!))  =  in-2,  n-i)  +  ^in~l,  «), 

woraus  man  sieht,    tlass  aus  den  neuen  Gleichungen  auch  die   ursprünglichen 
folgen,  dass  also  beide  Systeme  gleichbedeutend  sind. 

Um  nun  aus  dem  System  der  Gleichungen  (4.)  die  eingeklammerten  Dif- 
ferentialquotienten ganz  wegzuschaffen,  bilde  man  aus  demselben  das  neue  System 

{{m,  ,«+l))_|^((„,,  ;«  +  2))- -^(('"'  «))  =  0; 

dann  fallen  aus  diesem  neuen  System  vermöge  der  Gleichungen 
(  dp,,  \  _    dp,, 

fdp„-i \   _   dp„^udp„\      dp„_i 
V   dq^   J   -      dp.    \dq,J-^    dq,    ' 

{     ^P.     \     _         ^Pi     f^Pi+i\    1  I      ^P.    (dpn  \    ,      ^Pi 

^  %  ^  ~    dp,^,^  dq,  ^^""^  dpSdqJ^  dq,' 
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die  eing-eklamnierlen  Differenlialquotienleii  ganz  heraus,  und  man  erhalt: 

,   dp„,      dp,,  dp,,,      dp,,      ,       ,   (9/j,„    dp,,      I     dp,n    _  dp,, 


dp,H+\  dq„,+  i      ö/j,„+2  ö(/,„+2  dp,,     äq„  dq„  dq„,  ' 

dp,n    dp„-i        dp,„    dp„-i    L  ^/^  dp,,-i        dp,,,        dp„-i    dp,,,    __  dp„^i 

^dp,„+idq,„+i      dp„,+idq„,+'2  dp,,     dq„        dq„^i         dp,,      dq„    ~    dq,„    ' 

dp„,      dp.      I     dp,,,   J}p,  dp,„    dpi  dp,,,    _    dpi    _dp„    _   dpi      dp,, 

"I         r    ri.,         n„        T      r)^, 


{b.)l<^Pm+idq,„+i      dp„,+2dq„,+2  dp,,     dq„  dqt         dpi+i   dqt+i       dpi+2  dq.+n 

dpi    dp,,,  __     dpi 


dp,,     dq„  dq„, 

dp,,,    dp„,+t   I    dp,,,    dp„,+i         I   dp,,,  dp,„.+\   ,     dp,n        dp,„+i    dp,„        dp,„+i    dp,,, 
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dp,„+idq„,+i      dp,n+idq„,^i  dp,,     dq„         dq„+i      dp,n+2dq,„+-2      dp„,+3  dq„,+3 

\  dpm+\  dp,,,  _  dp,„+i 

dp,,    dq,,   ~    dq„. 

Dieses  System  ist  mit  dem  System  (4.)  gleichbedeutend,  so  dass  sowohl  die 
Gleichungen  (4.)  aus  den  Gleichungen  (5.)  hergeleitet  werden  können,  als 
auch  diese  aus  jenen,  was  aus  der  Bildung  der  Gleichungen  (5.)  von  seihst 
hervorgehl. 

Sämmfliche    Gleichungen    des    Systems    (5.)    sind   in    folgendem    allge- 
meinen Schema  enthalten: 

dp,n      dpi      ,     dp,„      dpi      I  \^^.^ELjl.^P"'      _dPi__öp,n_        dp,      dp,,, 


dp,n+idq,„+i      dp,n+2dq,„+2  dpn  dq„        dqi        dpi+i   dq,+  i        dp.+z  dq,+2 

dp,     dp,,,  dpi 


dp,,     dq„  dq,„ 


oder 


*|,"      dPm     dpi         ^•-"      dpi     dp,n        dpm         dp,     ^   Q 
k^m+i    dp,,      dq„      kti+i    dpi,     dqn         dq,         dq,„ 

Diese  Gleichung  ist  mit  Ausnahme  der  beiden  letzten  Glieder  ganz  sym- 
metrisch; denn  wenn  sich  die  zweite  Summe  nur  auf  die  Werthe  t-\-\  bis  ti 
erstreckt,  während  die  erste  auch  noch  die  Werthe  ?«  +  !  bis  i  umfasst,  so 
rührt  dies  nur  daher,  dass  unserer  Hypothese  nach  in  p,  die  Variablen 
Pi+ii  Ihr-i  ■  •  ■  P„  vorkommen,  die  Variablen  />i,  /?,,  ...  />,_,    aber  nicht,  so 

dass  die  Grössen  -J^  nur  dann  von  Null  verschieden  sind,  wenn  A\>- /  ist. 

dp,,  ^ 

Wir  können  aber  die  Aufoabe  der  Transformalion  der  Bedingungsglei- 
chungen  noch  allgemeiner  fassen.    Irgend  eine  der  Bedingungsgleichungen  ist 
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(M-')  =  0    oder    (-^)_(^)  =  0, 

wo  p,  und  p,,  nur  von  den  Grössen  fy, ,  ry,,  .  .  .  q„  abhängen.  Nehmen  wir 
nun  an,  p,  enthalte  ausser  den  Grössen  g,,  9,,  ...  q„  auch  noch  p,,  p^,  .  .  ., 
ebenso  jo..  ausser  den  Grössen  </,,  (/_,,  ...  </„  auch  noch  p^. ,  p^'?  •••^  "»fl 
schreiben  wir  unter  d/eser  Hypothese  die  Dillerenlialquotienlen  ohne  Klammern, 
so  ist 

\Öq,.J   ~     cq^.    "^  dp,^   \dq^.  /"^  dp,    \  dq,.  J'^'"' 

V  dq^  )  dq,   '^  dp^.  ^  dq^J'^  öp^,  ^  öf/,  /  +  '"' 

/  dp  \      / dp-  \  /  dp^.  \      /  ijpj ,  \ 

oder  wenn  wir  die  Differentialquolienten  (^^r-^J,  {jj-Ji  ■■■  yi^)^  V"c^/'  •" 

durch  die  Differenlialquotienten  von  p,.  und  von  p,  ersetzen,  denen  sie  nach 
den  Bedingungsgleichungen  (3.)  gleich  sind, 

/  dp^  \_  öp,        dp,   .  dp,.  X       dp^   .  dp^.  s  _  dp.  dp,   /  dp..  N 

V  dq,.  )  ~   dq^.  ^  dp,^  \dqj^  dp,  V  dq,^  /"'  dq,,  '^  .     dp^  ^  ^qj ' 

f  dp,.  \  _  gp.-         dp^.   .  dp.  N        dp,.   .  dp.  ^  ^         _   dp,.  dp,.   /  dp,  N 

^  dq,J~   dq,    ^  dp^.  ^dq^.J^  dp,.  \dq,.  J^  dq,   '^.-    dp^.  ^dq^.  ^' 

wo  sich  die  Summation  nach  x  auf  die  Werthe  y.^l,...  bezieht,  und  die 
Summation  nach  x'  auf  die  Werthe  •/,  l' ,  ....  Durch  Einführung  dieser  Aus- 
drücke geht  die  ßedingungsgleichung  {i,  t)  =  0  über  in 

^_d^     ^öp^(dp^_dj^(dp^\   _   . 
^"■^  dq,.       dq,+^dpSsqJ      ^  dp^dqj   '    ^^^ 

Man  kann  allgemein  beweisen,  dass  die  Diflerenz  der  beiden  Summen,  welche 
eingeklammerte  Differentialquotienten  enthalten,  ihren  Werth  nicht  ändert,  wenn 
man  die  Klammern  fortlässt.     In  der  Thal,  es  ist 

fdp,.s_dp,,       ^dp,.  .äp^.^        f^P'\^  ^P'    ,    x-^P'  f'^PA 
\  dqj        dq^  +t^  dp^.  y  dqj  '      ydqj  "  dq^.  +  ^  dp^  ^dqj' 
daher 

.    dp^\dq/       ,.■  dp,^.\dq./ 

=     v-^gjV        ^%    dp,  dp,  dp.,  .dp^.^  dp,,   dp,  ^dp. 

-    ^P.  d'L       ^öp„.dq^.  "^f  f  dp^  dpydqj      V  f  dp^.  dp,  \dqj' 
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aber   die   beiden    Doppelsiininien   beben    in  Folge    der   Bedingungsgleicbungen 

/dp  ,\       / dp.  \ 

\-^)  =  \W^)  S'<^'i  gegenseitig  auf,  daber  ist 

und  (6.)  verwandeil  sieb  in 

eine  Gleicbung,  welcbe  sieb  von  der  Trüberen  nur  durcb  das  Feblen  der  Klam- 
mern unterscbeidet. 

Obgleicb  wir  (7.)  aus  (i,i')  =  0  hergeleitet  haben,  so  sind  doch  beide  Glei- 
chungen nicht  gleichbedeutend  mit  einander,  denn  wir  haben  bei  der  Trans- 
formation von  den  übrigen  Bedingungsgleichungen  noch  folgende  benutzt: 

{^P.\  _  f^\       f^P„'\  _  f^\       f^\  _  f^\ 

und  zwar  für  alle  Werlbe  von  y.  und  x'. 

Wenden  wir  die  Formel  (7.)  auf  den  Fall  an,  wo  die  Grössen  //,  und 
JM2  als  Functionen  von  jh^  774,  .  .  .  ;j„,  </,,  </.,,  ...  q„  ausgedrückt  sind.  Hier 
ist  j=l,  i' =  2  zu  setzen,  und  x  sowohl  als  x'  erhalten  alle  Werth(!  von  '.\ 
bis  n.     Wir  haben  daher 

I      §P^dp^,§Pi_Sp^j^ L  ^^ 

dq-,        öq^        )_^i?^_^^_ ^P'  ^P' 

{      Ö/J3  öq^       dp^  dq,  dp,,  dq„ 

In  dieser  Gleicbung  sind  nur  die  beiden  ersten  Terme  unsymmetrisch,  und 
dies  liegt  an  dem  Vorzug,  den  wir  den  Grössen  /;,,  p,  geben,  indem  wir  sie 
explicite  durch  die  übrigen  ausgedrückt  voraussetzen.  Die  Unsymmelrie 
verschwindet,  wenn  wir  statt  dessen  voraussetzen,  dass  zwei  Gleichungen 
bestehen,  welche  alle  Grössen  p,,  /^.,,  ...  p„  und  9,,  qo^  ...  r/„  enthalten, 
und  die  man  sowohl  nach  p,  und//,,  als  nach  zwei  beliebigen  anderen  Grössen 
p,  und  p,.  aufgelöst  annehmen  kann.     Diese  beiden  Gleichungen  seien 

(p  =  (',     '/'  =  b, 
wo  (p  und  1/'  Functionen  von  y/,,  p.,  ...  p„,  </,,  y,,  ...  q„  und  a,    b  Con- 
stanten  bedeulen.      Alsdann  wird  eine   vollständige  Symmetrie   dadurch    her- 
gestellt, dass  die  in  der  Gleichung  (8.)  vorkommenden  partiellen  Differential- 


—    246     — 

quotienten  der  Grössen  pi,  //,  durch  die  partiellen  Differentialquotienfen  von 
(f  und  (/'  ersetzt  werden.     Da  Gleichung  (8.)  die  Form 

^^     ■>         ^   -    ö^~ä^  +  ÄVÖp,   dq,       dp,  BqJ 

hat     so    ist  es  für  die  beabsichlig-le  Transformation  erforderlich,    die  Grössen 

^_^  und  ^^-^^  durch  die  partiellen  Differentialquotienten  von 
aq.,       6q,  dpk  dq,       dp,  dq, 

q  und  j/'  auszudrücken.  Wir  müssen  hierbei  die  Grössen  pi  und  p.  vermöge 
der  Gleichungen  cp  =  a  und  i/' =  6  als  Functionen  aller  übrigen  p^,  jo^,  ...  p„, 
Vi,  •  •  •  (J»,  tli^s^  "^'^'"  ^^^  ^'^^^  einander  unabhängig  betrachten.  Durch  Dif- 
ferentiation der  Gleichungen  (p  =  a  und  yj  ^  b  nach  (ji  und  9,  erhalten  wir 

ö(f_dp^,dcp_dp^<ö(p_^Q  gy   g/J,  ,    dcp    dp^  "y   =0 

dp,   ö(/,  "^  öpa  ög,  "*"  dq,          '  (9/),  Ö5,  öp,  dq.,  cq,          ' 

öV^  ö/)^       öi/^  öpj_      _ch/^  ^  Q  a»//  dp,  drp  dp,  ^'^  ^  0 

<3p,    dq,  '^  dp,  dq,  "^  dq,           '  Ö7J,   ög,  ö/J,  07,,  dq. 

Hieraus  ergeben  sich  unter  Einführung  der  Bezeichnung 

^  _    d(p    dtp       drp    dxp 
"    öp,  dp,       dp,  dp, 
die  Werthe 

~.jdp,        d(f    dip       dip   drp         fjj^Pi   _  ^f    "^^       ^^   ^y 
~     ~dq',  ~  dp,   dq,        dp,   dq,  '  'oq',^  dp,   dq,       dp,  dq,  ' 

fO  ^         iy )  dp,       dp,  \    ^    d(f  dyj       dtp    drp       dip  dtp        dip  d<p 
^    '^  ^dq,        dq,S  dp,   dq,        dp,   dq,       dp,    dq,        dp,  dq. 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (p  =  a  und  )/'  =  ^  "S'ch  p^^  und  q,,  er- 
hallen wir 

.      ,         I^P,    dpk        dp,  dpk       dp,  '       ö/.),   ö^A-       dp,  dqk       dq,  ' 

)  _öt/^5/)^  ,  ^__^  ,  _^  ^Q        gy;  dp,        dw  dp,    ,    dip  ^  ^ 
\  dp,   äpk       dp,  äpk      dpk  '      dp,  dqk       dp,  dqu   '    dq. 

Hieraus  ergeben  sich,  unter  Beibehaltung  der  obigen  Bedeutung  von  A',  für 
die  nach  p,,  und  q,  genommenen  DilTerentialquoüenten  von  p,  und  pi  durch 
Auflösung  der  unter  einander  stehenden  linearen  Gleichungen  die  Werthe 

-,  dp,   _  d(p    drp        drp   d(p  ^  dp,   _  dtp    drp        drp   dcp 

dpi        dp,  dpk       dp,  dpi,  '  dq,  ~  dp,   dq,       dp,  dq, ' 

_ /V"£/?l  —  _£^  .^^       öl/»   dq<  A/^/'ä  _  3'P   3'P       3'P   3'f  . 

dp,        dp,   dp,       dp,   äpk '  dq,:  "~  dp,   dq,       dp,  dq,  ' 
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und  wenn  wir  jetzt  den  Ausdruck   ~^^p-  —  ^-^  bilden,  so  erhalten  wir 

dpt  dq,,         dp^  dqt 

eine  Gleichung,  deren  linke  Seile  durch  das  Quadrat  von  N  tlieilbar  ist, 
während  die  rechte  Seite  iV  einmal  als  Factor  enthält.  Nach  Forllassung  des 
beiden  Seiten  gemeinschaftlichen  Theilers  N  ergiebt  sich  die  Formel 

\  dp,,  dqt        dpk  dqk  '  dph  dqk       dpk   dq^  ' 

bei  deren  Herleitung  man  auch  die  Hebung  des  gemeinsamen  Theilers  A'  ver- 
meiden kann,  wenn  man  z.  B.  die  beiden  in  der  ersten  Horizonlalreihe  stehen- 
den   Gleichungen    (10.)  nach   ~-  und   ~-  auflöst  und  in   dem    für   -~-    er- 

(9p,  dp.,  dp^ 

haltenen  Ausdruck  an  die  Stelle  von  -t—  und  -~  ihre  oben  erhaltenen  Werlhe 

dpk  dqk 

setzt.    Durch  die  Formeln  (9.)  und  (11.)  verwandelt  sich  die  Gleichung  (8*.)  in 

ö(/>    d-ip        dq>  dip        dif)    dcp        dxp  dqi       *="  (  d(p    drp       d\p    dtp 
"    ^l\    Sil        ^Ih   ^li        SPi    öq^        dp^   dq.,  "^  4=3  <  dpt   dq,,  ~  dpt  'dq't 

Wir  haben  daher,  wenn  wir  alle  Glieder  vereinigen,  eine  von  1  bis  w  sich 
erstreckende  Summe 

(12.)       0  =  S||^|^-|^#- 
/.■=!  <  dpk  dq,,       dp,,  dqk 

und  somit  den  Satz : 

Sind  (f  =  a  nnd  if  =  b  zwei  beliebige  von  den  n  Gleichungen,    welche 
Pii  p2i  ■  ■  ■  Pn  uls  Functionen  von  </, ,  q^,  ...   q„  so  bestimmen,  dass 

Pvdqi  +/>2  dq,  H Vp,,  dq„ 

ein  vollständiges  Differential  ist,  so  müssen  sie  der  Bedingung  genügen, 

l       d(p   dxp     I    dcp    dxp  drp    dxp 

j       dxp    drp        dxp   dcp  dxp    dcp 

\      dp,    dq,       dp^  dq^      '"      dp,,  dq„  ' 

und  zwar  ist  dies  eine  identische  Gleichung,  da  sie  die  willkürlichen  Constanten 
a  und  b  nicht  eutliält. 

Die  Gleichung  (12.)  enthält  das  in  (7.)  gegebene  Resultat  als  besonderen 
Fall.     Denn  nimmt  man  an,  dass  die  Functionen  cp,  xp  von  der  Form 

V  cp  =  p,-  f{p^,  pj^  ...,qi,q,,...q„), 

1/'   =  p,.-F(p,,,pi.,...,q,,q.,  ...  q„) 
sind,  so  geht  Gleichung  (12.)  in  Gleichung  (7.)  über. 
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Directer  Beweis  für  die  allgemeinste  Form  der  Integrabilitätsbedingiingen.    Einfülirmig 

der  Functionen  H,  welche,  willkürlichen  Constanteu  gleich  gesetzt,  die  p  als 

Functionen  der  q  bestimmen. 

Wir  wollen  das  Theorem,  zu  welchem  wir  am  Ende  der  vorigen  Vor- 
lesung g-elangl  sind,  direct  beweisen. 

Denken  wir  uns  die  n  Gleichungen,    welche  Pidq^+p^jlq.A \-p„<fg,, 

zu  einem  vollständigen  DilFerenlial  machen,  und  zu  welchen  die  Gleichungen 
(f  =  a,  x^i  =  b  gehören,  nach  />,,  p,^  ...  p„  aufgelöst,  und  diese  Werthe  in 
die  Gleichungen  (p  =  a  und  r^' =  b  substituirt,  so  werden  dieselben  identisch 
erfüllt.  Demnach  erhält  man  aus  der  partiellen  Differentiation  von  (p  =  a  und 
)/'  =  6  nach  irgend  einer  der  Grössen  q  wiederum  eine  identische  Gleichung, 
wenn  hierbei  die  Grössen  p  als  Functionen  der  Grössen  q  angesehen  werden. 
So  ergiebt  sich  aus  der  Differentiation  von  (p  =  a  nach  q, 

d<p  (dp,  \       d(p  fdp,\  d(f.  fdpn\  :    dcp    _ 

dp,  \dq,J'^  dp,  ^dqj  ^'"^  dp,,  \dq,y^  dq. 
oder 

A=i  dpk  ^  dq.  y        dq, 
Ebenso  ergiebt  sich  aus  der  Differentiation  von  ip  =  b  nach  (/^ 


i=i    dpi  ^dq,,/       dqk 


dpi  ^dq„y       dq, 
Multiplicirl  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  -^s —  und  summirl  nach  i  von 

r  ^  op, 

1   bis  n,  niultiplicirl  man  die  zweite  mit  -t^  und  summirl  nach  k  von  1  bis  u, 

'  ^  dpk  ' 

so  erhält  man  die  beiden  Resultate: 

'^"  ^"  d^,   dfp  (^dpk\      %"  dxp  d<f    ^  Q 
j=i  t=i  dpi    äpk^dqiy      1=1   dpi   dq,  ' 


*j."  '^"  d<i^dxp_  ^dpr\  ^  *j'  dc^ 

k^i  i^i   dpk   dpi^dqiy      /,=!   dpk 


drp     ^   ^_ 


dpk   dpi^dqi,y      /,=!   dpk  dqk 
V\  enn  man   diese  Gleichungen   von  einander   abzieht,    so    fallen    die  Doppel- 
summen heraus,  denn  da  die  Grössen  p  aus  den  n  Gleichungen  bestimmt  sind, 

welche  Pidqi+p2dqo-\ Vp„dq„   zu  einem  vollständigen  Differential  machen, 

so    ist   yY^j  —  \~^) ;  es  bleibt  also  übrig 


>  dqk  ^       ^  dq. 


A  =  ll 


d(p_  dxp_  _  '-^  dip_  d(p_   _   Q 
»=-.i  dpk  dqk       .^1  dpi    dq,  "' 


'oder 
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flberoiiislinimeiul  niil  Gleichung-  (12.)  der  vorigen  Vorlesung.  Man  sieht  aus 
diesem  Beweise,  dass  zur  Herleilung  der  Gleichung  (1.)  die  sämmllichen  Be- 
dingungsgleichungen 

(SpT)   ^   fdp,\ 

nölhig  sind,  da  die  nur  vermöge  dieser  Gleicliheil  sich  hehenden  Doppel- 
sunimen  auf  alle  Werthe  von  i  und  k  zu  erstrecken  sind. 

Die  Gleichung  (1.)  setzt,  wie  schon  früher  bemerkt  wurde,  nichts  weiter 
voraus,  als  dass  die  Gleichungen  (p  =  a  und  ip  —  b  irgend  zwei  von   solchen 

n  Gleichungen  seien,  welche  Pi(lqi-\-p2dq^A \-p„(l(J.,  zu  einem  vollständigen 

Differential  machen.  In  dieser  Allgemeinheit:  genommen  können  a  und  b  so- 
wohl willkürliche  Constanton  sein,  als  auch  heslimmle  Zahlenwerthe,  z.  B.  Null. 
Auch  über  die  Natur  der  Functionen  f/  und  )/'  brauchen  wir  nichts  fest  zu  setzen. 
Diese  Functionen  können  seihst  willkürliche  Constanlen  in  sich  enthalten,  können 
aber  auch  von  solchen  frei  sein. 

Nach  diesen  verschiedenen  Umständen  wird  es  sich  richten,  ob  die 
Gleichung  (1.)  eine  identische  ist,  oder  nicht.  Sind  a  und  b  nicht  willkür- 
liche Constanlen,  so  braucht  sie  keine  identische  zu  sein,  sondern  kann  durch 
die  Gleichungen  </  =  a  und  y  =  h  seihst  erfüllt  werden.  Dies  ist  aber  der 
Fall,  der  am  seltensten  stattfindet;  viel  häufiger  tritt,  wenn  die  Gleichung  (1.) 
nicht  identisch  erfüllt  wird,  der  Fall  ein,  wo  dieselbe  eine  dritte  von  den  u 

Gleichungen  ist,  wtAche  pidqi+p.dq.-] Vpjlq,,  f.w  einem  vollständigen  DiiFe- 

renlial  machen,  und  alsdann  lässl  sich  aus  Gleichung  (1.)  und  einer  der 
Gleichungen  if  =  a,  ?/'  =  b  durch  hlosses  Differentiiren  eine  vierte  Gleichung 
herleiten.  Diese  wiederum  ist  entweder  eine  identische,  oder  eine  Folge 
der  uns  bisher  bekannten  drei,  oder  endlich  eine  vierte  Gleichung  des 
Systems  der  n  Gleichungen,  u.  s.  w.  So  wird  es  vorkommen  können,  dass 
man  aus  </  =  a  und  tp  =  b  durch  blosses  Dill'erenliiren  u  verschiedene 
Gleichungen  herleitet,  welche  das  System  der  n  Gleichungen  erschöpfen; 
aber  mehr  als  n  von  einander  unabhängige  Gleichungen  {(p  =  a  und  (/'  =  b 
mitgerechnet)  kann  man  nie  erhalten,  da  alle  durch  die  nämlichen  n  Werthe 

von  /),,  jw,,    .  .  .  p,„    welche  pi(/<ii-\-pi(l(j2-\ \-p„dq„  zu  einem  vollständigen 

Differential  machen,  befriedigt  werden  müssen.     Wir  sehen  also,  dass,  wenn 

Jacobi,    Dynamik.  o'i 
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wir  über  den  Character  der  Gleicliiingen  qi  =  a,  y  =  h  nichts  festsetzen,  sich' 
auch  nichts  Bestimmtes  über  die  Natur  der  Gleichung-  (1.)  aussagen  lässt. 

Diese  nähere  Bestimmung  ergiebt  sich,   Avenn  wir  zu    der  Forderung, 
dass  (p  =  a,  ip  =  h  zu  dem  System  der  n  Gleichungen  gehören  sollen,  welche 

Pidqi-\-p2dq2-\ \-p„dq„  zu  einem  vollständigen  Dillerenlial  machen,  noch  die 

hinzufügen,  dass 

V  =  /(pidqi+p,(l(j,-i ^pjhjn) 

eine  vollständige  Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Dill'erentialgleichung  sei, 
welche  also  ausser  der  durch  Addition  zu  I  hinzukommenden  Constante  noch 
n—1  willkürliche  Constanten  enthalten  muss.  Nehmen  wir  an,  die  vorgelegte 
partielle  Differentialgleicluuig  enthalte  selbst  eine  unbestimmte  Constante  fi 
und  sei  nach  ihr  aufgelöst,  sie  sei  also  von  der  Form 

cp  {pi  ,p,,...p„,  fjT, ,  ^2 ,  •  •  •  q.,)  =  h, 
und  die  vollständige  Lösung   V  enthalte  ausser  h  die  w— 1   willkürlichen  Con- 
stanten Ä|,  Aj,  ...  A„_i;  dann  sind 

dV  _  dV  _  dV  _ 

dq^    -^"       dq,   ^P'-'      •    •    •        dq,.-P-' 

die  richtigen  Gleichungen,  welche  pidq^-\-p2(!q2-\ Vjh.dq,,  zu  einem  vollstän- 
digen Differential  und  sein  Litegral  zu  einer  vollständigen  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  machen.  Diese  n  Gleichungen  denken  wir  uns  nach  den 
n  darin  enthaltenen  Constanten  h,  //i,  .  .  .  A„_,  aufgelöst  und  das  Resultat  auf 
die  Form 

gebracht,  wo  H,  //j,  ...  H„_i  blosse  Functionen  von  pi,  ;^,  ...  p„,  </, , 
(/,,  ...  q„  sind;  dann  ist  die  erste  Gleichung,  h  =  II,  offenbar  nichts  anderes 
als  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung,  da  sie  die  einzige  ist,  welche 
von  den  willkürlichen  Constanten  A^,  Äo,  .  .  .  //„_,  frei  ist.  Es  giebt  also, 
wie  wir  sehen,  jedesmal  ausser  der  gegebenen  Differentialgleichung  h  =  H=ip 
noch  w  — 1   von  jener  sowie  von  einander  unabhängige  Gleichungen  der  Form 

Ä,  =  //j ,     h,  =  H,,     ...     Ä„_i  =  H„_i 
und  von  der  Beschaffeniieil,  dass,  wenn  die  Grössen  ;7j,  />,.,... /^„  aus  diesen 
n  Gleichungen  bestimmt  werden,  /{pidqi+pidq,-] — \-pndq„)  eine  vollständige 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  h  =  II  ist.     Es  ist  unmöglich,  aus 
diesen  n  Gleichungen 

h^II,     hl  =  11,,     .  .  .     A„_i  =  7/„_i 


» 
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eine  (ileichiing  herzuleiten,  welche  von  den  Conslanlen  h,  //,,  ...  A„_,  ganz 
frei  wäre;  denn  sonst  könnte  man  aus  dieser  Gleichung-  und  // = // eine  der 
Grössen  p  eliininircn  und  hekäine  alsdaini  eine  partielle  Dillorenlialgleichung, 
in  welcher  die  Anzahl  der  Variahlen,  nach  denen  dilTerenliirl  wird,  um  eine 
Einheit  geringer  wäre,  als  in  der  vorgelegten,  und  welcher  trotzdem  der  Aus- 
druck   V  =  /(pi(lqi-{-p,d(j.-\ \-p„(l(J„)  genügte;    1'  könnte  daher  keine  toU- 

ständige  Lösung  von  h  =  //  sein.  Es  ist  also  unmöglich  alle  Conslanlen  auf 
einmal  forlzuschailen;  hieraus  fol<>l,  dass,  wenn  wir  eine  aus  den  w  Gleichungen 
li  =  II,  lii  =  IIi,  ...  Ä„_,  =  //„_!  hergeleitete  und  von  allen  Constanten  /»,  h,.  ...  A„_, 
freie  Gleichung  erhalten,  dieseihe  eine  identische  Gleichung  sein  muss.  Diese 
Gleichung  muss  nämlich  durch  die  Werlhe  der  Grössen  p,,  //j,  ...  /j„  erfüllt 
werden,  welche  wir  aus  jenen  u  Gleichungen  heslimmen.  Aher  diese  Werlhe 
von  pi,  p,,  ...  p„  enthalten  wieder  ebensoviel  von  einander  unabhängige 
Grössen  h,  lii^  ...  A„_i,  daher  muss  jene  hergeleitete  Gleichung,  wenn  sie 
nach  der  Substitution  der  Werlhe  von  ;j, ,  //,,  ...  p„  idenliscii  verschwinden 
soll,  auch  schon  vor  der  Substitution  identisch  verschwinden.  Eine  solche 
hergeleitete  Gleichung  ist  die  Gleichung  (1.),  wenn  darin  für  cp  und  i/j  zwei 
der  Grössen  //gesetzt  werden;  daher  ist  . 

dp,     dq,  dp,     dq,        "  '^  dp,,     dq„    I    ^   ^ 

dH,.  dlli        du,.   dH,  all,,    all, 


dp,     dq,  dp,     dq,  dp,,     dq„ 

eine  identische  Gleichung.  In  dem  Falle  also,  wo  (p  =  a  tind  i/'  =  b  zu  dem 
System  der  Gleichungen  h^  =  II,  gehören,  bleibt  über  die  Natur  der  Gleichung 
(1.)  kein  Zweifel,  sondern  wir  wissen,  dass  sie  alsdann  eine  identische  Glei- 
chung sein  muss.  Daher  sind  die  — ^r —  Gleichungen,  Vt'elche  wir  erhalten, 
wenn  wir  für  tp  und  i/'  alle  Combinationen  zu  zweien  der  Grössen  //,  setzen,  die 
Bediuffuno-sffleichungen,    denen    diese  Grössen    genügen    müssen.     Wir    haben 

auf  diese  Weise  wiederum  -^—z Bedingungsgleichungen,    welche    durch   n 

Functionen  erfüllt  werden  müssen,  von  denen  die  eine,  //,  bekannt  ist,  während 
die  n—\   übrigen  //, ,  H,^    ...   H„_i   zu    suchen   sind.     Führen    wir   nun   die 

Bezeichnung 

I     dH^dlh      d)Hj_dIh    dHjdH, 

{^i,tk)   -   \sihdHi^_dIhdIU dH^dll 

32* 
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ein  (welche  mit  der  in  der  vorigen  Vorlesung-  gebrauchten  Bezeichnung  (i,  k) 
in  keiner  Beziehung  steht),  so  dass  für  jeden  beliebigen  Werlh  von  //,  und  H,, 

Hl,  I-h)  =  - (//,,  //,),     (^, ,  H)  =  0 

ist,  und  sollen  h  —  H,  /«,  =  //,,  ...  /<„_,  =  //„_,  die  Gleichungen  sein,  welche 
V  zu   einer  vollständigen  Lösung    der   vorgelegten  partiellen  DiH'erenlialglei- 

chung  h  =  H  machen,  so  müssen  die  Grössen  //  den  -^-r —  Bedingungs- 
gleichungcn  genügen,  welche  man  erhall,  wenn  man  in 

(//„  /4)  =  0 

für  die  beiden  von  einander  verschiedenen  Indices  i,  k  alle  möglichen  Com- 
binationen  zu  zweien  der  Zahlen  0,  1,  ...  «—1   setzt. 

71  •  71 I 

Diese  —^ —  Bedingungsgleichungen  sind  noth wendig,  damit  die  aus 
den  Gleichungen  h,  =  H,  hervorgehenden  Werlhe  von  pi,  p,,  ...p„  den  Ausdruck 

Pi  d(Ji  +P2  dq,  H Vp„  dq„ 

zu  einem  vollständigen  Differential  und  sein  Integral  zu  einer  vollständigen 
Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  machen.  Es  bleibt 
nur  noch  übrig  zu  beweisen,  dass  sie  auch  ausreichen,  d.  h.  dass,  wenn  sie 
erfüllt  sind,  auch  wivklkh  p^dcJ^+p2dqi-\ \-p„dq„  ein  vollständiges  Differential 

wird,  mithin  die  ^ —  Gleichungen 

bestehen.     (Der  zweite  Theil  der  Aussage,  dass  / {pidq^-^-p^dq^-^ [-p„dq„) 

eine  vollständige  Lösung  sei,  versteht  sich  alsdann  von  selbst,  da  die  Con- 
stanten //,,  Aj,  .  .  .  li„^i  willkürlich  und  von  einander  unabhängig  sind.)  Wir 
haben  also  nachzuweisen,  dass  aus  den  Bedingungsgleichungen 

iH.,H,)  =  0 

die  Bedingungsgleichungen 

folgen,  sowie  oben  aus  den  letzteren  die  ersteren  hergeleitet  worden  sind. 

Um  diesen  Nachweis  zu  führen,  müssen  wir  zu  den  Gleichungen  zurück- 
kehren, welche  am  Anfange  dieser  Vorlesung  bei  dem  directen  Beweise  der 
Gleichung  (1.)  vorkamen.  Indem  wir  nur  von  der  Voraussetzung  ausgingen, 
dass  (p  —  a  und  ip  =  b   zu  dem  System    der  u  Gleichungen   gehören,    welche 
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zur  Bestimimmg  von  jOi,  /7,, ,  .  .  .  p„  nls  Funclionen  von  g^,,  72,  .  .  .  q„  dienen, 
dass  mithin  cp  =  a  und  y  —  b  durch  die  Ausdrücke  der  Grössen  p  in  q,. 
q,,  ...  q„  identisch  erfüllt  werden,  erhielten  wir  die  Gleichungen 


-;y^'  8,1,  d<p  rdin\     '^  Ow  dcf   ^  ^ 
1  i^i   dpi  dpi,  ^  dqi  y     <=i    dpi   dqi  ' 


.=  1  i=-i   öjü,  dpk  ^dqt^     4=1  öjOi  ö^/,. 
Indem  wir  alsdann  die  Bedinjjuno-sgleichunffen  ('^—)  —  (^^)  =  0  voraussetzten, 

■^      ^   "  »         V  fj,y,  /       \oqi,y 

hoben  sich  die  Doppelsummcn  heim  Abziehen  auf,  und  wir  erhielten  die  neue 
Form  der  Bedingungsg-leichungen;  jetzt,  wo  wir  die  Bedingungsgleichungen 
(^f^)  =  (-^)  nicht  voraussetzen  dürfen,  sondern  beweisen  wollen,  erhalten 

wir  durch  Abziehen  beider  obigen  Gleichungen,  und  wenn  wir  an  die  Stelle 
von  qi  und  1/'  die  Functionen  //„  und  H^  setzen, 

^     ^  .=1  j=i   dpk   dpii^dqty      Vc'c/./l  ^,:  1  i  cJp,    dq,        dp,  dq,) 

Die  einfache  Summe,  welche  das  zweite  Glied  der  rechten  Seile  dieser  Glei- 
chung bildet,  ist  nichts  anderes,  als  die  oben  mit  (//„j//,»)  bezeichnete  Grösse; 
die  Doppelsumme,  welche  das  erste  Glied  bildel,  lässt  sich  auf  -^^ —  Terme 
zurückführen,  da  die  Glieder,  in  welchen  i  =  k  ist,  verschwinden,  un;l  von 
den  übrigen  je  zwei,  welche  durch  Verfauschung  von  i  und  /»•  aus  einander 
hervorgehen,  sich  zu  einem  vereinigen.  Auf  diese  Weise  verwandelt  sich 
Gleichung  (2.)  in 

^        ^  ,.k   i  opk     op,         dpt     dpi    )  i^dq/!^      \dq,y'  '' 

wo  die  Summe  auf  alle  von  einander  verschiedenen  Combinationen  von  /'  und 
ff  auszudehnen  ist.  Solcher  Gleichungen  erhält  man  —^ — ,  indem  man  für 
//„,  Hi  je  zwei  verschiedene  der  Grössen  H,  IIi^  .  .  .  //„_,  setzt,  und  es  er- 
giebt  sich  so  ein  System  von   -^^^ —  Gleichungen,  welche  in  Beziehung  auf 

die  " ~  Grössen  yY/^VT^)  ''"^'^''  ^'"*''  ""''  '"  welchen  (11^,11^)  die 
constanlen  (Glieder  bilden.  Zu  beweisen  ist,  dass,  wenn  diese  letzteren  Grössen 
verschwinden,  auch  die  ersleren  siimmtlich  gleich  Null  werden.  Nun  ist  in 
einem  Systeme  linearer  Gleichungen  das  Verschwinden  der  Unbekannten  stets 
eine  nothwendige    Folge   des   Vcrschwindens    der   constanlen   Glieder,    wenn 
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niclil  die  Determinante  des  Systems  gleich  Null  ist*),  in  welchem  Fall  die 
Werthe  der  Unbekannten  unheslimmt  werden.  Dass  dieser  einzige  Ausnahme- 
rali hier  nicht  stattfindet,  kann  man,  ohne  den  Werth  der  in  Rede  stehenden 
Determinante  seihst  zu  ermitteln,  dadurch  beweisen,  dass  man  die  Auflösungs- 
l'ormeln  des  Systems  (2""".)  aus  der  in  (2.)  gegebenen  Form  der  Gleichungen 
dieses  Systems  auf  folgende  einfache  Weise  herleitet.  Man  setze  zur  Ab- 
kürzung 


o 


dH„  (a) 


und  bezeichne  mit  /?  die  aus  den  ff  Grössen  a"    gebildete  Determinante,  wo 
«  die  Werthe  ü,  1,  .  .  .  n~l   und  /  die  Werthe   1,  2,  .  .  .  m  annimmt,  sodass 


ferner  setze  man 


,(a,  dR 


da""   ■ 

Dies  vorausgesetzt,  lässl  sich  Gleichung  (2.)  nach  Vertauschung  von  «  und  ß 
folgendermassen  schreiben : 

(30   ll>:"«:"!(|f:)-(t)!  =  '"•■'".* 

Diese  Gleichung  gilt  nicht  nur,  wenn  für  n  und  ß  zwei  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  aus  der  Reihe  0,  1,  .  .  .  «.  —  1  gesetzt  werden,  sondern  auch 
wenn  beide  Indices  einem  und  demselben  dieser  n  Werthe  gleich  werden.  In 
diesem  letzteren  Fall  ist  Gleichung  (3.)  eine  identische,  da  in  der  nur  formell 
verschiedenen  Gleichung  (2^''.)  alsdann  alle  Glieder  einzeln  verschwinden. 

3Iultij)liciren  wir  Gleichung  (3.)  mit  Aj:"K4',',  wo  r  und  s  Zahlen  aus 
der  Reihe  J,  2,  .  .  .  «  bedeuten,  so  ist  es  nach  dem  eben  Bemerkten  gestattet, 
in  Beziehung  auf  jeden  der  Indices  a  und  ß  unabhängig  von  dem  anderen  von 
0  bis  M— 1  zu  Summiren.  Aendert  man  im  Resultat  die  Ordnung  der  Sum- 
mationen,  welche  einerseits  nach  /  und  k,  andrerseits  nach  a  und  /)'  auszuführen 
sind,  und  bezeichnet  mit  i/.i  die  Doppelsumme 

M^.^T  'T'a^'  «f '  4"'  A'f'  =  "T  «['"  Al:".  'T  öf  A'f\ 


/■'-" 


so  ergieht  sich 


(4.)       j;"jM.,|Ä)-(^)j  =   "T    ZÄfj^^{H^,H^ 
*)    ö.  p.  IGO. 
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Die  einfachen  Summen,  als  deren  Product  sich  j?/,  ^  darslellt,  sind  *)  gleich  0. 
oder  gleich  R,  je  nachdem  /  von  r  und  k  von  s  verschieden  sind,  oder  i 
mil  r  und  h  mit  *  zusammenfallen.     Es  ist  also 

M„,  =  0, 

ausser  wenn  gleichzeitig  i  —  r  und  k  =-  s  wird,  und  in  diesem  Falle  isl 

#,  ,,  =  /?%• 

Gleichung  (4.)  geht  daher  über  in 

.  .    «i(|:)-(|^)i-t:i>'-^!'"(«"«^)- 

Hieraus  sieht  man,  dass,  wenn  die  Grössen  {H^^Hß)  sämmllicli  gleich 
Null  sind,  wie  wir  voraussetzen,  auch  sämmtliche  Grössen  \-yj~\^^J  ^^'''~ 
schwinden,  es  sei  denn,  dass  R  gleich  Null  w erde.  Aber  das  Verschwinden 
des  Ausdrucks 

—  oyj,    dp^  dp,, 

bedeutet,  dass  die  Functionen  //,  //, ,  ...  H„_x  der  Grössen  pi,  />,,  ...  p„ 
nicht  unabhängig  von  einander  sind,  die  Gleichungen  II  =  h,  //,  =  //,,  ... 
II„_i  =  h„_i  also  nicht  hinreichen,  um  aus  ihnen  die  Variablen  ^Uj,  p,^  ...  p„ 
als  Functionen  von  ^,,  q,^  ...  r/,,  zu  beslimmen.  Von  diesem  einzigen  und 
selbstverständlichen  Ausnahmefall  abgesehen,  kann  man  also  auch  umgekehrt 
aus  den    —^ —  Bedingungsgleichungen 

dt 

[iK,iifl)  =  Q 

die  -^-^ —  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen 


(  öp,  \  ^  (dm\ 


ableiten. 


I>i'eiiiiBd«lrclssig*!sle  Yorlcsiiiigr. 

Ueber  simultane  Lösiingcu  zweier  lineareji  partiellen  Diftercntialgleichuiigen. 

Die  Aufgabe,  die  vorgelegte    partielle  Difl'erenlialgleichung   //=//    zu 
integriren,  ist  jetzt  darauf  zurückgeführt,  n  —  \  von  einander,  sowie  von  //  un- 


*)    S.  elfte  Vorlesung  No.  3,  p. 
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abliäng-ige  Funclionen  Hi,  Ho^  ...  H„_i  der  Variablen  /?, ,  p, , . . .  p,, ,  7, ,  r/o ,  . . .  q»,, 
zu  finden,  welche  die  -^-^ —  Bedingungsgleichungen 

(lür  die  Wertlie  0,  1,  ...  n—1  der  Indices  et,  (i)  befriedigen,  und  die  man 
«— 1  von  einander  unabhängigen  willkürlichen  Conslanten  //,,  ä,,  ...  /«„_i 
gleich  zu  setzen  hat.  Zwischen  irgend  einer  dieser?/  —  !  Funclionen,  z.B.  //,, 
und  der  uns  bekannten  Function  //  besieht  also  die  Bedingungsgleichung 
{H,  i/i)  =  0,  d.  h.  Hl  genügt  der  linearen  partiellen  Diirerentialgleichung 

dH  dH,       ÖH  dH,  du  dJI, 

dp,   dq,       dp.^  dq,  dp,,  dq„       _ 

5H  ÖH,       dH  dH,  dH  ÖH,  " 


dq,   dp,        dq.^   dp,  dq„  dp,, 

oder,  was  dasselbe  ist,  H^  =  hi  ist  ein  Integral  des  Systems  isoperimetrischer 
Differentialgleichungen "") 

,       ,       ,  ,  dH    dH  dH        dH        dH  dH 

,lq,:dq,:...:dq„:dp^:dp,:...:dp,  =.  ^:^:. ..:_:__:__:...  :--^, 

welches  für  H=T—U  in  das  System  der  Differentialgleichungen  der  Me- 
chanik übergellt.  Das  Nämliche  gilt  von  den  Funclionen //,,  ...  //„_,,  welche 
den  analogen  Bedingungsgleichungen  {H,  H^)  =  0,  ...  {H,  //„_i)  =  0  genügen. 
Sänimtliche  n  —  l   Gleichungen 

//,  =Ä,,     i/,  =  Ä,,     .  .   .     fl„_,  =  h„_, 

sind  daher  Integrale  des  oben  aufgestellten  Systems  isoperimetrischer  Diffe- 
renlialgleicliungen.  Aber  diese  Bestimmung  der  Funclionen  //i,  /f, ,  ...  i/„_i 
ist  nicht  ausreichend.  Durch  dieselbe  geschieht  nur  den  Bedingungsglei- 
chungen 

{H,H,)  =  0,     (/f,//.)  =  0,     ...     {H,H„_,)=0 

benuge,  und  die  übrigen  — ^ («  — 1)  =  ^= ~ ~  Bedingungsgleichnn- 

gen  (//„,//^)  =  0,  welche  unter  Ausschluss  von  //zwischen  je  zweien  der  «—1 
Functionen  //j,  //o.  .  .  .  //„_,  bestehen  sollen,  werden  durch  die  so  bestimmten 
Werthe  dieser  Functionen  nicht  befriedigt,  es  sei  denn,  dass  man  die  «-1  Integrale 
eigens  dazu  ausgewählt  habe.  Wir  können  nicht  einmal  a  priori  wissen,  ob 
für  die  erste  zu  suchende  Function  //,  ein  ganz  beliebiges  Integral  genommen 


*)   Vgl.  p.  150. 
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werden  darf,  und  ob  sich  alsdann  die  übrigen  n—2  Functionen  so  bestimmen 
lassen,  dass  sie  sowohl  mit  //  und  mit  //, ,  als  auch  unter  sich  alle  jene  Be- 
dingungen erfüllen. 

Eine  genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  //,  in  der  That  unter  den  In- 
tegralen ganz  willkürlich  ausgewählt  werden  kann,  dass  //,  also  nur  der 
Bedingung 

(//,  //,)  =  0  '• 

zu  genügen  braucht;  dass,  welche  Function  //,  man  auch  dieser  Bedingung 
entsprechend  nehmen  mag,  es  immer  eine  zweite  Function  H.  giebt,  welche 
gleichzeitig  die  beiden  Bedingungen 

erfüllt;  dass  ferner,  welche  Function  //,  man  auch  diesen  beiden  Bedingungen 
entsprechend  nehmen  mag,  es  immer  eine  dritte  Function  H^  giebt,  welche 
gleichzeitig  die  drei  Bedingungen 

erfüllt :  und  dass  man  in  dieser  Weise  fortzufahren  hat,  bis  alle  Functionen 
Wj,  /f,,  ...  H„_i  bestimmt  sind. 

Wir  sehen,  dass  die  vorliegende  Untersuchung  uns  mit  Nothwendigkeil 
zu  der  Beantwortung  der  Frage  drängt,  ob  es  möglich  ist,  mehreren  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  gleichzeitig  zu  genügen,  und  welche  Kriterien 
für  diese  Möglichkeit  stattfinden. 

Die  zu  betrachtenden  linearen  partiellen  Dill'erentialgleichungen  seien, 
um  die  Frage  in  ihrer  grössten  Allgemeinheit  zu  behandeln,  von  der  Form 

Wir  wollen  die  linke  Seite  dieser  Gleichung,  in  welcher  yl,,,  Ai^  ...  A„  ge- 
gebene Functionen  von  .r,,,  ;E|,  ...  x„  sind,  mit  A(f)  bezeichnen,  so  dass 
wir  die  Bildung  eines  solchen  Ausdrucks  als  eine  mit  der  unbekannten  Function 
f  vorgenommene  Operation  ansehen.     Es  sei  also 


und  ebenso 


^in-A..^+A,§.+...^A.S-^SA.§: 


^'  ■'  dx„  '^  dx'         '      "  dx„        k=t)     "  dXi 


A(f)  und  B(f)  sind  zwei  verschiedene  Operationen  dieser  Art,  welche  man 

Jacobi,    Dynamik.  OO 
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mit  der  Function  f  vornehmen  kann.  Wendet  man  nach  einander  beide  Ope- 
rationen an,  so  ergeben  sich,  jenachdem  man  mit  der  Operation  A,  oder  mit 
der  Operation  B  beginnt,  die  beiden  Ausdrücke  B(A(f})  und  A{B(f)),  welche 
durch  die  Gleichungen 

.1  ( 5  (/■))  =  i"yi,  ~  \  S"i?,  #^i  =  i"  S"^.  5,  ^j^  +  i'  S'yi.  1^  1^ 

definirl  werden.  In  beiden  Ausdrücken  sind  im  Allgemeinen  nur  die  in  Dif- 
ferentialquolienten  zweiler  Ordnung  von  f  mulliplicirten  Glieder  einander  gleich; 
in  der  Differenz  beider  bleiben  allein  Glieder  übrig,  welche  die  ersten  Dif- 
ferentialquolienten  von  f  enthalten.  Für  diese  Differenz,  welche  wir  C{f) 
nennen  wollen,  ergiebt  sich 

i=()  \  k=t\  V    *  dxk  dxk  •^  '  dxc 

oder  wenn  die  Bezeichnung 

.,        %"fr,dA,        .   dB,\  ^"dx^'^'^'dx,^""^'^"dx,. 
t^.iV       da;*            da;*^  5J5.  515,  ^ß^ 

(  ^"d^~^*'da;.       ■■■      ^"öa;,. 
eingeführt  wird, 

Bestehen  nun,  wie  wir  in  der  folgenden  Untersuchung  annehmen  werden, 
die  ?«  +  l   Gleichungen 

c,j  =  o,   6\  =  o,   ...   a,  =  o, 

ist  also  für  die  Werthe  0,  1,  ...  w  des  Index  i  die  Gleichung 

"d^+^'d^'^ — ^^"d^ 

^,    I  '-'•''0  '-'•''1  ClXn  I 

'  ~    _  j  "^ß.  dß,  ,   dB, 

erfüllt,  so  hat  man 

c{f)=B{A{n)~Ä{B{n)  =  o 

oder 

B{A{n)  =  Ä{B{n),       '■ 
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d.  h.  es  ist  gleichgültig,  ob  man  zuerst  die  Operation  A  und  dann  die  Operation 
ß  anwendet,  oder  zuerst  die  Operation  B  und  dann  die  Operation  A. 

Diese  Unabhängigkeit  des  Resultats  von  der  Ordnung,  in  der  die 
Operationen  A  und  B  angewendet  werden,  ist  von  grosser  Wichtigkeit,  denn 
sie  lässt  sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Wiederholungen  beider  Operationen 
ausdehnen.  Bezeichnet  man  mit  A',  A\  ...  A'"  die  zweimal,  dreimal,  ... 
m  mal  hinter  einander  angewandte  Operation  A  und  ebenso  mit  ß-,  ß\  .  .  .  ß"' 
die  zweimal,  dreimal,  .  .  .  m'  mal  hintereinander  angewandte  Operation  ß,  so 
folgt  aus  der  Gleichung  B{A{f))  =  A{B{f))  die   allgemeinere 

B'"'{A-{f))  =  A'"{ß"''(f]). 

Aus  diesem  Resultat  kann  man  bei  der  Untersuchung  der  beiden  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen 

J(/-)  =  0,       ß(/')  =  0, 

wenn  dieselben  den  m+l  Bedingungsgleichungen  C,  =  0  genügen,  den  grösslen 
Nutzen  ziehen,  iheils  um  die  Lösungen  jeder  Differentialgleichung  einzeln 
genommen,  Iheils  um  ihre  simultanen  Lösungen  zu  finden.  Gesetzt,  es  sei  uns 
eine  Lösung  /",  der  Differentialgleichung  A{f)  =  0  bekannt,  man  habe  also 
identisch 

Ain)  =  0, 

so  folgt  hieraus 

B{A[rO)  =  B^O)  =  0. 

Aber  da  nach  unserer  Voraussetzung  die  «+1  Bedingungen  C,  =  0  erfüllt 
sind,  man  also  die  Reihenfolge  der  Operationen  A  und  B  umkehren  kann,  so 
geht  aus  der  Gleichung 

B{A{f,))  =  0 
die  Gleichung 

A{Bif,))  =  0 

hervor,  d.h.  B(f)  ist  ebenfalls  eine  Lösung  von  A{f)  =  0.  Nach  der  Natur  dieser 
Lösung  sind  drei  verschiedene  Falle  zu  unterscheiden,  wobei  man  sich  zu  er- 
innern hat,  dass  die  partielle  Differentialgleichung  A(f)  =  0  ausser  /',  nocb 
w— 1  von  einander  und  von  /"i  unabhänKige  Lösungen  /!_, ,  /"j,  ...  /"„  und 
ausserdem  die  evidente  Lösung  /-  Consl.  besitzt.  Es  kann  ß{fi)  ent- 
weder erstens  eine  von  f,  unabhängige  Lösung  /"o  sein,  oder  zweitens  eine 
Function  von  /", .  welche  auch  eine  Conslante  werden  kann;  drittens  aber  muss 

33* 


s 


—     260    — 

es  als  ein  besonderer  Fall  hervorgehoben  werden,  wenn  B{fi)  dem  constanlen 
Werihe  Null  gleich  gefunden  wird.      Wir  haben  also  die  drei  Fälle 

ß(/'.)  =  /-.,  B{f,)  =  Fif,),  !?(/;)  =  0. 
Im  ersten  Fall  haben  wir  aus  der  Lösung  /"i  der  partiellen  DilFerentialglei- 
chung  A(f}  =  0  eine  zweite  Lösung  fi  =  B{fi)  gefunden,  im  dritten  Fall 
haben  wir  zugleich  A(fi)  =  0  und  B{f\)  =  0,  d.  h.  /',  ist  eine  simultane  Lösung 
von  A(f)  =  0  und  B(f}  =  0;  den  zweiten  Fall  werden  wir  später  behandeln. 
Im  ersten  Fall,  wo  B(fi)  gleich  einer  neuen  Lösung  /^,  ist,  kann  man 
auf  dieselbe  Weise  weitergehen.  Da  nämlich  A{frj)  —  0  ist,  so  erhält  man 
5 (J  (/",))  =  5(0)  =  0,  oder  nach  Vertauschung  der  beiden  Operationen 

0=^A{B[f,))  =  A{BHf,)), 
d.  h.  B-{f\]  ist  ebenfalls  eine  Lösung  von  A{f)  =  ü.     Es  sind  hier  wiederum 
drei  Fälle  zu  unterscheiden,  nämlich: 

Bm\)^r,,  B\f,)  =  F{n,f\),  B'{f\)  =  Bif\)  =  o. 

Im  ersten  Falle  hat  man  eine  dritte  von  /j  und  f,  unabhängige  Lösung  /"j  =  -B"(/"i) 
von  A(f)  =  0,  im  dritten  Fall  ist  f^  =  B{fi)  eine  simultane  Lösung  von  A{f)  =  0 
und  B{f)=^0\  auf  den  zweiten  Fall,  in  welchem  B'{f2)  eine  Function  der 
früheren  Lösungen  f\  und  l\^B{f\)  ist,  die  auch  in  eine  nicht  verschwin- 
dende Constante  übergehen  kann,  werden  wir  später  zurückkommen.  Durch 
wiederholte  Anwendung  der  Operation  B  entsieht  aus  der  einen  Lösung  f\  die 
Reihe  von  Grössen  /',,  B{fi)^  B'-{/])^  B\f\),  ...,  welche  sämmllich  der 
partiellen  üilferentialgleichung  A[f)  =  0  genügen.  Es  sind  nun  entweder  die 
«  ersten  Grössen  dieser  Reihe  von  einander  unabhängige  Functionen  und 
bilden  alsdann  ein  vollständiges  System  von  Lösungen  der  Gleichung  A{f)=^0, 
oder  es  wird  schon  eine  jener  u  Grössen,  etwa  /?"'(/",),  eine  Function  der 
vorhergehenden  /',,  B{f^)^  B'{f,),  .  .  .  /?"'"'(/'i),  welche  sich  auch  auf  eine 
nicht  verschwindende  Constante  oder  auf  Null  reduciren  kann. 

Der  für  die  Aullindung  der  Lösungen  von  A(f')  =  0  ungünstige  Fall, 
in  welchem  nicht  der  ganze  Cyclus  derselben  durchlaufen  wird,  ist  gerade 
für  die  Auffindung  der  simultanen  Lösungen  von  A(f)  =  0  und  B[f)  =  0 
erleichternd. 

Die  allgemeinste  Lösung  von  A  (/")  =  0  ist  eine  willkürliche  Function 
ihrer  n  von  einander  unabhängigen  Lösungen  /", ,  /o,  ...  /"„.  Um  eine  simultane 
Lösung  von  A[f)=0  und  B{f)  =  0  zu  erhalten,  muss  diese  willkürliche 
Function  von  /',,  /',,  .  .  .  /;,  so  bestimmt  werden,  dass  sie  auch  der  Gleichung 
^(/")  =  0  genügt.     Führen  wir  zu    diesem  Behuf  in   den  Ausdruck  B[f)  für 
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w  der  «+1   Variiiblen  a-,,,  a^j,  ...  x„  z.  B.  für  Xi,  a;,,  ...  x„  die  Fiinclionen 
/■,,/■,,...  /'„  als  neue  Variable  ein,  und  bezeichnen  wir  die  unter  dieser  neuen 

Hypothese  (»-ebildcten  DilI'erenlial(|UOtientcn  von /"mit  ( -^\  -^ ,  ^r?--,  •••  -?,^-. 

1  ^^  )    von    dftm     friihprfin    ^-^ 

schieden  ist,  so  erhalten  wir 


wo   der   neue    Dillerentialquolienl    {-y~)  ^"'i   d^'"    früheren   -^r  vöUij)  ver- 


dx^  \dx„^'k=i   dfk    dx^  ' 

und,  wenn  i  eine  der  Zahlen  1   bis  n  bedeutet, 

dxi  *=i  dfk   dxi  ' 

daher  wird 

Bin  =  i;.(|^)+i5,.S'#  It+üß.S-^* 

^'^  ^t'-Co^  *=i  c'A  c'x^      .=1    't=i  d/1    dx, 

oder  endlich,  da   ^ B,^^  nichts  anderes  ist  als  B{fi)^ 


i.-rll 


öj;, 


Nun  darf  /',  wenn  es  eine  Lösung  von  J(/")  =  0  sein  soll,  nur  von  den 
Grössen  [\  abhängen,  a-„  aber  nicht  mehr  enthalten;  also  hat  man  f  ^^J  =^  0, 
und  die  Gleichung  B(f)  =  0  reducirt  sich  auf 

d.   h.   auf 

Bin)^  +  B{f,)^  +  -  +  B(f„)^  =  0. 

Aber  in  Folge  der  von  uns  vorausgesetzten  n-j-1  für  «  =  0,  J,  ...  i/  stalt- 
iindenden  Bedingungen 

C,  =  BiA,)-AiB,)  =  0 

ist  mit  der  Lösung  /".  von  A{f)  =  0  gleichzeitig  auch  B(f,)  eine  Lösung  von 
A{f)  =  0,  die  evidente  Lösung  /"=  Const.  mit  dazu  gerechnet,  folglich  sind 
die  Grössen  B{ft},  ß(/"i),  •••  B(f,.)  sämmtlich  Lösungen  von  A(f)=0;  und 
da  die  allgemeinste  Lösung  von  A{f)  =  0  eine  willkürliche  Function  von 
fi-,  fii  ■■■  f«  ist,  so  sind  /i(/i),  B{f.,),  ...  B(/'„)  sämmtlich  Functionen  der 
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Grössen  /",,  /i,  ...  /"„,  folglich  ist  die  Gleichung 

ß(/-,)-^+ß(A)^+-+jB(/-„)|^  =  0 

eine  partielle  Differentialgleichung,  welche  f  als  Function  von  /",.  /"o,  ...  /", 
definirt.  Sie  lässt  n—\  von  einander  unabhängige  Lösungen  (/),,  (f2i  ■  ■  ■  (fn-i 
zu,  und  ihre  allgemeinste  Lösung,  die  zugleich  die  allgemeinste  simultane 
Lösung  von  A{f)~0  und  B{f)  =  0  darstellt,  ist  daher  eine  willkürliche 
Function  F{(fi,  (f^-,  ■■■  (f„-\)  jener  n  —  l  von  einander  unabhängigen  Lösungen. 
Solche  simultane  Lösungen  existiren  hiernach  stets,  wenn  die  «+1  Bedingungen 
C,  =  0  erlullt  sind. 

Um  nun  den  Nutzen  zu  zeigen,  den  die  wiederholte  Anwendung  der 
Operation  ß  auf  die  Lösung  f^  von  A{f)  =  0  gewährt,  wenn  es  nicht  mehr 
auf  die  Bestimmung  der  allgemeinsten,  sondern  einer  particularen  simultanen 
Lösung  von  A{f)=0  und  B{f)  =  0  ankommt,  nehme  ich  an,  die  Grössen 
B[f,)=fi^  i?'(/"i)  = /i(,  ...  B"'~\fi)  =  f^,  wo  m  kleiner  oder  höchstens  gleich 
n.  seien  von  einander  und  von  /",  unabhängige  Lösungen  von  A{f)  —  0^  da- 
gegen sei  B"'{fi)  keine  von  /"i,  /:^,  ...  /"„  unabhängige  Lösung;  dann  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

l .  Ist  /?-(/■,)  gleich  einer  Function  F{f, ,/:,,.../;„)  von  fy,f,,...f„. 
welche  auch  in  einen  conslanten  nicht  verschwindenden  Werlh  übergehen  kann, 
so  lässt  sich  die  simultane  Lösung  von  Aif)=^Q  und  B{f)  =  0  immer  so 
bestimmen,  dass  sie  nur  von  /",.  /",.  ...  /;„  abhängt,  die  übrigen  Lösungen 
t'm+i',  /l,i+ji  ■  ■  •  /"..  "''c  nicht  enthält.  Denn  durch  diese  Hypothese  reducirt 
sich  die  obige  partielle  Differentialgleichung,  welche  die  simultane  Lösung  f 
als  Function  der  Grössen  f^^  f,^  .  .  .  f„  definirt,  auf  die  folgende: 

welche  mit  dem  System  gew^öhnlicher  Differentialgleichungen 

übereinkommt.  Fügt  man  diesem  System  noch  die  Variable  /  hinzu,  indem 
man  die  m  gleichen  Verhältnisse  dem  Verhällniss  dt :  1  gleich  setzt ,  so 
hat  man 


oder 


dt      '''      dt  ~'''    •  •  •       dt    ~'""    "^/T"    '^'" '-'■■• /'"^ 

'-        dt    '      '^        dt'  "*      '       '      '"•        rfr-'  '       dt  dt'"  ' 


und  demzufolge 


o^ 
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*"/;  _  vfr  f'A      '^""■'/■, 


dv  V/i'   (//   '  •■•   dl"'-'  J 

Isl  nun  yii  =  Consl.  irgend  ein  von  t  freies  Integral  dieser  DifTerontialglei- 
cliung  id"  Ordnung,  so  isl  f—(pi  eine  siniullano  Lösung  von  A{f)=Q  und 
ß(/)  =  0. 

2.  Ist  B'"{f,)  =  Q,  so  hat  man  0  =  B{B"-'{f,))^ B[f„,)  und  Ü  =  yl(/"J; 
also  isl  f,n~ß"'~\fx)  eine  simultane  Lösung  von  yl(/")  =  0  und  B{f)  —  0. 

Das  unter  1.  erhaltene  Resultat  erleidet  eine  Ausnahme  für  m=i. 
d.  h.  wenn  bereits  B(fi)  sich  auf  eine  Function  von  f,  oder  auf  eine  von  Null 
verschiedene  Constante  reducirt,  was  man  schon  daraus  sieht,  dass  die  Diffe- 
rentialgleichung zwischen  /"i  und  /  alsdann  erster  Ordnung  ist,  also  kein  von 
t  freies  Integral  besitzt.  Die  partielle  Differentialgleichung,  welche  f  als 
Function  von  /"i,  /".,  ...  /"„,  delinirt,  geht  alsdann  in 

df, 
über  und  giebt  die  evidente  Lösung  /■=Const.,  welche  unbrauchbar  ist.  In 
diesem  Falle  kann  man  aus  der  Lösung  f^  allein  gar  keinen  Nutzen  ziehen, 
sondern  es  isl  nöthig,  eine  neue  Lösung  /j  der  Gleichung  A{f)  =  0  zu  kennen. 
Wendet  man  auf /"^  die  Operation  B  an,  wie  früher  auf  /"i,  und  ist  B(fn)  nicht 
Function  von  f,  allein,  so  ergiebt  sich  nach  dem  obigen  Verfahren  aus  f, 
eine  simultane  Lösung  von  A{f)  =  0  und  /?(/■)  =  ().  Ist  dagegen  ß(/">) 
Function  von  f,  allein,  so  dass  eine  simultane  Lösung  auch  aus  f,  allein  nicht 
gefunden  werden  kann,  so  findet  man  eine  solche  dennoch  durch  gleichzeitige 
Benutzung  von  /"j  und  f..     Ist  nämlich 

so  kann  man  annehmen,  dass  f  Function  von  fi  und  [2  allein  isl,  und  erhall 
zur  Bestimmung  dieser  Function  die  partielle  Differentialgleichung 

^(A)-|-+n/-.)-^  =  0, 

welche  auf  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

df\:<lf.  =  0(/-,):'/^(/',) 
führt  und  den  Ausdruck 


f  -   f   ^A      _  /■   ^'A 

>  -J  (i>cn    J' 


als  die  gesuchte  simultane  Lösung  giebt. 
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Viei*iiii(1(1i*eiissig.-ste  Vorlesung-, 

Anwendung  der  vorliergelienden  Untersuchung  aut"  die  Integration  der  partiellen 
Difterentialgleichungen  erster  Ordnung  und  ins  Besondere  auf  den  Fall  der  Mechanik. 
Satz  über  das  aus  zwei  gegebenen  Integralen  der  dynamischen  Differentialgleichungen 

herzuleitende  dritte  Integral. 

Um  die  Ergebnisse  der  in  der  vorigen  Vorlesung  angeslellten  Unter- 
suchung über  simultane  Lösungen  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
auf  den  P'all  anzuwenden,  der  uns  zu  dieser  Untersuchung  veranlasste,  und 
auf  den  wir  bei  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  H=h 
(p.  255  ff.)  stiessen,  wollen  wir  zunächst  die  «+1  unabhängigen  Variablen  x„. 
Xi,  ...  x„  durch  eine  gerade  Anzahl  2«  von  Variablen  ;ri,  Xi,  ...  x-,,,  er- 
setzen, deren  Indices  wir  mit  1  anstatt  mit  0  beginnen  lassen,  so  dass  die 
Ausdrücke  A(f)^  Bif)  jetzt  durch  die  Gleichungen 

Aif)  =  A-gl  +  A|^  +  ...  +  A    'f 


definirl  werden,  und  die  2«  Bedingungsgleichungen 

C,  =  B{A,)~A{B:)  =  0 

für  i  =  1,  2,  ...  2«  bestehen.     Ferner  mögen   an    die  Stelle    der   2«   unalt- 
hängigen  Variablen  die  Grössen  p  und  q  treten,  so  dass 

.r,  =  9i,     x.=^qn,     ...     x„  =  q„,     a;„+,  =/?j,     x„+2=P2->     ■   ■   ■     a;,„  =  p„ 

wird,  und  endlich  seien  die  Coefficienten  A,,  B,  durch  die  Gleichungen 

4-^      /l  -i^         A  -^-    A       -_^f       4      - 
^'""  dp,  '  ^'~  dp,'-     ""dp,,  '  ^"+1-      ö^'  ^l"+2-- 


dq.,'- 

..A,,,  =  - 

dq,,- 

dtf) 
Bq,'- 

■  B,„  =  - 

dq,, 

'~dp,'    -~dp,-'-  ""^dp,r  ^"+"~^ö^'  '^••+-' 

bestimmt. 

Alsdann  erhalten  wir 

^    ^'^  öp,   dq,  "^  dp,   dq,  "^      ^  dp„  dqn        dq,    dp,        dq,  dp,       '"       dq,.  dp,,   ' 

dp,   dq,'^  dp,   dq,^  ^  dp,,  dq„        dq,    dp,        dq,   dp,       '"        dq„dp„  ' 

oder   nach   der  in   der    zweiunddreissigsten    Vorlesung    (p.  251)   eingeführten 
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Bezeichnmio 

Bin  =  ('/',/•)• 

Um  (He  Werlhe  der  2«  Grössen  C.  für  2  =  1,  2,  ...  2«  zu  erhalten,  theilen 
wir  dieselben  in  die  heiden  Gruppen  C^  und  C,,,,.^  für  «=l,  2,  ...  n;  dann 
ergiebl  sich 

oder  wenn  man  die  Identität 
berücksichtigt, 


c...  =  (|J,./0+('A.|^)- 


Aber  da  der  Ausdruck  {(p,  iji)  eine  lineare  Function  sowohl  der  Dilferenlial- 
quotienten  von  rp,  als  der  DifFerentialquotienten  von  v  isti  so  sind  die  rechten 
Seiten  dieser  Gleichungen  nicjits  Anderes  als  die  nach  p,  und  q^  genommenen 
Ableitungen  von  (ff,  i/');  es  ist  also 

^"+'    -  dq.       ' 

und  die  siimmtlichen  2«  Bedingungsgleichungen  0^=0,  C„+i  =  0  für  2  =  1.2,  ...  m 
sind  erfüllt,  sobald  identisch 

i(p,yj)  =  0, 

d.  h.  sobald  /'=V  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
A{f)  =  {(p,  f)  =  0  ist.     Wenn  diese  eine  Bedingungsgleichung 

befriedigt  wird,  existiren  also  stets  simultane  Lösungen  der  Gleichungen 

{cp,f)  =  o,    (v./-)  =  o, 

und  man  kann  zu  ihrer  Bestimmung  die  Ergebnisse  der  vorigen  Vorlesung 
benutzen. 

.Jacobi,    Dynamik.  34 
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Hiermit  ist  die  am  Anfange  der  nämlichen  Vorlesung-  aufgestellte  Be- 
hauptung bewiesen,  wonach  man,  wenn  //,  irgend  eine  der  Bedingung  (//,//,)  =  0 
arenüirende  Function  bedeulcl,  immer  eine  zweite  Function  H,  bestimmen  kann, 
welche  den  beiden  Bedingungen  (//,//>)  =  ü,  (//j,Ä,)  =  0  gleichzeitig  genügt; 
und  zwar  geben  die  Untersuchungen  der  vorigen  Vorlesung  nicht  nur  den 
Beweis  für  die  Existenz,  sondern  auch  die  Mittel  zur  Beslimmunuf  von  //>. 
Die  weitere  Verfolgung  jener  Untersuchungen  giebl  alsdann  unter  Voraus- 
setzung der  soeben  definirten  Functionen  //, ,  IL  die  Mittel  zur  Bestimmung 
der  neuen  Function  Z/^,  welche  gleichzeitig  den  drei  Bedingungen  (i/, //j)  =  0, 
[H^ ,  ^3)  =  0,  [IL ,  7/3)  =  0  genügt,  u.  s.  w. 

Aber  in  der  vorigen  Vorlesung  haben  wir  nicht  nur  simultane  Lösungen 
zweier  linearen  partiellen  Diflerentialgleichungen  yl(/)  =  0,  5(/")  =  0,  welche 
den  Bedingungen  C,  =  B{A^)~A{Bi)  =  0  genügen,  bestimmt,  sondern,  was 
nicht  minder  wichtig  ist,  aus  einer  Lösung  /"i  von  A{f)  =  0  durch  wieder- 
holte Anwendung  der  Operation  B  eine  Reihe  neuer  Lösungen  B{fy)=fi. 
B{fj)  =  fi,  ...  B{f,„_t)  =  f„,  hergeleitet,  his  die  nochmalige  Wiederholung  auf 
eine  Lösung  i? (/',„)=/'„,+ 1  führte,  welche  eine  Function  F(fi^  f,,  ...  f,,,)  der 
früheren  oder  eine  Conslante  ist,  insbesondere  auch  gleich  Null  werden  kann. 

Indem  wir  auch  hiervon  Anwendung  auf  den  vorliegenden  Fall  machen, 
tritt  indessen  eine  Modiiication  ein,  welche  auf  folgendem  Umstände  beruht. 
Im  Allgemeinen  besitzt  A{f]  =  0  nur  die  eine  evidente  Lösung  /■=Const. , 
und  überdies  ist  uns  nach  der  Hypothese,  von  welcher  wir  ausgingen,  nur  die 
Lösung  f=fi  bekannt.  In  dem  besonderen  Fall  aber,  wo  A{f)  =  {cp, f)^ 
B{f)  =  (i/J,  f)  wird,  während  die  Bedingungsgleichungen  C,  =  0  durch  die 
identische  Gleichung  [cp,  )p)  =  0  erfüllt  werden,  kennen  wir,  wenn  f~fi  eine 
Lösung  von  (y,  f)  =  0  ist,  schon  von  Hause  aus  ausser  /"i  eine  zweite  Lösung 
ip,  und  üi)erdies  kommt  zu  der  allgemeinen  evidenten  Lösung  f=Consl. 
gegenwärtig  noch  die  besondere  /"=  (p  hinzu.  Hier  ist  daher  f,„^.,  auch  dann 
keine  neue  Lösung,  wenn  es  einer  Function  F((p,  1/', /\,/^, ,  .../',„)  gleich  wird, 
die  ausser  /"i,  /^,,  .  ..  /■„,  noch  überdies  (p  und  ip  enthält.  Mit  Rücksicht  hier- 
auf, und  wenn  wir  den  Fall,  wo  die  Function  F  sich  auf  eine  Constante  oder 
diese  auf  Null  reducirt,  nicht  ausdrücklich  erwähnen,  sondern  unter  der  Be- 
zeichnung F(f/),T//, /",,/;,... /;„)  mit  begreifen,  erhalten  wir  das  Resultat: 

Ist  /',  eine  Lösung  der  f  definirenden  linearen  partiellen  Dilferential- 
gleichung  (f/--,  /')  =  0,  und  wird  die  Bedingungsgleichung  (</■,  1/')  =  0  erfüllt,  so 
ist  (V'j/'i)  =  /2    wiederum    eine  Lösung   von    (y, /")  =  0,   und  zwar  im  Allge- 
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meinen  eine  neue  Lösung,  in  besonderen  Fällen  kann  es  aber  eine  Function 
Fiq\  y,  /",)  von  ip,  /",  und  der  evidonicn  Lösung  <p  werden.  Indem  man  so 
forllahrt  und  {^,,f,)^f,,  (V'./;)-/:.  ...  (V, /;,-.)  =A,  {^',L)=U,  setzt, 
wird  man  im  Allgemeinen  lauter  neue  Lösungen  /"j,  Z"^,  ...  /"„,  von  i(p,f)  =  0 
erhalten,  bis  f„,^i  eine  Function  F((i ,  if',/\,  f,^  .. .  f,„)  der  schon  vorher  be- 
kannten y,  /■, ,  /",,  ...  /■„,  und  der  evidenten  Lösung  (p  wird. 

Lässt  man  nun  die  Function  tf  niil  der  Function  //  zusammenfallen, 
welche  die  linke  Seite  der  parliellen  Dillerentialgleichung  H^h  bildet,  so  ist 
es  zweckmässig,  auch  die  übrige  Bezeichnung  zu  ändern.  Man  setze  (p  =  H, 
ip  =  Hi,  fi  =  H2^  f,  =  I{i,  u.  s.  w. ,  und  das  obige  Resultat  lautet: 

Sind  die  Gleichungen  (H,  Hi)  =  0  und  {H,  H,)  =  0  eri'üllt,  d.  h.  sind. 
Hl  und  H,  Lösungen  der  //;  definirenden  linearen  partiellen  Differentialglei- 
chung {H,H,)  =  0^  so  ist  {H^,  H2)  =  H^  ebenlalls  eine  Lösung  dieser  Differen- 
tialgleichung, und  zwar  im  Allgemeinen  eine  neue  Lösung,  in  besonderen 
Fällen  indessen  kann  //j  eine  Funclion  von  //,  //j,  //,  werden.  Lidern  man  mit 
dieser  Operation  fortfährt  und  {Hi,H,)=H„  (II,  II^)  =  H,,  ...  (//,, //,„_,)  =  '^,„. 
{Ht,  H„,)  —  H„,^i  setzt,  wird  man  im  Allgemeinen  lauter  neue  Lösungen  H^, 
7/5,  ..  .  H,„  von  {H,  Hi)  =  0  erhalten  ""),  bis  //„,,,  eine  Function  der  bereits  be- 
kannten H,  Hl,  ...  //,„,  die  evidente  Lösung  H  mit  einbegriffen,  wird. 

Aber,  wie  wir  wissen,  ist  es  von  gleicher  Bedeutung,  ob  wir  sagen, 
//,  sei  eine  Lösung  der  H^  delinirenden  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
{H,  H,)  =  0,  d.  h.  der  Gleichung 


BPi    dq^        dp^  dq..  dp,,  dq„ 

dH  dH,       dH  dHi  du  BH. 


=  0, 


B'I,  Bp,       Bq,  Bp,  Bq„  Bp„ 

oder  ob  wir  sagen  //i,  einer  willkürlichen  Constante  A,  gleich  gesetzt,  sei  ein 
Integral  des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

dqi-.  dq^  :  ...  :  dq„  :     dpi     :  dp,      :  ...  :    dp,, 
_    BH.BH^^  äff     _öff         äff  BH 

Bp,    '  Bp.^ Bp„   '        Bq^    '         Bq., 8q„  ' 

d.  h.    ein    von   t    freies   Integral    des   Systems   isoperimetrischer   Differential- 

*)  Es  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Grössen  //,,  H.^,  H^,  .  .  .  liier  irgend  welche 
Lösungen  der  Gieicliung  {H,  H,')  =  0  bedeuten  und  nicht  das  specielle  System  der- 
jenigen Lösungen,  welclie,  Constanten  gleicli  gesetzt,  die  zur  vollständigen  Lösung 
der  partiellen  Difterentialgleichung  H^h  fülirendcn  (ileicluiiigon  bilden.  (S.  zwei- 
unddreissigste  Vorlesung  p.  2öÜ.) 

34* 
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gleichungen 

dt 

dH 

dp, ' 

dq,    _ 
dt 

dH 

dp,  '      • 

dq„ 
■       dl 

dH 

dp,.' 

dp, 
dl 

dH 

dqr 

dp, 
dt 

dH 

dp,, 
dl 

dH 

dq.,  ' 

welche,  wenn  man  H=T—U  setzt,  wo  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  U  die 
Kräftefunclion  bedeutet,  in  das  System  der  DilTerentiaigleichungen  der  Be- 
wegung übergeiien.  Wir  können  daher  das  gewonnene  Resultat  in  folgendem 
Satz  aussprechen: 

Das  System  der  isoperimetrischen  Di//'eretilialgleiclmngen 

dq,    _       dH  dq,  _       dH  dq,.  _  dH 

dt    ~       dp,  '  (//    ~       öp,'  '   '    '       dl    ^  dp,.  ' 

dp^__dH_  dp^__dH_  dp,,  __  dH 

IT  ~       dq,  '  dl    ~       dq,'  ■    ■    ■        (//    ""  dq„  ' 

i}i  welchem  H  eine  Function  der  Variablen  </, ,  q,,  .  .  .  (j„ ,  pi ,  /y. ,  .  .  .  p„  ohne 
t  bedeutet,  und  welches  für  H—  T~U  in  das  System  der  Dynamik  übergeht, 
sei  vorgelegt.  Kennt  man  zwei  von  t  freie  Integrale  Hi  =  /«, ,  H,  =  ä,  dieses 
Systems,  tmd  bildet  man  den  Ausdrtick 


dH,  dH, 

dH,  dH, 

dH,dH, 

dp,,  dq„ 

dp,    dq. 

^  dp.   ßl.  ^ 

dH,  dH, 

dH,  dH, 

dH,  dH, 

dp,    dq, 

» 

dp,   dq. 

dp,.    dq„  ' 

SO  ist 

ivo  hi  eine  dritte  tcillkürliche  Constante  bedeutet,  im  Allgemeinen  ein  neues 
Integral  des  Systems.  In  besondere?/.  Fällen  kann  H^  eine  Function  von  H, 
Hl,  H,  sein,  oder  ein  conslanter  Zahlenwerth,  und  dieser  auch  gleich  Null: 
in  diesen  Fällen  ist  IIi  =  hi  kein  neues  Integral,  sondern  eine  Gleichung,  welche 
unter  Voraussetzung  der  früheren  Integrale  //,  =  h^ ,  //,  =  h,  und  des  evidenten 
Integrals  H=  h  identisch  erfüllt  wird.  Fahrt  man  mit  dieser  Operation  fort 
und  bildet  aus  Hy  und  H^  oder  Hn  und  H^  den  Ausdruck  (//i,  H^)  oder  (Ä,  //j), 
so  giebt  dieser,  gleich  einer  Constante  gesetzt,  im  Allgemeinen  wieder  ein 
neues  Integral  u.  s.  w. 

Dies  ist  einer  der  merkwürdigsten  Sätze  der  ganzen  Integralrechnung 
und  für  den  besonderen  Fall,  in  welchem  man  //=  T—U  setzt,  ein  Funda- 
menlalsatz  der  analytischen  Mechanik.  Er  zeigt  nämlich,  dass,  wenn  der  Satz 
der  lebendigen  Kraft  gilt,  man  aus  zwei  Integralen  der  Diirereutialsleichuniren 
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der  Bewejrung  im  Allgemeinen  durch  blosses  DiH'orentiireu  ein  drittes,  hier- 
aus ein  viertes,  etc.  ableiten  kann,  so  dass  man  entweder  alle  Integrale  er- 
hält, oder  doch  wenigstens  eine  Anzahl  derselben. 

Als  ich  diesen  Salz  gefunden  hatte,  machte  ich  den  Akademien  zu 
Berlin  und  Paris  davon,  als  von  einer  ganz  neuen  Entdeckung,  Anzeige.  Aber 
bald  daraul"  bemerkte  ich,  dass  dieser  Salz  seil  30  Jahren  schon  zugleich  ent- 
deckt und  verborgen  war,  da  man  seinen  wahren  Sinn  niciit  geaiint,  sondern 
ihn  nur  bei  einem  ganz  anderen  Froblem   als  Iliilfssalz  gehraucht  halte. 

Wenn  man  nämlich  die  Integralgleichungen  als  gefunden  annimmt  und 
nun  neue  kleine  Kräfte  hinzutreten  lässt,  welche  die  Bewegung  modificircn,  oder 
mit  anderen  Worten,  wenn  man  sich  mit  dem  Problem  der  Störungen  beschäf- 
tigt und  dasselbe  so  behandelt,  dass  man  die  hinzuzufügenden  Correclionen 
nach  der  Zeit  t  entwickelt,  so  werden,  wie  Lagrange  und  Laplace  gefunden 
haben,  gewisse  Ausdrücke  von  der  Zeit  unabhängig,  ein  Resultat,  welches  zu 
den  grösslen  Entdeckungen  der  genannten  Geomeler  gehört.  Poisson,  der  die 
Untersuchung  etwas  anders  anordnete,  fand,  dass  die  von  /  unabhängigen  Aus- 
drücke genau  von  der  Form  (//;,  H,,}  seien.  Dieser  Poissonsche  Satz  war 
wegen  der  Schwierigkeit  seines  Beweises  berühmt;  aber  man  legte  so  wenig 
Werth  auf  denselben,  dass  Lagraiige  ihn  nicht  einmal  in  die  zweite  Ausgabe 
der  Mecanique  analytique  aufnahm,  sondern  i'räc  Formeln  als  die  einfacheren 
vorzog.  Und  dennoch  kommt  der  Poisso/tsche  Satz  im  Wesentlichen  mit  dem 
oben  ausgesprochenen  überein.  Denn  wenn  jene  Ausdrücke  (H,,H^)^  welche 
bei  Poisson  als  Coefficienten  in  der  Störungsfunction  auftreten,  unabhängig  von 
der  Zeil  sind,  so  müssen  es  Functionen  sein,  welche  im  ungestörten  Problem 
Conslanlen  gleich  werden.  Aber  diese  Bemerkung  war  vorher  den  Geometern 
entgangen,  und  es  bedurfte  in  der  Thal  einer  neuen  Entdeckung,  um  den  Salz 
in  seiner  wahren  Bedeutung  hervortreten  zu  lassen. 

Dass  dieser  Satz,  seil  so  langer  Zeit  entdeckt.  Niemand  zum  Be- 
wusslsein  gekommen  ist,  dazu  bat  ein  eigenthümlicher  Umstand  beigetragen. 
Die  Fälle,  in  welchen  man  denselben  anwandle,  waren  nämlich  gerade  solche, 
in  welchen  der  neugebildele  Ausdruck  kein  neues  Integral  gab,  sondern  wo  der 
rcsultircnde  Ausdruck  identisch  gleich  Null  oder  gleich  (nner  von  Null  ver- 
schiedenen Zahl,  etwa  =  1,  wurde.  Und  diese  Fälle,  welche  in  der  allge- 
meinen Theorie  als  Ausnahmsfälle  erscheinen,  sind  überhaupt  in  der  Pra.xis 
sehr  häufig.  Damit  nämlich  ein  Integral  mit  irgend  einem  zweiten  combinirl 
nach  und  nach  alle  Integrale  liefere,  muss  es  ein  solches  Integral  sein,  vvel- 
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dies  dem  besonderen  Problem  eiffentliümlich  angehört.  Aber  die  ersten  In- 
tegrale, welche  für  ein  vorgelegtes  Problem  gefunden  werden,  sind  in  der 
Regel  diejenigen,  welche  aus  den  allgemeinen  Principen  (z.  B.  der  Erhallung 
der  Flächen)  folgen,  mithin  dem  besonderen  Problem  nicht  eigenthümlich  an- 
gehören: daher  kann  man  nicht  verlangen,  dass  man  aus  ihnen  alle  Integrale 
des  Problems  soll  herleiten  können. 

Wir  sehen,  dass  eine  gewisse  Polarität,  d.  h.  eine  qualitative  Ver- 
schiedenheit unter  den  Integralen  besteht.  Früher  kannte  man  dieselbe  nicht, 
jedes  Integral  galt  für  gleich  viel  werth,  und  der  einzige  Nutzen,  den  man  daraus 
zu  ziehen  vermochte,  war,  die  Ordnung  des  gegebenen  Systems  um  eine  Ein- 
heit zu  erniedrigen.  Jetzt  aber  sehen  wir,  dass  es  gewisse  Integrale  Hi  =  hy 
und  Hn  =  /*2  giebt,  aus  denen  man  alle  übrigen  ohne  Weiteres  herleiten  kann. 
Und  dies  ist  sogar  der  allgemeine  Fall.  Stellen  nämlich  die  Gleichungen 
//,  =  /*,,  Ä,  =  Ä2,  ■••  H,n  =  h„,  sämmtliche  Integrale  dar,  und  bildet  man  aus 
den  linken  Seiten  derselben  nach  Willkür  eine  Function 

F{H,,IL,..H,„)  =  //,„,„ 

welche  vorher  gegeben  sein  kann ,  so  wird  man  in  einer  unendlich  über- 
wiegenden Mehrzahl  von  Fällen  aus  //„,+i  und  einem  der  gegebenen  Integrale, 
z.  B.  aus  //,„+,  und  //,,  alle  Integrale  herleiten  können,  und  dies  ist  der  all- 
gemeine Fall,  da  //„.^  i  einer  willkürlichen  Conslanle  gleich  gesetzt  die  allge- 
meinste Form  eines  Integrals  darstellt.  Die  ersten  Integrale,  die  man  von 
einem  Problem  findet,  sind  aber  in  der  Regel  nicht,  wie  //„,.,.,,  zusammenge- 
setzt aus  denjenigen,  welche  dem  Problem  specifisch  angehören  und  aus  den 
generellen,  welche  sich  als  Folge  der  allgemeinen  Principe  ergeben,  sondern 
die  ersten  Integrale  sind  gewöhnlich  nur  die  von  generellem  Habitus,  und  daher 
erhält  man  aus  ihnen  nicht  die  sammllichen  Integrale  des  Problems. 

Die  Anwendung  des  allgemeinen  Theorems  auf  die  freie  Bewegung 
sjiebt  den  Satz: 

Kennt  man  zwei  von  t  freie  Integrale  </  =  Aj  viid  i/'  =  A.  des  Systems 
d'x.  _  dll  d^  _  d£  d\   __  du 

"'•  de  ~  dx, '     "*'  de  ~  dy, '     '"'^F"  öI7' 

und  bildet  man  den  Ausdrnck 

id(p  dxjj  dq>  d\p  d(p  dip 

dx.  dx.  dir  dy.  ö;  dz-. 

dtp  dcp  dxif  d(f  dxp  drp  l  '' 

dx'.  dx.  du',  all.  dz',  dz.  ] 
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so  ist  im  Allgemeinen 

((p,  ip)  =  A3 

ein  neues  Integral;  in  besonderen  Füllen  kann  aber  auch  {(p,  ij')  eine  Function 
der  Conslanten  hi^  h.  und  der  im  Satz  der  lebendigen  Kraft  T~U  =  /i  vor- 
kommenden Constante  h  oder  ein  reiner  Zahlenwerth  und  dieser  gleich  J\ull 
werden. 

Auf  diese  Weise  kann  man  aus   zweien    der  Flächensätze  den  dritten 
herleiten.     Hierzu  haben  wir  nur 

(p  =  :Zm,{x,y',~y,x[),       x}' =  :^m,{x,z~z.x.) 
zu  setzen,  alsdann  wird 


dq> 

=  nhy'i, 

dff 

— —  =  —  m,  X, , 

oy. 

t-»' 

d(p 

=  -»hy,, 

d(p 

t 

6rp 
dx. 

=  m,z[, 

f  =0, 

öxp 

1 

ÖljJ 

dx, 

=  -miZi, 

^y^ 

dxl) 

daher 

{(p,^i)  =  ^m,{y',Zi 

-y.<)\ 

also  ist 

iV, 

VO  =  Aj 

der  dritte  Flächensatz. 

Poisson  macht  in  seiner  berühmten  Abhandlung  über  die  Variation  der 
Conslanten  im  15"""  Hefte  des  Journals  der  polytechnischen  Schule  eine  Anwen- 
dung seines  oben  erwähnten  Störungstheorems  auf  die  Störungen  der  Rotations- 
bewegung um  einen  festen  Punkt.  Hierbei  wird  er  genöthigt,  dieselben  Rech- 
nungsoperationen vorzunehmen,  welche  wir  soeben  gemacht  haben.  Daher  ist 
in  seinen  Rechnungen  die  Herleitung  des  drillen  Flächensalzes  aus  den  beiden 
anderen  enthalten:  aber  er  erwähnt  dies  merkwürdige  Resultat  mit  keiner  Sylbe. 

Aehnliche  Betrachtungen  kann  man  anstellen,  wenn  man  zu  den  drei 
Flächensätzen  die  drei  Gleichungen  des  Princips  der  Erhaltung  des  Schwer- 
punkts hinzufügt  und  untersucht,  aus  wie  vielen  dieser  6  Integrale  sich  die 
übrigen  ergeben. 
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Füiifiiiiflclrei^^sig^ste  Voi*lesBiii§;. 

Die  beiden  Classen  von  Integralen,   welche  man  nach  der  Hamiltonschen  Methode 
für  die  mechanischen  Probleme  erhält.     Bestimmung  der  Werthe  von  (ip,  yj) 

für  dieselben. 

\A'enn  von  dem  System  der  Dill'erenlialg-leichungen 

welches  das  evidente  Integral  H=^h  besitzt,  zwei  von  f  freie  Integrale  //,  =  Äi 
und  //o  =  Ä,  gegeben  sind,  so  kann  man  zwar,  wie  wir  gesehen  haben,  im 
Allgemeinen  a  priori  nicht  mit  Bestimmtheit  sagen,  ob  (/f,,//,),  einer  will- 
kürlichen Constantc  gleich  gesetzt,  ein  neues  Integral  ist,  oder  ob  sich 
i//, ,7/2)  auf  eine  von  h,  h,  und  h,  abhängige  Constante  oder  auf  eine  reine 
Zahl  und  endlich  diese  auf  Null  reducirt.  Diese  Frage  lässt  sich  aber  voll- 
kommen entscheiden,  wenn  Hi  =  hi  und  H,  =  Ih  Integrale  sind,  welche  zu 
dem  durch  die  Hamilfo?isc\\e  partielle  Differentialgleichung  gelieferten  System 
gehören.  Wir  werden  nämlich  sehen,  dass,  wenn  (f  =  Const.  und  ip  =  Const. 
zwei  von  den  //«w/V/owschen  Integralen  sind,  {(f,^')  entweder  =0,  oder  =+1 
wird.  Zwei  Integrale  dieses  Systems  geben  also  nie  ein  neues  Integral.  Um 
diesen  Satz  zu  beweisen,  bedürfen  wir  eines  Hülfssatzes,  welcher  zeigt,  w^as 
aus  dem  Ausdruck  {(p,^')  wird,  wenn  in  cp  und  i/j  ausser  den  Grössen  </,. 
qi,  .  ■  ■  ({n,  Pii  Pi-,  ■  ■  ■  p„,  noch  m  Grössen  Wi,  w,,  .  .  .  ^a^.,  ...  (o,,,  vor- 
kommen, welche  Functionen  von  </,,  */,,  ...  q„  und  pi^  p,^  ...  p„  sind.  In 
diesem  Fall  kann  man  sowohl  die  nach  den  Varial)len  /;  und  q  genommenen 
Differentialquotienlen  von  (p  und  ip,  als  auch  den  Ausdruck  (qi,  1/')  in  zwei 
verschiedenen  Weisen  bilden,  je  nachdem  man  auf  das  Vorkommen  der  Va- 
riablen p  und  q  in  tö,,  a)o,  .  .  .  ä»,,,  Rücksicht  nimmt,  oder  nicht.  Bezeichnen 
wir  diesen  beiden  Bildungsweisen  gemäss  die  Differentialquotienten  von  (p  und 
tp  mit  oder  ohne  Klammern  und  den  aus  (p  und  1/'  gebildeten  Ausdruck  mit 
doppelten  Klammern  {{(p,  ip))  oder  mit  einfachen  Klammern  (c/;,  t//),  so  ist 

(2.)       ((,.,,))  =  ^|(t)(|i)-(f)(|j)|. 
Die  nach  i  genommenen  Summen  erstrecken  sich  auf  die  Werlhe  1,  2, 
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und  für  die  eing-eklainnierlen  Differenlialquolienlen  in  (2.)  gellen  die  Gleichungen 

^  dp,  -^  ~  dpi        k   düSic   dpi  '      ^  öpi  ^        dpi        *■  dcSf  dpi  ' 
/  drp  \  _  d(p       j,  dip  düSi,         /  dxp\  _  dip       ^  dip  dm^' 
^  dqi^  ~  dqi        n  düJj,   dq;  '      ^  dqi  /        dq,        *■  önJ*.  öf/;  ' 

in  welchen  die  Summen  nach  If  und  k'  von  1  bis  tu  zu  nehmen  sind.  Wenn 
man  diese  Ausdrücke  in  (2.)  suhslituirl,  so  erhält  man  als  Resullal  eine  einfache 
Summe  nach  i,  eine  doppelte  Summe  nach  i  und  k  (oder  k')  und  eine  drei- 
fache Summe  nach  i,  k  und  //.     Es  wird  nämlich 

,    y  v/c?y  dtp  da u.       ocp   8%p  düii,.\       yy/^^   dcp  düSk       dtp   dqt  da:,\ 
i    k'  ^  öpi  düik-  dqi        dqi  dm^'  dpi  /       i    /.   V  dpi  duik   dq,        dqt  dm/,   dp,  ' 

I  JlJl  ^  ^'^    dip^rdm^^  duik<      düfk'  dm/,\ 
.    k    k'  dusk  düii:\dpi    dqi        dpi    dqi^^ 

oder  wenn  man  in  den  doppelten  nnd  dreifachen  Summen  die  Ordnung  der 
Summationen  umkehrt  und  die  in  (3.)  gegebene  Definition  der  in  einfache 
Klammern  eingeschlossenen  Ausdrücke  von  der  Form  (y,  rp)  berücksichligl, 

'    k    !,■  dwi  dwi,.  ^    '"     '  ^ 

Da  die  Summationen  nach  k  und  //  auf  dieselben  Werlhe  1  bis  lu  ausge- 
dehnt werden ,  so  kann  man  in  der  ersten  Summe  der  zweiten  Zeile  k  statt 
k'  schreiben.  In  der  dritten  Zeile  verschwinden  die  Glieder,  für  welche  die 
Werthe  von  k  und  k'  zusammenfallen,  wegen  des  F'actors  (tw^,  cüj.,);  von  den 
übrigen  Gliedern  kann  man  je  zwei  in  eins  zusammenziehen,  da  (((3,,,,tDj.)  =  -(tö^.,«>i,) 
ist.  Daher  braucht  man  die  Summe  nur  auf  die  Combinationen  je  zweier  von 
einander  verschiedenen  Werthe  k,  k'  zu  beziehen  und  erhält  dann   (tö^,  ö),,,)  in 

(■^^r^—T-^-^r^)  multiplicirt:  also  ergiebt  sich  schliesslich 

(4-)  ,         \  ,    vdxjJ  ,      _  s       ^  d(p  ,      ^  .  ,    „  f  d(p    dip       d%fJ   d(p\,^     _  . 

^      ^"'^       /t  doik^    '  *   dcSk  '     k,k' ^dusi,  das,,,      düs^dm,,''' 

Des  späteren  Gebrauchs  wegen  wollen  wir  die  Formel  (4.)  specialisiren, 

.lacobl,   Dynamik.  OO 
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indem  wir  für  die  Grössen  töi,  tö,,  .  .  .  w,„  die  bereits  früiier*)  betrachteten  n 
von  willkürlichen  Conslantcn  freien,  nur  von  den  Variablen  </i,  q^,  ...  «/„, 
/>,,  /;2,  ...  p„  abhängigen  Functionen  H,  /f,,  .  .  .  H„__i  setzen,  welche,  n  von 
einander  unabhängigen  willkürlichen  Constanten  li,  ä^,  .  .  .  h„_i  gleich  gesetzt, 
die  Variablen  />,,  /?., ,  .  .  .  p„  dergestalt  als  Functionen  der  Variablen  ^,, 
^2,  •  •  •  (7„  bestimmen,  dass 

Pi  dqi  ^-Pi  dqi  -\ \-Pn  dq„ 

ein  vollständiges  Differential  und  sein  Integral  eine  vollständige  Lösung  V 
der  partiellen  Differentialgleichung  H=h  wird.  Alsdann  ist,  wie  wir  gesehen 
iiaben,  identisch 

{H„Ih.)  =  0, 

folglich  verschwindet  in  der  allgemeinen  Formel  (4.)  die  nach  k,  k'  genom- 
mene Doppelsumme,  und  wir  erhalten 

(5-)      {i<r,  VO)  =  i<P,  V')  +  f  |^(y,  H,)-Z^^{H;  //..), 

wo  die  Summen  von  ä;  =  0  bis  k  =  n—\   auszudehnen  sind. 

Specialisiren  wir  nun  die*  Formel  noch  mehr.  Nach  unserer  bis- 
herigen Annahme  enthalten  die  Functionen  (f  und  ip  die  Variablen  p  und  q 
erstens  explicite  und  zweitens  implicile  vermittelst  der  Grössen  H,  //j,  ...  H^_i. 
Nehmen  wir  gegenwärtig  an,  dass  die  Functionen  y  und  V  die  Variablen  p 
nur  in  der  letzteren  Art,  also  nur  mpHctte  enthalten,  eine  Form,  welche  durch 
Einführung  der  n  Grössen  //  als  neuer  Variablen  an  Stelle  der  n  Grössen  p 
immer  zu  erreichen  ist,  dass  mithin  ip  und  i//  lediglich  in  </,,  </, ,  ...  q„, 
H,  //i ,  ...  //„_!  ausgedrückt  sind,  so  tritt  unter  dieser  Hypothese  eine  wesent- 
liche Vereinfachung  der  in  Gleichung  (5.)  vorkommenden  Ausdrücke 

ein.  Da  nämlich  für  jeden  Werlh  von  i  die  Differentialquotienten  ■^,  -^ 
verschwinden,  so  wird 


S.  zweiunddreissigste  Vorlesung,  p.  250. 
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und  der  allgemeine  Ausdruck  (5.)  von  {((p,ip))  nimmt  jetzt  die  einfache  Gestalt  an: 

In  dieser  Gleichung'  ist  die  Specialisirung  des  Ilülfssatzes  (4.)  enthalten,  deren  wir 
uns  bei  Betrachtung-  der  Hamiltouschen  Form  der  Integrale  zu  bedienen  haben. 

Um  von  dem  System  der  Dift'crenlialglcichungen  (1.)  die  Integrale  in 
der  Hamiltonschen  Form  vollständig  hinzuschreiben,  seien,  unter  Beibehaltung 
der  soeben  gebrauchten  Bezeichnung, 

H=h,     H,  =  /h,     .  .   .     //„_,  =  Ä„_, 

die  Gleichungen,  welche  die  Variablen  />,,  /jo,   ...  p„  so  bestimmen,  dass 

V  =  J{pi  dqi+lh  dq.  +  •  •  •  +/?„  dq,;) 

eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  H=h  wird.  Dann 
sind,  wie  wir  wissen*),  die  Integralgleichungen  des  Systems  (1.)  in  der 
HamiUoiischen  Form: 

(  dV  dV  SV 

,,,     ä^=^"     wrp'-  •••  ^=^- 

<9F       ,  ,   ,,        dV  _,,  ^V    _j 

wo  //,  Äi,  ...  /<,',_,  neue  wilUvürliche  Constanten  bedeuten.  Aber  diese  In- 
lesralffleichunsfen  sind  noch  nicht  nach  den  willkürlichen  Conslanlen  aufgelöst. 
Um  sie  unter  dieser  Form  d.  h.  nach  unserer  Terminologie  als  Integrale  zu 
erhalten,  setzen  wir  für  die  erste  Hälfte  der  Integralgleichungen  (7.)  die  damit 
gleichbedeutenden  Integrale 

H=h,     lh  =  lH,     .  .  .     i/„_,  =  /*„_,, 
und  in  die  zweite  Hälfte  der  Integralgleichungen  (7.)  welche  bereits  nach  den 
willkürlichen  Constanten  /*',  A',,  ...  h'„_i  aufgelöst  sind,  substituiren  wir  für  h, 
A,,  ...  h„_i  ihre  Werlhe  H,  Hi,  ...  //„_,.     Dann  ergeben  sich,  wenn  H',  Hl,  ... 
H„_i  die  Functionen  der  Variablen  qr,,  r/,,  .  .  .  q„,  pj,  />.,..•  p„  bezeichnen,  in 

ÖV      dV  dV 

welche  durch  diese  Subslilution  die  Grössen  -^,  -^ ,  ...  ^^ —  übergehen, 

die  in  der  zweiten  Zeile  des  Systems  (7.)  stehenden  Integralgleichungen  in 
Form  der  Integrale 

H'  =  t  +  h\     H[  =  A;  ,     m  =  K,     ...     H„_,  =  AL. . 


*)    S.  zwanzigste  Vorlesung,  p.  157. 
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Die  Grössen  H',  //,',  ...  H'„_i  enthalten  die  Variablen  /j^,  /?,,..  .  p„  nur  im- 

plicite   vermittelst    der   Grössen  H,   Hi,  ...  //„_i,    denn  die  Function   V   und 

dV      dV                dV 
deren  DifTerentialquotienten  -^,  -^,  .  .  .   ^ sind  lediglich  von  «/i,  </>,  ... 

q„,  Ä,  Aj,  .  .  .  A„_i  abhängig,  und  daher  die  Grössen  H',  Ä/,  .  .  .  H„_i  lediglich 
von  den  Grössen  qi,  q,.,  .  .  .  q„,  H,  //,,...  //„_i.  Es  sind  also  H',  //, ,  ... 
//,i_i  genau  von  derjenigen  Form,  unter  welcher  wir  in  Gleichung  (6.)  die 
Grössen  ip ,  y  dargestellt  angenommen  haben.  Dasselbe  gilt,  wie  sich  von 
selbst  versteht,  von  den  Grössen  H,  //j,  ...  Ä„_i,  wenn  wir  sie  als  Functionen 
ilirer  selbst  betrachten,  nur  dass  alsdann  auch  die  Variablen  q^.,  q^.,  ...  q„ 
nicht  explicite  in  ihnen  vorkommen.  Auf  Ausdrücke  der  Form  ((//„, //^))  oder 
{{H^-,,  Hß)),  deren  doppelte  Klammern  wir  von  nun  an  zur  Vereinfachung  der 
Bezeichnung  fortlassen  werden,  lässt  sich  also  die  Formel  (6.)  für  ((ff,  V')) 
anwenden. 

Wird  in  (6.)  zunächst  (p  —  H„,  %fj  =  H'ß  gesetzt,   wo  a  und  ß  Zahlen 
aus  der  Reihe  0,  1,  ...  n—\   bedeuten,  so  ergiebt  sich 

dH'        dH'    dH,  ÖH'        öh'.   dH. 

^     ^        ^    <"     PJ  i.    dH^    i     dq.     dp-         k    üH^    i     dq.     op. 

Aber  nach  der  Definition  der  Grössen  H^  ist 

ff'  -  ^ 

dV 
vorausgesetzt,  dass  in  -^  für  die  Grössen  A^  die  Grössen  Ä^  gesetzt  werden; 

und  da  aus  der  zur  Bestimmung  von   V  dienenden  Gleichung 

V  =  Jlpi  dqy  +p,  dq,  H \-p„  dq„) 

für  den  DifTerentialquotienten  von   V  nach  /«„  der  Werth 

t  =/(t:"".+l£'''.+-+l;''»-) 

folgt,  so  ergiebt  sich  hieraus  durch  partielle  Differentiation  nach  q. 


dV 


dp, 


dqi  dha  ' 

also  nach  Ersetzung  der  Grössen  ä^  durch  die  entsprechenden  Grössen  H^ 

dH'^  dp. 

^^■^    ~d^  =  -m:' 

Mit  Benutzung   dieser  Gleichung   erhalten   die   in  Formel  (8.)  vorkommenden 
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nach  i  g-enomnienen  Summen  die  einfachen  Werlhe 

^  dH,    dm  ^  ^  8H,    dp,    ^  dH, 

•  dqi     dpi  ,     dpi    dHa         dHa  ' 

^  dHß    dHk  ^  ^  dm    dp,   ^  dH, 

•  dqi     dp,  .     dpi    dHß         dHß  ' 

und  (8.)  geht  über  in 

(IT     ^f'^  —        V  öHß   dm    .    y  dH^   dUk 

[n,,nß)  -       ^  g^^  ^^^  -tf  Qjj^  ■^, 

dH 

oder  da  -5^  für  alle  von  a  verschiedenen  Werthe  von  k  verschwindet,  für 
ff  =  a  aber  der  Einheit  gleich  wird, 

dHä    .  dHl 


{H'a,  Hß)     = 


'''J  ~       dm  ^  dHß  ' 
Die   rechte  Seite   dieser  Gleichung  ist   gleich  Null;    denn   bezeichnet    V  die 
Function,  in  welche   V  übergeht,  wenn  die  Grössen  h^  durch  die  entsprechen- 
den H^  ersetzt  werden,  so  ist 


also 


W'-^^'  H'~^^'  Tf'-^^'  W  -    ^^' 

" -"öF"'    "'-dm'    "'-w;'    ■•■    ""-'dm 


dm:  ^  dHß 


dHß  dHa  ' 


und  hieraus  folgt: 

iK,  H'ß)  =  0. 
Setzen  wir  nun,  um  Ausdrücke  der  Form  {H^,  Hß)  zu  betrachten,  in  (6.) 
für  (f  und  ifj  die  Werthe  (p  =  H^,  ip  =  Hß,  so  ergiebt  sich 

dH.      dH'  dH,  dH'       dH,  dH, 

(10.)      iK,Hß)  =  -z-^i:^^+2-^2. 


k    dHi^  i    dq^    dp.       k    dH^  i     dq.   dp^ 

Mit  Benutzung  von  Gleichung  (9.)  erhält  die  erste  hierin  vorkommende  nach 
i  genommene  Summe  den  Werth 

^  dq,  dp,    r  dp^dH^-dn; 

Die  zweite  nach  i  genommene  Summe   dagegen  verschwindet;    denn   da   wir 
die  Grössen  9,,  q^-,  ...  q,,  und  H,  Ä,,  ...  H„_i  als  unabhängige  Variable  an- 

sehen,  so  enthält  Hß  kein  q,,  und  die  DifTerentialquotienten  -^  sind  sämmtlich 
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gleich  Null.     Auf  diese  Weise  geht  Gleichung  (10.)  über  in 

und  da  -^  gleich  0  oder  gleich  1  ist,  je  nachdem  ß  von  a  verschieden  oder 
demselben  gleich  ist,  so  hat  man  für  je  zwei  von  einander  verschiedene 
Werlhe  von  u  und  ß 

{K,H,)  =  0, 
dagegen,  wenn  a  —  ß  ist, 

iK,H^)  =  -1. 

Endlich  ist  nach  den  Bedingungsgleichungen,  durch  welche  die  Grössen 

H  definirt  werden, 

(H^,  H^)  =  0. 

Wir  haben  also  für  die  Grössen  H^,  und  //,',  folgende  identische  Glei- 
chungen erhalten: 

{H^,H^)  =  0,     (//:,//^)  =  0, 
{H„,  H'ß)  =  0, 

von  welchen  die  beiden  ersten  für  alle  Werlhe  von  a  und  ß  gelten,  die  letzte 
aber  nur  für  von  einander  verschiedene  Werlhe  von  a  und  ß,  während  für 
a  =  ß  die  Gleichung  besteht : 

(/f.,  K)  =  1. 

i\Ian  kann  diese  Resultate  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Es  sei  das  System  der  isopeiimetrischeu  Differentialgleiclmngen 

\  dt    ~      dp,''       dl    ~       dp^'      ■    •    ■       IlT  ^       dp,,'' 

j^^^ilL        dp^__dH_  dp..  __       8H 

{    dt    "~       dq,  '       dt    ~       ö?,  '      ■    ■    '         dt    ~       dq„ 

vorgelegt,  in  welchem  Heine  gegebene  Function  der  Variablen  (/, ,  (/o,  ■•■  q„, 
/>!,  ^2,  ...  p„  bedeutet,  und  welches  für  H=  T—U  in  das  System  der  Diffe- 
rentialgleichungen der  Dynamik  im  Fall  der  Geltung  des  Prinzips  der  leben- 
digen Kraft  übergeht.     Man  betrachte  die  partielle  Differentialgleichung 

H^h, 

öV  dV  dV 

wo  Pi  =  'ßZ~->  P2  —  -Q — •,  ••■  Pn  =  ~, —  ist,    und   auf  welche  sich    das  System 

(1.)  zurückfahren  lässt.     Es  seien 

Hi  =  hi,     H.  =  hi^     ...     H„_i  =  h„_i 
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die  Gleichungen,  vjelclie  mit  H=h  zusammen  /»i,  fj,  .  .  .  /^„  so  als  Functionen 
von  qi,  q,,  ...  q„  bestimmen,  dass 

Pidqi+pidq.A [-p^dq,, 

ein  vollständiges  Differential  und  sein  Integral 

V  =  Jipi  dq^  +p,  dq,  H \-p„  dq„) 

eine  vollständige  Lösnng  der  partiellen  Diff'erentialgleichmig  II  =  h  wird.  Be- 
zeichnet  man   mm   mit   II',    II'i,    ...   Ii„^i   die  Functionen   der  Variablen   q,., 

qii  •  ■  ■  q„,  Pii  Pi-,  ■  ■  ■  p„,  in  welche  die  Diff'erentialquotienten  -^jj-,  -r—-.,  .  .  . 

dV 
-^^ —  übergehen,   wenn  die  Constanten  h,   /<j,    ...  h„_i  durch  die  F/mctionen 

H,  Hl.,  ...  //„_,  ersetz-t  werden,  und  stellt  man  das  zum  System  der  Diff'e- 
rentialgleichnngen  (1.)  gehörende  System  der  Integrale  in  der  Ilamiltonschen 
Form,  d.  h.  in  den  Gleichungen 

H  =  h,  H,  =  hl ,     Ho  =  hn.,     .  .  .     H„_i  =  ä„_,, 

H'  =  t+h',  m  =  h[,  m  =  ]i,,  ...  H:_,  =  h:._, 

auf,  so  haben  die  2n  die  linken  Seilen  dieser  Integrale  bildenden  Functionen 
H,  Äi ,  ...  H„_i ,  //',  //,' ,  ...  //,|_i  die  Eigenschaff,  dass,  loenn  man  in  dem 
Ausdruck 

((/),  1/')  = 


d(p  dip        d(p    difJ  .    dcf    dxp 

Ö/7,  ö(/,        dp^  dq.^       '"       dp,,  'dq^ 


6rp    dcp        dtp   dtp  dxp    dfp 

dp^   dq,        dp.-,  dq.^  dp,,  dq„ 

für  q)  und  if'  irgend  zwei  von  den  2n  Grössen  H,  IIi.,  ...  i/„_i,  H',  IIi.,  ...  //„_, 
setzt,  derselbe  verschwindet,  mit  einziger  Äusnahnie  der  Combinalionen  von  H 
und  II',  Hl  und  Hl,  .  .  .  II„-,i  und  Hl,_i,  deren  jede,  für  (p  und  xp  gesetzt, 
den  Ausdruck  {(p,  y)  der  Einheit  gleich  macht. 

Vermillelst  dieses  Satzes  Kann  man  sehr  einfache  Formeln  für  die 
Variation  der  Conslanten  aufstellen,  was  den  Gegenstand  der  nächsten  Vor- 
lesung hilden  wird. 


Scchsiiu(l<lrcis!!iig;stc  Yorlcsiiiii^. 

Die  Störungstheorie. 
Wenn  man  in  der  Dynamik  die  Theorie  der  Variation  der  Constanten 
anwendet,  so  nimmt  man  an,  dass  sich  das  System  der  Differentialgleichungen  der 
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Bewegung  ändert,  indem  zu  der  charakteristischen  Function  H  eine  Störungs- 
function  £1  hinzukommt,  welche  ausser  den  Variablen  r/,,  ^o,  ...  </„,  p,, 
/;,,  ...  p„  auch  die  Zeit  /  explicite  enthalten  kann,  dass  also  die  Differential- 
gleichungen in  folgende  übergehen: 

^     '         dt    ~  dpi'^  dp,''       dt    ~       dq,       dcii' 

Ist  nun  £1  gegen  H  sehr  klein,  so  kann  man  die  Werthe  der  Variablen  p^ 
und  qi  im  ungestörten  Problem  (für  i2  =  0)  als  Näherungswerlhe  für  ihre 
Werthe  im  gestörten  Problem  brauchen  und  die  neuen  Werthe  von  p,  und  q^ 
so  darstellen,  dass  sie  dieselbe  analytische  Form  behalten,  dass  aber  an  die 
Stelle  der  früheren  willkürlichen  Constanten  (oder  Elemente  nach  astrono- 
mischem Sprachgebrauch)  jetzt  Functionen  der  Zeit  treten.  Statt,  wie  im  un- 
gestörten Problem,  die  Grössen  p^  und  qi  als  die  zu  bestimmenden  Variablen 
anzusehen,  sucht  man  im  gestörten  vielmehr  diejenigen  Functionen,  welche 
an  die  Stelle  der  alten  willkürlichen  Constanten  oder  Elemente  treten,  d.  h. 
die  gestörten  Elemente  werden  die  Variablen  des  neuen  Problems.  Dies  ge- 
währt den  Vortheil ,  dass  man  als  erste  Näherung  nicht  Functionen  der  Zeit, 
welche  constanle  Grössen  enthalten,  sondern  die  Constanten  selbst,  die  Elemente 
des  ungestörten  Problems  erhält. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  Differentialgleichungen  der  gestörten 
Elemente  aufzustellen.  Erinnern  wir  uns  zunächst  an  die  Hamiltomche  Form 
der  Integrale  des  ungestörten  Problems,  also  an  das  in  der  vorigen  Vorlesung 
betrachtete  System 

//  =//,  ^1  =  A,,     ...     H„_i  =  h„_i, 

H'  =  h'+t,   h;  =  Ii\,    .  .  .    ä;;_,  =  ä;,_i, 

und  bezeichnen  wir  irgend  ein  von  t  freies  Integral  des  ungestörten  Problems  mit 

(p  =  a. 
wo  (f  eine  von  willkürlichen  Constanten  nicht  afficirte  Function  der  Variablen 
^,.  q,.  ...  q„,  pi^  P21  ...  p„  und  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  so 
dass  sich  (p  als  Function  der  2«— 1  Variablen  H,  //i,  .  .  .  //„-i,  //i,  ...  H„_x 
und  a  als  die  nämliche  Function  der  2m— 1  Constanlen  h,  ä, ,  ...  A„_i,  /«i, ...  ALi 
darstellen  lassen    muss.      Im   gestörten  Problem    ist   a   keine  Constante   mehr, 

-T-  also  nicht  mehr  gleich  Null,  man  erhält  vielmehr  unter  Benutzung  der  Dif- 
ferentialgleichungen (1.)  für  ^  den  Ausdruck 


-(2.) 
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da 


^i  V  dqi     dt    "^  öpi    dt  J 


;   dcji  ^     t=.i^  dqi   dpi        dpi    dqt^ 


1=1  V  dq,  dpi       dp, 
oder,  was  dassellx;  ist 


(3.)   ,.  -^  =  (H,cp)+{n,<p). 


Da  (f  =  a  ein  von  /  freies  Integral  des  iing-estörten  Problems  ist,  so  g'enügt  (p 

da 
'dt 


der  linearen  partiellen  DilFerentialgleichung  (//,  (f)  =  0.  und  der  Ausdruck  -77 


reducirt  sich  auf 


(3-)     J^  =  {n,<p). 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung-  enthält  ausser  dem  in  11  explicite  vorkom- 
menden /  die  2?/  Variablen  </j,  </,,  ...  </„,  /;, ,  //, ,  ...  p„,  für  welche  wir 
jedoch  die  2m  Functionen  //,  //, ,  ...  //„_i,  II',  III  ^  ■■■  Hl^i  derselben  als 
neue  Variable  einführen  wollen.  Die  Einführung  der  neuen  Variablen  in  il 
giebt  für  {£1,  (p)  die  Transformation 

Führen  wir  die  neuen  Variablen  auch  in  (p  ein  und  berücksichtigen,  dass  (p 
von  der  einen  derselben,  von  //',  unabhängig  ist.  dass  also  ~^  verschwindet, 
so  erhalten  wir  für  die  Ausdrücke  {H,,,(p),  {Hl,(p)  die  Transformationen 

{h:,cp)  JT' ^{ii,, iq+T' -^{m,H:). 

Aber  nach  dem  in  der  vorigen  Vorlesung  bewiesenen  Satze  verschwinden  die 
sämmtlichen  Ausdrücke  (II,,  H,},  {II,, Hl),  {lll,ll,),  {H'k,!!.)  mit  Ausnahme 
derjenigen  {11,,  II',),  (^t,//,),  für  welche  k  und  s  in  denselben  Werth  zu- 
sammenfallen, und  von  diesen  werden  die  ersteren  der  positiven,  die  letzteren 
der  negativen  Einheit  gleich.  Dadurch  reduciren  sich  die  Ausdrücke  von 
(//j.,  <^),  (H'i,,(p)  auf  die  einfachen  W^erlhe 

Jacubi,    Dynamik,  »'O 
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Gleichung  (4.)  gehl  über  in 

[S^,  cp)   -  ^^     gjj    -^       ^^^      ^jj,    ^jj^  , 

und  Gleichung  (3*.)  giebt  für  -j-  schliesslich  den  i^'erlh: 

da     ^  '■^-'    d£2_d(^  _''T'  ^^^    ^'f 


dt  /,=!      öH,^    dHl         4=^11    cH'^    öH^ 


Die    partiellen    Difl'erentialquolienten    der    Störungsrunclion    sind    hier    in    die 
Grössen  -rc^  und  — ?r^  mulliplicirl,  also  in  Ausdrücke,  welche  die  Zeil  nicht 

explicile  enthalten,    da  t  in  (p  nicht  vorkommt.     Dies  ist  der  berühmte  Pois- 
soMSche  Salz. 

Specialisiren  wir  die  Formel  (5.),  indem  wir  für  cp  die  einzelnen  Grössen 
//,  //j ,  .  .  .  //„_i,  //| ,  .  .  .  i/„_i  uJid  demgemäss  gleichzeitig  für  a  die  Grössen 
li,  /<!,  ...  Ä„_i,  hl,  ■  ..  Äl-i  setzen,  so  erhalten  wir  für  A- =  0,  1,  ...  n  —  l 


(6-)        -77^    = 


dt     ^        dHl 
und  für  /,•  =  1.   ...  ?«— 1 


(7.) 


(/<  ö//^. 


Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  dasjenige  Integral  des  ungestörten  Problems 
zu  betrachten,  durch  welches  die  Zeit  eingeführt  wird,  d.  h.   das  Integral 

//'  =  //  +  /. 
Da  jetzt  h'-\-t  an  die  Stelle  von  a  und  H'  an  die  Stelle  von  q)  tritt,  so  ver- 
wandelt sich  Gleichung  (i.)  in 

^  +  1   =  (H,H')  +  (S2,H'), 

und  da  (//,  H')  =  1   ist,  erhall  man 

dt      ~    ^^'  "   J' 

eine  Gleichung  genau  von  der  Form  (3*.),  nur  dass  k'  und  //'  an  die  Stelle 
von  a  und  <p  getreten  sind.  Indem  man  in  Gleichung  (4.)  ebenfalls  //'  an 
die  Stelle  von  (f  treten  lässt,  ergiebt  sich  {12,  H')  gleich  dem  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten -^ ,  und  man  erhält  daher  schliesslich 

dh'    _     öii 
dt     ~  ~dH'> 

d.  h.   Gleichung  (7.)  gilt  auch  für  k=0. 


—    283     - 

Die  Gleichiinoen  (2.),  welche  für  das  ungcslöiie  Prolilcm  das  Syslom 
seiner  Iiilegrale  darslellen,  sind  für  das  geslörle  nur  die  üelinilionsgleiciiun<>en 
der  neuen  Variablen  h,  /<,,  ...  A„_i,  /*',  /«,,  ...  Ä,',_i  und  dienen  dazu,  die 
alten  Variablen  </,,  (/,,  ...  q„,  /;,,  /;,,  ...  p„  oder  deren  Functionen  //, 
/:/, ,  ...  //„_!,  H' ,  i/i,  ...  ll„_i  durcb  die  neuen  Variablen  auszudrücken. 
Indem  man  diese  Subslilulion  in  der  Störungsrunclion  vornimmt,  also  in  der- 
selben //,  //,,  ...  //„_,,  //',  //;,  ...  //„Li  durch  h,  A,,  ...  A„_,,  h:  +  t, 
h\,  .  .  .  h'„_,  ersetzt,  so  dass  i2  P'unclion  der  2u+i  Variablen  h,  /«i,  ..  .  ä„^i, 

dP        dii     . 
Ii',    A|,    ...    /<,',_,    und    /   wird,    gcli(>n    die  Diüerenlialquolicnlen   tj^,   ^^    in 

■^,  ^TT-  über,  und  man  erhält  für  die  Variablen,  welche  im  gestörten  Pro- 

blem  an  die  Stelle    der    Constanten    des   ungestörten    treten,    die  DiH'erential- 
gleichungen 


(8.) 


dll 

du 

dh,            dil 

rffi„-. 

dii 

dt 

"       dh'  ' 

dt    ~       ö/(', '      •   ■ 

'   •        dt 

dh[_, ' 

dh' 

dil 

dh\            dii 

dK-. 

dii 

dt 

dh  ' 

dt    "      dh,  '      ■ 

■   ■         dl 

dh„-i 

Dieses  System  ist  von  der  nämlichen  Form,  wie  die  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  des  ungestörten  Problems,  nur  dass  ai]  die  Stelle  der 
Variablen  ^i,  q.-,  ■■■  q„,  Pi,  ih-,  ■■■  p„  und  der  Function  //  derselben  die 
Variablen  h.  /«,,  ...  ä„_i,  h',  A,|,  ...  /i'„_i  und  die  Function  —12  treten,  von 
denen  die  letztere  noch  überdies  die  Zeil  t  explicite  enthält.  Die  Integration 
dieses  Systems  ist  daher  nach  den  früheren  allgemeinen  Betrachtungen '"') 
gleichbedeutend  mit  der  Bestimmung  einer  vollständigen  Lösung  der  partiellen 


Differentialgleichung 


4^-/2  =  0, 

dt  ■ 


welche,  nachdem  die  Variablen//,  //,,  ...  Ii',_,  durch  die  Dilferentialquotienten 

^^.  -T^,  ...  -^ —  ersetzt  worden  sind,  S  als  Function  von  /.    A.  //,,  ... 
dh  '    ah, '  c'/«„_, 

A„_,  definirt. 

Die  hier  aufgesleilten  Differentialgleichungen  des  Störungsprohlems 
stimmen  darin  mit  den  von  Lagrange  und  Laplace  gegebenen  Differentialglei- 
chungen üherein,  dass  die  gestörten  Elemente  die  gesuchten  Variablen  sind, 
und   dass  die  rechten  Seilen  der  Differentialgleichungen  durch   die  Diil'erential- 


*)    S.  Zwanzigste  Vorlesung,  p.  157. 

36 
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quotienten  der  Störungsfuiiction  nach  den  gestörten  Elementen  aiisg-edrückt 
werden.  Aber  bei  ihnen  kommen  im  Allgemeinen  in  jeder  DilTerenlialülei- 
chunii  alle  DiHerentialquolienien  der  Slörungslunclion  vor,  und  die  Coeflicienten 
derselben  sind  Ausdrücke  der  Form  {(f,  ij')^  deren  Bildung  sehr  mühsam  ist. 
Das  Nähere  hierüber  findet  man  in  Lagranges  Mecanique  analylique,  in  welcher 
die  Weitläuftigkeit  der  nolhwendigen  Rechnungen  mit  der  grössten  Geschick- 
lichkeil abgekürzt  ist,  sowie  in  Enckes  astronomischem  Jahrbuch  von  1837. 
In  dem  einfachen  Fall  der  planetarischen  Störungen  ist  man  nach  den  alteren 
Formeln  genöthigt,   15  Ausdrücke  der  Form  ('f,  )/')  zu  berechnen. 

Nur  dadurch,  dass  wir  die  Elemente  des  ungestörten  Problems  gerade 
in  der  Form  genommen  haben,  wie  sie  die  Hamiltonsche  Methode  giebt,  ist 
es  uns  möglich  geworden  die  Differentialgleichungen  so  zu  vereinfachen,  dass 
in  jeder  nur  ein  Differentialquotient  der  Störungsfunction  vorkommt,  und  dass 
der  Coefficient  desselben  sich  auf  die  positive  oder  negative  Einheit  re- 
ducirt.  Diese  Wahl  der  Elemente  ist  von  der  grössten  Wichligkeil;  deshalb 
haben  wir  bei  der  Bestimmung  der  Planelenbewegung  durch  die  Hamiltonsche 
Methode  die  dort  eingeführten  willkürlichen  Conslanten  ihrer  geometrischen 
Bedeutung  nach  genau  erörtert. 

Anstalt  die  Variablen  /^  und  AI  für  die  ursprünglichen  Variablen  p,  und 
(/.  in  das  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  einzuführen  und  so  auf 
indirectem  Wege  zu  der  partiellen  Differentialgleichung  -j — i2  =  0  zu  ge- 
langen, werden  wir  uns  im  Folgenden  die  Aufgabe  stellen,  die  Einführung 
jener  neuen  Variablen  unmilteli)ar  in  der  zum  Störungsproblem  in  seinen  ur- 
sprünglichen Variablen  gehörigen  partiellen  Differentialgleichung 

(9.)      ^  +  H+n  ^  0 

zu  bewerkstelligen.  Indem  wir  hierbei  von  der  zum  ungestörten  Problem 
gehörigen  partiellen  Differentialgleichung 

(10.)       ^  +  H  =  0 

eine  vollständige  Lösung  Vi,  als  bekannt  voraussetzen,  welche  zur  Bestimmung 
der  neuen  Variablen  li^  und  h't  erforderlich  ist,  werden  wir  von  der  partiellen 
Dilferenlialgleichung  (9.)  unmittelbar  zu  der  partiellen  Differentialgleichung 

(11.)     ^-n^o 

übersehen. 
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Die   partielle    Difl'erentialgleichung   (9.),    in    welcher   die    Grössen  />,, 
p,.    ....  p„  durch  die  partiellen  Dillercntialquolieiiten  -^ — ,  -^ — ■,  ...  ^, —    er- 
setzt sind,  ist  gleichhedeiitond  iiiil  der  totalen  Diirerentialgleichiing 
(12.j        f/r  =   -{II+n)df+p,d(j,+p,dq,  +  --+pJq,., 

wo  in  JI  und  SI  wieder  »,,  «,,  .  .  .  p,,  an  die  btelle  von  — — ,  —, — ,  .  .  .  ^j~ 

getreten  sind. 

Indem  wir  als  neue  Variahle  die  Functionen  einführen,  welche  im  un- 
gestörten Prohlem  willkürlichen  Conslanlen  gleich  werden,  hahen  wir  eine 
Substitution  zu  bewerkstelligen,  welche  von  derselben  Natur,  wie  die  in  der 
einundzwaiizigsten  Vorlesung  betrachtete,  aber  allgemeiner  als  jene  ist.  Im 
vorliegenden  Falle  wie  dort  sind  nicht  nur  für  die  unabhängigen  Variablen 
^1,  </,,  ...  (j„,  t  und  für  die  gesuchte  Function  V  derselben  neue  Variable 
einzuführen,  sondern  die  neuen  Variablen  sind  noch  überdies  von  px,  /;,,..  .  p„ 
d.  h.  von  den  nach  </i,  q,^  ...  q„  genommenen  Differentialquolienten  von  1 
abhängig.     Die  in  Rede  stehende  Transformalion  geschieht  folgendermassen : 

Die  partielle  Differentialgleichung  des  ungestörten  Problems  ist 

(10.)       ^-^  +  H  =  0, 

welche  wir  in  der  einundzwanzigsten  Vorlesung  *)  durch  die  Substitution 

Fo  =   W-ht 

auf  die  Gleichung 

H  =  h 

zurückgeführt  haben.  Die  vollständige  Lösung  W  dieser  partiellen  Difl'eren- 
tialgleichung  ist  eine  Function  von  </,,  5-0,  ...  q„,  welche  ausser  h  noch  die 
re— 1  willkürlichen  Constanten  /«,,  /«,,  .  .  .  h„_i  enthält.  Haben  wir  sie  ge- 
funden, so  ist  das  System  der  Integralgleichungen  des  ungestörten  Problems: 
dW  _  £VF_  dW 

dW       ,  ,  ,,       dW       ,,  dW 

=  t  +  li,     737- =  Ai, 


Da  /«,  /<!,  ...  Ii„_i  im  ungestörten  Problem  Constanlen  sind,  so  genügt  IF^  der 
totalen  Differentialgleichung 

dW  =  pidqi+PidqA ^p„dq„. 

*)   p.  165. 
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Im  Slörungsproblcin  dagegen  Irelen  an  die  Stelle  der  willkürlichen  Conslanten 
Functionen  der  Zeil;  h,  /?,,  ...  h„_i  werden  variabel,  nnd  es  kommt  zu  dem 
vollständigen  Differential  von    W  die  Summe 

hinzu.     Man  hat  also  im  Slörungsproblem 

(13.)     d  W  =  p^dq,  +p,d(j,  +  ■■■+p„d(j„  +  (/+//)  dh  +  h[dlu  +  lhdlh  +  -  +  h',.-xdh,.^i- 

Dies  ist  eine  Gleichung,  welche  durch  die  Integralgleichungen  identisch  er- 
lullt wird,  wenn  mau  die  früheren  Constanten  als  variabel  ansieht,  d.  h.  wenn 
die  Integralgleichungen  nicht  mehr  die  des  ungestörten,  sondern  des  Störungs- 
problems  sind.  Im  Störuugsproblem  also  ist  dies  eine  identische  Gleichung. 
Daher  wird  die  totale  Diirerentialgleichuug  (12.)  für  dV  nicht  alterirt,  wenn 
wir  die  Gleichung  (13.)  für  dW  von  jener  abziehen.  Nehmen  wir  die  Diffe- 
renz mit  entgegengesetztem  Zeichen,  so  ergiebt  sich 

,/ ( W~  T ")  =  (//+  -ß) dt  +  {t H- h') dh  +  h\  dh,  +  Ih dli,  +  ■■■  +  //„_, r/Ä_i . 

Durch  die  Integralgleichungen  des  Störuugsproblcms  wird  aber  auch  identiscii 
H  =  lt,  folglich  ziehen  sich  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Glieder  Hdt-\-tdli 
in  f/(M)  zusammen.     Indem  wir  dies  auf  die  linke  Seite  bringen,  erhalten  wir 

d{W-lit-V)  =.  ndt  +  h'dh  +  li,dh,  +  ---  +  h„_idK_i 

oder,  wenn  wir 

w-ht-y=  \\,-V=S 
setzen,  ■      • 

ds  =  ndt+h'dh+ihdh,+----vK,-,dh„_,, 

und  diese  totale  Differentialgleichung  ist  gleichbedeutend  mit  der  oben  erhal- 
tenen partiellen  Differentialgleichung 

(11.)     ~-n  =  0, 

in  welcher  die  Grössen  h',   h[,  ...  h„_,  durch  die  Differentialcmotienten  ~, 

'■  oll   ^ 

dS  dS  .    .       , 

öÄ~'  ■■'  1)11 —  ''"  ersetzen  suid.  Lndlich  ist  die  partielle  Differentialglei- 
chung (11.)  diejenige,  auf  welche  sich  das  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen (8.)  zurückführen  lässt.     So  sind  wir  auf  dem  kürzesten  Wege  zu 
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demselben  System  von  Diflerenlialgleicliungen 


(8.) 


dh 

vil 

dh, 

dn 

dh    , 

n — 1 

dSi- 

dt    ~ 

dh'  ' 

dt 

dh[ '    • 

dt     ~ 

n — l 

dh' 
dt 

oil 
'       dh  ' 

dh\ 
dt 

6Si 

du, '    •  • 

dh'  , 
dt 

dil 

gelangt,  welches  wir  früher  auf  anderem  Wege  gefunden  halten. 

Dieses  System  von  Dilfercnlialglcichnngen  gewährt  den  Yortlieil,  dass  man 
die  erste  Correcfion  der  Elemente  durch  blosse  Quadraturen  iindct.  Dieselbe 
ergiel)t  sich,  wenn  man  in  £1  die  Elemente  als  constant  ansieht  und  ihnen  die 
Werthe  beilegt,  die  sie  im  ungestörten  Problem  halten.  Dann  wird  £1  eine 
blosse  Function  der  Zeit  t,  und  die  corrigirten  Elemente  werden  durch  blosse 
Quadraturen  erhalten.  Die  Bestimmung  der  höheren  Correctionen  erfordert, 
dass  man  in  das  ganze  Detail  der  Astronomie  eingeht. 

Es  gilt  nocii  ein  anderes  merkwürdiges  System  von  Formeln,  welches 
sich  ebenfalls  auf  die  Einführung  der  Constanlcn  h,  A, ,  ...  ä„^j,  //,  Ai,  ...  /<;,_, 
als  Elemente  bezieht.  Von  den  beiden  Hauptformen,  unter  welchen  man  die 
Integralgleichungen  darstellen  kann,  haben  Avir  nämlich  bisher  diejenige 

n'  =  h'+t,   h,=ih,   .  .  .   //,;„,  =  //:_, 

betrachtet,  in  welcher  die  Gleichungen  nach  den  willkürlichen  Constanlcn  h,^ 
und  k[  aufgelöst  und  die  Grössen  //,  und  II,,  lediglich  Functionen  der  Variablen 
^1,  «/.,  ...  q„,  pi^  p,^  ...  p„,  sind.  Die  zweite  Hauplform  ist  diejenige,  in 
welcher  die  2«  Variablen  </,,  q,^  ...  </„,  /;,,  //, ,  .  .  .  p,,  als  Functionen  von 
/  und  von  den  Conslanlen  h,  ä^,  .  ..  A,_i,  h' ,  Al,  ..  .  Ii„_i  dargestellt  werden. 
Je  nachdem  man  die  eine  oder  die  andere  Form  wähll,  hat  man  es  in  der 
Slörungstheorie  entweder  mit  den  partiellen  Dilferenlialquotienlen  der  (irössen 
Z/^.  und  //,;  nach  den  Variablen  </,  und  p,,  oder  mit  den  Dilferentialquolienlen 
der  Variablen  q,  und  p,  nach  den  willkürlichen  Constanlcn  /*,,  und  AI  zu  thun; 
d.  h.  man  muss  entweder,  wie  Poisson,  die  DifFerenlialquolienten  der  Functionen, 
welche  den  Elementen  gleich  werden,  nach  den  Variablen  bilden,  oder,  wie 
Lagruufje ,  die  Dilferentialquotienten  der  Variablen  nach  den  Elementen.  In 
jedem  Fall  hat  man  ein  System  von  4«-  Dilferentialquolienlen  zu  bilden.  Die 
Conslanlen  h^  und  AI,  welche  man  durch  die //«/«///owscho  Form  der  Integral- 
gleichungen erhall,    haben   nun    ausser   den  schon  angeführten  merkwürdigen 
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Eigenschaften    auch   noch    die,    dass   beide  Systeme  von  Differenfialquotienten 
entweder  gleich,  oder  entgegengesetzt  werden. 

Nach  dem  in  der  vorigen  Vorlesung  bewiesenen  Satz  hat  man  nämlich: 


(i4 


(//.,//)  =0,  (ff,,ff,)=0, ...  Ctf.,/fi_0=0,  CH„Hd=0,  (//.,7/.+,)=ü, ...  (ff„/f„_,)=0, 
(i/„//')=0,  iH.,Hl^=0, ...  (7/.,ff;_0=0,  (ff„ /?:)=!,  (ff,, H,+0  =  0. ...  [H„H'„_0=0. 
In  diesen  2«  Gleichungen  sind  die  2n  partiellen  Differentialquotienten  von  H, 

dq,  '      0^2  '      ■    ■    ■       6q„  '      öp,  '      öp,  ">      '    '    '      dp,,  ' 

die  wir  als  die  Unbekannten  des  Systems  ansehen  wollen,  linear  enthalten. 
Als  Coefficienten  dieser  2«  Unbekannten  finden  sich  in  den  Gleichungen  (14.) 
die  2«  Grössen 

BH        _6H_  _dH_       §^       i]L  M^ 

öp,  '  dp.  '      ■    ■    ■  g'j9„  '       dq^  '       dq.,  ''      '    '    '       dqn 

und  die  entsprechenden  aus  der  partiellen  Differentiation  von  //j,  //,,  ...  //„_i, 
H',  i/i,  •  •  •  /^,_i,  //,,  Hl+ii  •  •  •  H„_i  hervorgehenden  Grössen.  Auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichungen  (14.)  steht  überall  Null,  mit  alleiniger  Ausnahme 
derjenigen  Gleichung,  deren  Coefficienten  Differentialquotienten  von  //,  sind, 
und  in  Avelcber  die  rechte  Seite  der  Einheit  gleich  ist. 

Das  nämliche  System  von  linearen  Gleichungen,  d.  h.  ein  System,  in 
welchem  die  Coefficienten  und  die  rechten  Seiten  ganz  dieselben  sind,  erhält 
man  aber  für  die  nach  h',  genommenen  Differentialquotienten  von  — /^i,  —pi-,  ■■■ 
—p„,  ^1,  (/:,  ...  </„•     In  der  That,  die  Integrale 

H=h,  H,  =  h,,     H,  =  L,     .  .  .     H,  =  h,,     .  .  .     //„_,  =  A„_,, 

H'==t  +  h',     Hl  =  lh,     H,=L,     ...     H;  =  h-,     ...     //„_,  =  A:_, 

werden  identische  Gleichungen,  wenn  man  sich  in  denselben  für  die  Variablen 
</,,  q.,  ...  q„,  Pi'  Pi,  ■■  .  p„  ihre  \^'erthe  in  t  und  den  2/t  willkürlichen 
Constanten  eingesetzt  denkt.  Daher  kann  man  sie  nach  jeder  der  willkür- 
lichen Constanten  partiell  differentiiren  und  erhält  durch  Differentiation  nach 
h',  das  System  von  Gleichungen 


(15. 


ohi  dh,  dhi  dhi  0%  ahi 

fe^O.  ^  =  0,  ...  ^^  =  0,  ^  =  1,  ^^  =  0.  ...  ^'  =  0, 

\dhi  '    dhi  dhi  öhi  '     dh,  '  dhi 
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von  welchen  die  erste  z.  B.  in  cnUvickelter  Form  folgendermassen  laulel: 
dH_öp^     dH_dp^  L  i^^  I  :^^  I  ^  ^  I  ...  1  _^^  ^  0 

öp,    dfi,        öp,   clu        '"       '^P"    dli,         öq,    db'i        Sq.,  'dh',  dq„    dh-     ~ 

Dies  System  imterscheidel  sich  von  dem  System  (14. J  nur  dadurcli,    dass  an 
der  Stelle  der  früheren  Unhekannlen 


dHi            dH, 

dq,  '            öq,'      ■    ■ 

dH, 

dq„  ' 

dH, 

dpr 

dHi 

dp,'  ■ 

dH, 

dp,. 

ig  die  Grössen 

dp,            dp, 
dhi              dh, 

dp,, 

dh',   ' 

dq, 

dh',  ' 

dq, 

dh'i  ' 

dq„ 
dh. 

stehen.  Aber  wenn  in  zwei  Systemen  linearer  Gleichungen  die  Coefficienten 
und  die  constanten  Terme  einander  gleich  sind,  so  sind  es  auch  die  Unbe- 
kannten, es  sei  denn,  dass  die  Determinante  des  Systems,  d.  h.  im  vorliegenden 
Fall  der  Ausdruck 

^      dH  dH,         dH„^i  dH'  dH't         dH,Li 
"  —  dq,    dq,  dq„      dp,    dp,  dp,,    ' 

verschwinde.  Diese  Determinante  verschwindet  indessen  niemals,  denn  sonst 
wären  die  2«  Grössen  //,  //j,  ...  //„_i,  //',  /f/,  .  .  .  //„_,  nicht  von  ein- 
ander unabhängige  Functionen  der  2n  Variablen  </,,  q,-,  ■■•  q„,  jh-,  />;,  ...  p„. 
und  das  System  der  Integrale  wäre  unzulänglich,  um  diese  2«  Variablen  als 
Functionen  von  h,  /«i,  ...  /«„_,,  /*'  +  /,  f'i-,  ■■■  /*!,-!  zu  bestimmen,  was  un- 
möglich ist.  Demnach  sind  beide  Systeme  von  Unbekannten  einander  gleich, 
d.  h.   man  hat 

dq^  _       dH^        dq^_       dH^  dq^  _       dHi_ 

\'dfh~      '^'       dh:,~       dp,'      ■    ■   ■       dh'.    ""       dp,,' 

^      '■'         ]dpj___dH         dp^^_m  dp,,  ^       dHj 

\  dh'i  ""       dq,  '      ah'^    "       dq,  '      '    '    '       3h[   ~       dq„  ' 

Diesem  System  von  Formeln,  welches  aus  der  Vergleicbung  der 
Systeme  (14.)  und  (15.)  hervorgegangen  ist,  steht  ein  anderes  zur  Seite, 
welches  durch  blosse  Vertausciuing  aus  diesem  hergeleitet  werden  kann.  Die 
Systeme  (14.)  und  (15.)  geben  nämlich  wiederum  richtige  Gleichungssysteme, 
wenn  man  für  alle  Werthe  des  Index  i  an  Stelle  der  Grössen  ohne  Strich 
//,,  li,  die  negativ  genommenen  entsprechenden  Grössen  mit  einem  Strich 
—H'i,  —li,,  dagegen  an  Stelle  der  Grössen  mit  einem  Strich  //,,  h',  die  po- 
sitiv genommenen  enlsprcchenden  Grössen  ohne  Strich  //,,  //,  schreibt.    Diese 

Jacobi,    Dynamik.  «37 
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Arl  von  Verlauscluing  inuss  daher  auch  aul'  das  System  (16.)  anwendbar  sein 
und  ergiebt  aus  demselben  das  neue  System  von  Formeln: 


[  "S*/.   _ 

dHl 

dq^ 

dHi 

ah, 
(17.) 

dp,  _ 

Öll, 

dp,  ■ 

dq,   ' 

dh, 

dp, 

dh. 

~       dp,  ' 

BHl 
-       dq,  ' 

Wir  fassen  das  ganze 

(  Fornif 

■Isyslem 

(16.)  und 

(17.) 

zusammen : 

dqk  _ 

dH, 

dqu   _ 

du: 

öä;  " 

dp,' 

dh,   ~ 

dp, ' 

dpk  _ 

diu 

dH, 

dq,  ' 

dpk 
dhi  ~ 

bh; 

dq,  ' 

dq,, 

dHi 

dhi  ~ 

dp,, 

dp„ 

dHi 

dh,  ~ 

dq„ 

in  den  vier  Gleichungen 


und  sprechen  das   gewonnene  Resultat  in  nachstehendem  Satz'')  aus: 

Denkt  man  sich  vermiitelst  des  in  der  Hamiltonschen  Form  avf'geslellteu 
Systems  der  Integrale 

H=h,  H,  =  h,,     ...     //„_i  =  /<„_,, 

H'  =  h'  + 1,  H[  =  A,,  ...  7/,L,  =  AL, 
einerseits  die  Constanten  h,,  h',  durch  die  Variablen  p,,  q,  und  die  Zeit  t  aus- 
gedruckt, andrerseits  ans  denselben  Gleichungen  diese  Variablen  durch  die 
Constanten  und  l  dargestellt,  so  sind  die  bei  der  erst  er  en  Darstellungsweise 
gebildeten  partiellen  Differentialquotienten  der  Constanten  nach  den  \  ariablen 
p,,  q,  und  die  bei  der  letzteren  Darstellungsweise  gebildeten  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten  der  Variablen  p,,  q,  nach  den  Constanten  abgesehen  vom 
Zeichen  paarweise  einander  gleich. 


*)    Dieser  Satz  ist  unter  dem  21.  Nov.   1838  der  Berliner  Akademie  mitgetlieilt. 
Vgl.  Cre/fcs  Journal,  Bd.  XXX,  p.  117;  Math.   Werke,  Bd.  I,  p.  277. 

(Ende  der  Jacobischeu  Vorlesungen  über  Dynamik.) 
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Die  Inteoration  der  nicht  linearen  partiellen  Differentialgleiclinngen 

erster  Ordnung  *). 

Die  Integration  der  partiellen  Diirercnliaigleicliung  f—li  oder  11— h 
wurde  in  der  zweiunddreissigslen  Vorlesung  (pp.  251,  252)  aul"  das  System  der 
^ simultanen  Gleichungen 

(1.)       (//„//,)  =  0 

zurückgeführt.  Sind  die  Functionen  //  diesen  Gleichungen  gemäss  heslimml, 
so  liefern  die  Gleichungen 

(2.)       H=h,     H,=/i /f„_,  =  //„_, 

solche   Ausdrücke  der  p,  für  welche 

f/r  =  l>i(lqi-\-  ]h(l(h'\ Vp.,dp„ 

ein  vollständiges  Differential  wird.  Statt  nun  aher  die  simullane  Integration 
des  Systems  (1.)  mit  Hülfe  der  in  der  vicrunddreissigsten  Vorlesung  darge- 
legten Principien  fortzuführen,  kann  man  sich  die  Aufgahe  stellen,  sofort  die 
Ausdrücke  zu  finden,  welche  y;,,  />..,  ...  p„  in  Folge  der  Gleichungen  (2.) 
annehmen.  Denken  wir  uns  zuerst  //,  als  Finiclion  der  q  und  der  Grössen 
/^,,  />3,  .  .  .  p„  gesucht;  sodann,  wenn  dieses  gefunden  ist,  p,  als  Function  der 
q  und  der  Grössen  p^^  p^,  .  .  .  p„  elc. ,  wie  dieses  in  der  einuuddreissigsten 
Vorlesung  (p.239)  angenommen  wurde.  Wenn  y;,,  p.....}),  gefunden  sind,  so 
kann  man,  ehe  man  zur  Aufsuchung  von  y^^,  übergeht,  die  erstem  Grössen 
durch  y>i+i,  Pi+i^  ■  ■  ■  p„  und  die  q  ausdrücken.  Die  *  Gleichungen,  denen 
die  Function  p^  dann  gleichzeitig  zu  genügen  hat,  findet  man  aus  Gleichung 
(7.)  der  einunddreissigsten  Vorlesung  (p.245),  wenn  man  in  dieser  i'  der  Reihe 
nach  durch  die  Zahlen  1,2,...«  ersetzt  und  Z+l  an  die  Stelle  von  i  setzt. 
Da  p,.  dann  von  y^^i,  yv.+o,  .  ..  p„,  dagegen  p.., ,  nur  von  /^,^,.,  p,^_,,  .  .  .  p„ 
abhängt,  so  giebt  die  angeführte  Gleichung  folgendes  System : 


*)  Jacobi  Vv-urdc  im  Frülijahr  li''4;5  durch  schwere  Krankheit  verhiodcrt,  seine 
Vorlesungen  über  Dynanillc  zu  Ende  zu  führen.  Die  Anlaf>;e  derselben  zc'ii;t  liinliiug- 
lich,  dass  er  als  iSciiluss  derselben  seine  Jlethode  der  Intefjration  niclit  linearer  par- 
tieller Differentialgleichungen  erster  Ordnung  vorzutragen  beabsichtigte,  welche  sicli 
in  einer  im  Jalire  1838  vcrt'assten  vollständig  ausgearbeiteten  Abhandlung  unter  seinen 
nachgelassenen  Papieren  vorgefunden  liat,  und  welche  von  mir  im  ßO"'''"  Bande  des 
matliematisclicn  Journal;^  veröffentlicht  worden  ist.  Unter  Zugrundelegung  dieser  Ab- 
handlung versuclie  ich  hier  im  Sinne  J(trol)i>^  die  Lücke  zu  ergänzen,  welche  am 
Schlüsse  seiner  Vorlesungen  über  Dynamik  geblieben  war.  C. 
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0  = 


0  = 


dq, 


dp, 


6p.+i     dp,      ,    dp.+i     öp, 


dq,+i       dp,^2  dqi+1       öp,+3  öt/i+j 
dp,     dpi+i         dp,     dpi+i         dp,     dpi+i 


+  ■ 


dp,+i     dp, 
dp,,      dq„ 

dp,     dp.+i 


(3.) 


dp.+  i  dqi+i  dp,+2  dq.+2  dp, +3  dqt+i 

dpi+i  dp,  dp,+i    dp,  dpi+i  dp, 

dq,  dqi+i  dp.+i  dqi+2  dpi+3  dqi+i 

dp,  dp,+i  dp,  dpi+i         dp,  dp,+  i 


opn      uq„ 

dp,  +  i     dp. 


dp,,       dq„ 
dp,     dpi^i 


dp,+i    dqi+i        öp,+2  o</,+2        dpi+3  äq,+3 


dp,,      dq„    ' 


0  = 


dpi- 


opi 


dpi+i     dpi        dpi+i     dpi 


dq,         dq,+i       dp,+2  dq,+2    '    dp,+i  dqi+3 
dp,    dp,+i         dpi    dpi+i         dpi    dp,  +  i 


dp,+i     dp, 
dp,,      dq„ 

dp,    dpi+, 


dp,+i  dqi^.i       dp,^i  dqi+2       dpi+3   dqi+3  dp,,      dq„ 

Wir  können  dies  System  noch  dadurch  umformen,  dass  wir  nicht  jw.^i 
als  Function  von  p,^,-,  p,+3-,  ■  ■  ■  p„,  ?n  ^h-)  ■  ■  ■  <],.}  sondern  eine  Gleichung 

f  =  Const. 
suchen,   welche  zwischen  p,+i  und  diesen  Grössen  besteht.     Dann    ist,   wenn 

df     dp,+i    .     df 


dp.^i     dph 


und  für  jeden  Werth  von  h: 


df     dpi+i 


dph 

er 


=  0, 


0. 


dpi+i     dqh         dqh 

Wenn  man  also  die  Gleichungen  (3.)  mit  ^         multiplicirt,    so  nehmen  die- 
selben folgende  Form  an: 

dq,       dq,+i  dpi+i  '^  dqi+2  äpi+2  dq„  dp,, 

dp,       df  dp,       df dp,    df 

dp,+i  dq,+  i       dpi+2  dqi+2  dp,,  dq„  ' 

0  =   J^f    I     ^P2  ^f      I     ^Ih       Sf      ,    dp,    df 

^li       öqi+i  dpi+i  dq,+2  dpi+2       ' '        dq„  dp„ 

dp,  df          dp,       df dp,    df 

dp,+i  dq,+i  dp, +2  dqi+2                 dp,,  dq„  ' 


(4.) 


0 


df     ,      dp.       df      ,     dp,        df 


dq. 


dqi+i   dp,+i 
dp.       df 


dqi+2  dpi+2 
dp.       df 


•  + 


dpi+i  dqi+i        dpi+2  dqi^ 


dp^d£_ 
dq„  dp,, 

dp^dl_ 
dp,,  dq„ 
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Die  simultane  Inlegralion  dieses  Systems  stützt  sich  auf  die  Sätze,  welche  am 
Ende  der  einunddreissigsten  Vorlesung  und  in  der  vierunddreissigslen  Vorle- 
sung gegeben  wurden,     Ist  p^  irgend  eine   der  Grössen  pi^  p^i  ■  ■  ■  p,-  "»d  ist 

die  Gleichung,  vermöge  deren  p^  sich  durch  p,,i-.  Pi^i-,  ■  ■  ■  p„,  9n  ^31  •  •  ■  7. 
ausdrückt,  so  ist 

dqi,         ~    d(],,     ~    dqi,    ' 
ist  aber  k<Zi+ii  so  hat  man 

dph  '  dp,. 

Die  Gleichungen  (4.)  können  daher  auch  mit  Hülfe  der  Bezeichnung  (</',  </') 
so  geschrieben  werden: 

(5.)        (/;</'.-p.)  =  0,     {f,q>,-p,)  =  0,     ...      {f,<f,-p,)  =  0. 

Bildet  man  nun  den  Ausdruck  {(fy—p,,  (fx—P).)-,  wo  y.,  l  irgend  zwei  der 
Zahlen  1,2,...?  bedeuten,  so  findet  man 

Denn  sowohl  (p^—p,  =  0,  als  (px—px  —  0  gehören  dem  System  von  Gleichungen 
an,  welche  zur  Bestimmung  der  p  dienen;  nach  dem  am  Ende  der  einund- 
dreissigsten Vorlesung  gegebenen  Theoreme  muss  also  obiger  Ausdruck  ver- 
schwinden. Nun  wurde  in  der  vierunddreissigslen  Vorlesung  dargethan,  dass, 
wenn  {(p,  1//)  =  0,  aus  einer  Lösung  F  der  Gleichung 

u;<p)  =  0 

die  weiteren  sich  ableiten  lassen: 

F'  =  {F,  V'j,     F"  =  {F',  v)     u.  s.  w. 
Wenden  wir  dies  auf  irgend  zwei  Gleichungen 

(/",  y. -/'.)  =  0,     if,(pi-P>.)=0 
des  Systems  (5.)  an,  so  folgt,  dass  aus  irgend  einer  F'unction  F,  welche  der 
Gleichung 

{F,V.-P.)  =  0 
genügt,  eine  Reihe  von  andern  Lösungen  derselben  Gleichung  gebildet  werden 
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kann,  nämlich 

F'  =  (F,  (p,-p,) ,     F"  =  (F',  (f.-p,)     n.  s.  w. 
Kiullicli  also  auch :  ist  F  eine  simultane  Lösung  der  Gleichungen 

[f, (fi-pi)  =  0,    (/; (f, -p.)  =  0,    ...    (/■, (^7,_, -)»,,_,)  =  0, 

so  sind  auch 

F'  =  (F,  <f,-p,) ,     F"  =  (F',  n  -Ih) ,     .  .  . 
simultane  Lösungen  derselben  Gleichungen. 

Nehmen  wir  also  an,  es  sei  eine  gemeinsame  Lösung  F  der  ersten  /«— 1 
Gleichungen  (5.)  gel'unden,  und  es  soll  eine  Losung  gesucht  werden,  welche 
auch  noch  der  A'"'  dieser  Gleichungen  genügt.  Dann  kann  man  versuchen, 
ob  es  eine  dieser  lelzlern  Gleichung  genügende  Function  <t>  gebe,  welche 
nur  eine  Function  von  den  aus  ihr  entwickelten  Lösungen  F,  F',  F",  . ..  F*^""'' 
und  von  den  Grössen  <7,, ,  <//+,,  ■  ■  ■  qi  ist,  welche  letzteren  offenbar  die  A— 1 
ersten  Gleichungen  (5.)  (oder  (4.))  befriedigen.  Die  Zahl  ,«  ist  dadurch  be- 
schränkt, dass  F'"'  sich  durch  die  vorhergeisenden  Functionen  F,  F',  . . .  F'"""" 
und  durch  <//, ,  <//,+,.  ■    ■  q,  ausdrücken  lässl,  dass  also 

F'"'   =   niF,F',...F^"-%q,„q,,^,,...q,). 

Nun  ist  die  Gesammtzahl  aller  gemeinsamen  Lösungen,  welche  h—i  von  ein- 
ander unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen  mit  den  2n  —  i 
Variablen  r/,,  ^n,   ...   q„,  /*,_,_i,  p,+2i  ■  ■  ■  p„  überhaupt  zulassen  können: 

2n-i-{h-l}; 

datier  ist  di<!  Anzahl  der  Argumente  der  Function  FT  höchstens  dieser  Zahl 
gleich,  also  .  '     , 

it  +  i-(h-i)^2n-i-{h~l), 
oder 

fi=^2{n-i). 
Sehen  wir  nun  eine  Lösung  0  der  Gleichung 

(6.)         {^,q,-p„)    =    0 

als  eine  Function  der  Argumente  von  77  allein  an,  so  erhalten  wir 

0    =    {<J:>^cp,,-p,:) 


w 


(7.)    r  "i^iF,<f,.~iH)+l^{F',<p,-p„)+-+J^{F^"-'\cp,-~p,) 

,  50  ,  ,  ,    dm   ,  6(1) , 


—    295     — 

Da  in  der  h'""  (ileicluing-  des  Sysiciiis  (4.)  oder  (5.)  nur  nüch  r/,, ,  niclil  aber 
nach  r//,  , , ,  7/,,^,  ...   q,  difl'orciiliirl  wird,  so  vorscinvinden  die  Coef'licienten 

iqi.-H '  Vi'  -p/')  •>    (li'\--. ■>  '■Ph  -Ph] ,    •  •  •    i^.,  Hh  -pi) , 

und  man  lindol  ausserdem:  ,         i  .     , 

('//.,  (f'i-Ph)  =  1- 
Berücksichtigl  man  ferner  das  Bildungsgeselz  der  Functionen  F,  so  sieht  man. 
dass  die  Gleichung-  (6.)  oder  (7.)  in  folgende  ül)ergehl : 

Der  Anblick  dieser  Gleichung  lehrt,  dass  es  wirklich  möglich  ist,  eine  Func- 
tion </»  in  der  angegebenen  Weise  zu  bestimmen;  denn  die  Coefficienten 
dieser  Gleichung  enthalten  nur  die  Variablen,  von  denen  0  abhangig  ge- 
dacht wurde. 

Um  eine  Lösung  der  Gleichung  (8.)    zu   finden,    braucht    man  nur  ((in 
Integral  des  Systems 

dqi,  '         dqi,  '  dqi, 

oder,  was  dasselbe  ist.  ein  erstes  Integral  der  Dilferenlialgleichung  /t'"' 
Ordnung 

cfF 


<i'^l 


=   77 


zu  suchen,  wo  in  Fl  die  Grössen  F',    F" .    .  .  .  F'"   "   durch    -; — ,  -y^,  .  .  . 
1 —   zu  ersetzen  smd. 

Man  kann  dieses  Resultat  in  folgendem  Salz  aussprechen:  Wenn  man 
eine  simultane  Lusmxj  der  ersten  h—i  Gleichungen  des  Systems  (4.)  oder  (5.) 
kennt,  so  erfordert  die  Auffkidnng  einer  Lösung,  welche  auch  noch  der  h''" 
Gleichnng  genügt,  nur  die  Kenntniss  eines  ersten  Integrals  einer  Differential- 
gleichung, deren  Ordnung  die  2(?i  — «)''"  nicht  übersteigt. 

Um  nun  überhaupt  eine  simultane  Lösung  des  Systems  (5.)  zu  finden, 
hat  man  nur  den  soeben  durchgemachten  Process  /mal  hintereinander  auszu- 
führen. Man  sucht  eine  Lösung  F  der  ersten  Gleichung  (5.)  oder  ein  Integral 
des  Systems  von  2{n~i)  Difierentialgleichungen 
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(/;>.+!  _        dp,             rf/).-i-o  __  dp,  dp,,  _        dp, 

dq,      "       äq,+i  '           dq,      ~~  dqi+2  '                           dq,  dq„ 

dqi+i   _        dp,               dq.+i  _  dp,  dq,.  _         dp 


dq,  dpi+i  '  dq,  dp,+n  ■  dq,  dp„ 

Man  enhvickelf  daraus  die  andern  Lösungen  derselben  Gleichung 

F'  =  {F,(f,-p,\  F"  =  (F',f/,-/.,),   ...   F^">^n{F,F\...F^"-'>,q,.q,....q.). 
Jedes  erste  Integral  der  Gleichung 

"       d"F  rrfv    dF  d^'-^'F  \ 

■  -        -d^  =  ^^^'dq-:^----d^u^^'i'-^'i^^---'i') 

welches  eine  willkürliche  Conslante  enthält,  liefert  dann  eine  Lösung,  welche 
den  beiden  ersten  Gleichungen  (5.)  genügt.     Sei  4>  diese  Lösung;  man  bilde 

Jedes  erste  Integral  der  DilTerenlialgleichung 

welches  eine  willkürliche  Constante  enthält,  giebt  dann  eine  Function,  welche 
den  ersten  drei  Gleichungen  (5.)  genügt,  u.  s.  vv. 

Die  Auffindung  einer  simultanen  Lösung  des  Systems  (5.)  oder  (4.) 
erfordert  also  die  Kennlniss  je  eines  ersten  Integrals  von  /  Difl'ercnlialgleichun- 
gen.  deren  erste  von  der  2(m  — «)"""  Ordnung  ist,  während  die  andern  auch 
von  niedrigerer  Ordnung  sein  können. 

Der  ganze  Verlauf  des  Integrationsgeschäftes  erfordert  also  zunächst 
die  Bestimmung  von  p,  aus  der  gegebenen  partiellen  Dilferentialgleichung. 
Hat  man  diese  geleistet,  so  sucht  man  erstens  ein  Integral  des  Systems  von 
2 {n  —  \)  Ditl'ercntialgleichungen : 


dp,   _       dp, 
dq,              dq,  ' 

dp,  __       dp, 
dq,             dq,  • 

dp,,  _       dp, 
dq,             dq„  ' 

dq,              dp, 
dq,            dp,  ' 

dq,           dp, 
dq,              dp,  ■> 

dq„  _       dp, 
dq,            dp,. 

Aus  dem  gefundenen  Integral  bestimmt  man  p,  als  Function  der  q  und  der 
folgenden  p,  und  indem  man  diese  Function  in  den  Ausdruck  von  p,  einführt, 
stellt  man  p,  in  gleicher  Weise  dar. 

Hierauf  sucht   man   zweitens   ein    Integral    des    Systems    von    2  («  —  2) 
DüFerentialffleichuno-en : 
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dp,  _      dp, 
dq,               dq,  ' 

dp,  _       dp, 
dq,             dq,  ' 

dp,,  _       dp, 

dq,    ~       dq„  ' 

dq,  _      dp, 
dq,             dp,  ' 

dq,          dp, 
dq,           dp,  ' 

dq„  _       dp, 
dq,             dp,,  ' 

wobei  die  DüForcntialquolienten  von  ju,  in  dem  neuen  jetzt  festgesetzten  Sinne 
zu  nehmen  sind.     Ein  Integral  dieses  Systems  sei  F=Consf.     Man  bilde 

dq.,        dq,   dp,  '^  dq,   dp,'^'"       " 
dp,   dF       dp,    dF 


SP3  <5?3  dp,  dq, 

dp,  dF'  dp,  dF' 

ö?3   dp,  dq,  'df, 

dp,  dF'  dp,  dF' 


^q,       dq,  dp,  "^  dq,  dp. 


dq., 

öp„ 

dp, 

dpn 

dF 
dq.,' 

dp, 
dq„ 

dF' 
dp,. 

dp, 
dp. 

dF' 
dq.,' 

'^Pi   dq,        dp,   dq, 
u.  s.  w. 

bis  man  zu  einer  Function  F^"' gelangt  (/t!^2(«— 2)),  welche  sich  als  Function 
von  q,.  F,  F',  ...  F''"^''  darstellen  lässt.     Ist  dieselbe 

F<'"  =  n{F,F',...F^"-'\q:), 

so  suche  man  ein  erstes  Integral 

- /„    dF     d'F           df-'F        \         ^       , 
fpiF,-. —  ,^-T-,... i-,9o)  =  Consl. 

V    '  dq,   '   dql    '  dq^r'     '  ^'^ 

der  Dill'erentiaigleichung  /('"  Ordnung 

d"F    _        /      _rfF      ff  F  </"-'  F         \ 

dq':     ~~    ^    '  dq,'    dql'-      dq^'     '  ^'^ 

und  bilde  die  Gleichung 

<P{F,  F',  F", . . .  F"'-",  </,)  =  Const. 

Diese  Gleichung  dient  zur  Bestimmung  von  pi.  Hat  man  dieses  durch  p^. 
Ps,  ...  p„  und  die  q  ausgedrückt  und  dadurch  auch  p,,  p.,  als  Functionen 
eben  dieser  Grössen  dargestellt,  so  sucht  man  dnlteas  ein  Integral  des  Systems 
gewöhnlicher  Diflerentialgleichungen 

dp^^      dp^        dp^^      dp^  dp„  ^      dp, 

dq,  dq,  '       dq,  äq^'      '    '   '       dq,  dq„ ' 

dq^^_dp^         dq^^_dp^        _  dqn  ^       8p, 

dq,  dp,  '       dq^  dp,  '      '  dq,  dp„ 

Ist   dieses  Integral   V^  =  Const.,  so  bilde  man  wieder 

.Jacobi,    Dynamik.  OO 
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dq^       <5fy,  öp,       dq,  €%  oq,.  dpn 

_dp^öW__dp^ö^ dp,  d^! 

dp,  dq,       c>,  dq^  dp„  dq,,'' 

fj(/,  "*"  dq,  dp,       dq.^  dp,  dq„  dp,. 

_dPj_^_^^_  3p,  dW 

dp,  dq,       dp,  dq,  dp,,  dq,," 

u.  s.  w. 
bis  man  zu  uincr  Function 

gelang!  (r  !jj^  2(?«  — 3)),  und  suche  ein  erstes  Integral 
der  Diirerentialgleicliung  j'"'   Ordnung 


„/,„  f/y^  (fy^       d--'v  \ 


dql  \     '  dq,  ■>    dql  '  dq'^ 

Aus  der  Function 

X[w,H'-',  r', ...  '/-■*'-"_, f/,, 73) 

bilde  man  nun  die  weitern  Functionen 

Ö(/,  "^  öfy,  e/J,  "''  dq,   dp,  dq„  dp„ 

dp^   dX       dp^  dX  dp,   dX 

dp,  dq,       dp,  dq,  dp„  dq„  ' 

S(h        3'h   3Pi        3'^h   3Po  t)<jr„   dp„ 

_dp^i]^_^d]^_..        ^Ih  3X' 

dp,  dq,       dp,  dq,  dp,,   dq„  ' 

u.  s.  w. 
bis  man  zu  einer  Function 

gelangt  ((*  <j^  2(w  — 3)).     3Ian  suche  sodann  ein  erstes  Integral 

dX         rf'"-"X 


dq,  dq 

der  Diflerentialgleichung  (>'"  Ordnung 


-"^(^^'^'•••^^'^/O  =  ^'«"''• 


^■'X   _       /      dX_        rf^"-"x 
den   ~    ^      ^''/3''"  A/r'"''' 
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Die  Gleiclmng 

£l{X,X',...X^"-'\q,)  =  Consl. 

dienl  dann  dazu,  p^  durch  />,,  jOo,  .  .  .  p„  und  die  q  auszudrücken,  und  also 
auch  pi.  p.^  pi  durch  diese  Grössen  darzustellen. 

Indem  man  auf  diese  ^Yeise  Forllahrt,  gelangt  man  endlich  dazu,  dass 
;>, ,  p,^  ...  p„_i  durch  p„  und  die  ij  ausgedrückt  sind.  Man  sucht  dann  die 
letzte  Grösse  p„  durch  die  q  allein  auszudrücken.  Und  zwar  sucht  man  zu- 
nächst ein  Integral  ^  des  Systems 

dp,,  _  dp,         dq„  __       dp, 
dq,         dq„  '       dq,  dp,, 

Man  bildet  sodann 

r'  =    ^^   .  8p,  öS      dp.,  dS 
"  dq,  ~^  dq„  dp„       dp„  dq„ ' 

r-'  =  ^+^^-^^ 
dq,        dq„  dp„       dp,,  dq„  ' 

von  denen  jedenfalls  die  letztere,  wenn  nicht  schon  die  erstere,  sich  durch  Z, 
beziehungsweise  c,  Z'  und  die  Grössen  ^2,  q^^  ...  </„_,  ausdrücken  lässt.  Man 
integrirt  dann  entweder,  wenn 


ist,  die  Gleichung 

oder,  wenn 

ist,  die  Gleichung 


-'   =   n{Z,q.,qi,...q„^i) 


Z"  =  n{Z,Z',q-,,q,,...q„_i) 
=    n\'^,-r-,q2,q,,...q„^i)- 


dql  ^    '  dq^ 

Indem  man  den  DifTerentialquolienten  von  Z  wieder  durch  Z'  ersetzt,  gelangt 

man    dann   im  ersten  Falle    zu    einer   Function    r=  l'(J',  </.,«/,,...  </„_,),    im 

zweiten  Falle  zu  einer  Function   Y=  Y[Z,Z',  </. ,'/3i- ••'/-.-i)-    Aus  der  Function 

Y  werden  sodann  die  Functionen 

,  _     8Y       dp,     dY       dp,     dY 
~     äq,        dq„    dp„        dp,,    dq„  ' 

dq,         dq„    dpn         dp,,    dq„ 
abgeleitet,    u.  s.  w.     Indem   man    so  fortfährt,   gelangt  man    endlich  zu  einer 
Function  Z,  aus  welcher  man  die  Functionen 

38* 
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y,    _      dz        dp„-i   dz  _  dp„-i    dZ 

~   dq„_i  "^    dq„     dp,,         dp„     dq„  ' 
y"   _     ^-Z'     ,   öp,._,  dZ'      dpn-i  dZ' 


~   äq„_i    '      dq„     dp,,         dp„     dq„ 
ableitet.     Ist  schon  Z'   eine  Function    /7  von    Z   und    9„_,,    so    inlegrirt  man 
die  Gleichung      ^ 

'^^     =  /7(Z.^,._0, 


dq„-i 
und  ihr  Integral  liefert  die  letzte  Gleichung,  vermöge  deren  p„  sich  durch  die  q 

ausdrückt.     Ist  aber  erst 

Z"   =   /7(Z,  Z',  q„_,\ 

so  sucht  man  ein  erstes  Integral  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

d'Z  „/„      dZ  \ 

Ist  dieses  Integral 

so  ist 

e{Z,Z',q,_,)  =  Const. 

die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  p„. 

Durch  diese  Operationen  ist  die  Aufsuchung  einer  vollständigen  Lösung 
der  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  soweit  geführt,  dass  nur  noch 
die  Quadratur 

V  =  y  ( Pi  flqi  +P2  d(h^ Hj3„  dq„) 

auszuführen  bleibt.  Wenn  man  alle  vorkommenden  Systeme  auf  je  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  höherer  Ordnung  reducirt,  so  ist  im  Ganzen 
je  ein  Integral  zu  suchen  für 

1  Differentialgleichung       2(«— 1)'"  Ordnung, 

2  Differentialgleichungen  2  («—2)'"  Ordnung, 


i  Differenlialgleichungeu  2(m— «)'"  Ordnung, 

n—\   Differentialgleichungen  2'"  Ordnung. 

Aber  nur  im  ungünstigsten  Falle  erreichen  alle  Differentialgleichungen  wirklich 
die  hier  angegebene  Ordnung.  Im  allgemeinen  wird  von  jeder  Klasse  nur 
eine  Gleichung  jene  Ordnung  erreichen,  die  Ordnungen  der  andern  aber  werden 
sich  mehr  oder  minder  erniedrigen. 


Nachgelassene  Abhandhiiigen. 


lieber  diejenioen  Probleme  der  Mechanik,  in 

welchen  eine  Kraft efnnction  existirt,  und 

über  die  Theorie  der  Störnni>en. 


,  '  E  i  II   I   e  i   t   II   11   <>■. 

W  enn  ein  freies  Syslem  materieller  Funkle  von  keinen  iiiuiern 
Kräften  getrieben  wird,  als  solchen,  die  von  ihrer  gegenseitigen  Anziehung 
oder  Abstossung  herrühren,  so  kann  man  die  Dilferentialgleichungen  ihrer  Hc;- 
wegung  vermittelst  der  partiellen  Dillereiitialquotienten  einer  einzigen  Function 
der  Coordinaten  der  Punkte  auf  eine  einfache  \A'eise  darstellen.  fM(jr(i)/i/c. 
welcher  zuerst  diese  wichtige  Bemerkung  gemacht  hat,  hat  zugleich  aus  dieser 
Form  der  DiiVerentialgleichungen  grossen  Vortheil  für  die  analytische  Mecha- 
nik gezogen.  Es  musste  daher  die  hohe  Aufmerksamkeil  der  Mathematiker 
erregen,  als  Herr  Hannitoii,  Professor  der  Astronomie  in  Duiilin  und  könig- 
licher Astronom  für  Irland,  in  den  Philosophical  Transactions  nachwies,  dass  man 
in  dem  gedachten  Falle  der  3Iechanik  auch  sämmtliche  Inlegralgleicluinaen 
der  Bewegung  vermittelst  der  partiellen  Dilferenlialquotienten  einer  einzigen 
Function  auf  eben  so  einfache  Weise  darstellen  kann.  Es  ist  dies  ohne 
Zweifel  die  bedeutendste  Erweiterung,  welche  die  analytische  Mechanik  seil 
Lagrange  erfahren  hat.  Ich  werde  im  Folgenden  die  von  Hamilton  gefundenen 
neuen  Fundamentaltheoreme  aus  den  bekannten  Differentialgleichungen  nach 
Anleitung  des  Verfassers  ableiten,  und  einige  wesentliche  Erweiterungen 
derselben  angehen,  welche  in  einigen  Fällen  sogar  für  die  wirkliche  Aus- 
führung der  Integrationen  bisher  nicht  bemerkte  Yortheile  darbieten.  Die 
Theoreme  Hamiltons^  in  ihrer  Verallgemeinerung  aufgefassl,  führen  die  In- 
tegration der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  auf  die  Integration  einer 
einzigen,  nicht  linearen,  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück. 
Die  Theorie  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  erhält  auf  diese  Weise 
eine  erhöhte  Wichtigkeit,  indem  von  ihr  ein  bedciileiider  Theil  der  Probleme 
der   Mechanik    abhängig    gemacht   wird,    unter  welchem    die   Bewegung    der 
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Körper  unseres  Sonnensyslenis  mitiiibegriffen  ist.  Man  hat  diese  Theorie  mit 
Unrechl  bisher  durcli  die  Arbeiten  von  Lagranye  und  Pfaff  für  abgethan  er- 
achtet, während  sie  noch  einen  grossen  Spielraum  für  Untersuchungen  dar- 
bietet, weiclie  eben  so  viel  neue  und  wichtige  Resullale  für  die  Mechanik 
versprechen:  die  Theoreme  Hamiltons  selbst  tragen  auf  bedeutende  und  un- 
erwartete Weise  zur  Vervollkommnung  dieser  Theorie  bei,  obgleich  der  Ver- 
fasser dieses  rein  analytische  Interesse  nicht  hervorgehoben  hat. 

§.   1.     Die  Beweguugsgleicliimj^en  bei  Existeuz  einer  Kräftefunctioii. 
Oleichiing  der  lebendigen  Kraft. 

Lagranye  hat,  in  einem  sehr  ausgedehnten  Falle  der  Mechanik,  den  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  die  einfache  und  merkwürdige  Form  gegeben: 

d"-x,    _  _ö£_ 
dt'     ~    ox.   ' 

d'y,  _  _oV_ 

di-  ~     dy.   ' 

d'z.,  _  _alJ_ 

df  '"  ~ln~' 

oder  die  den  rechtwinkligen  Coordinalen  parallelen  Componenten  der  auf  die 
verschiedenen  Funkte  eines  Systems  wirkenden  Kräfte  durch  die  nach  den 
entsprechenden  Coordinaten  genommenen  partiellen  DifTcrentialquotienlen  einer 
einzigen  Function  ausgedrückt.  Der  Fall  der  Mechanik  ist  der  der  Bewe- 
gung eines  freien  Systems  materieller  Punkte,  auf  welche  Kräfte  gegenseitiger 
Anziehung  oder  Abstossung  Avirken:  es  können  überdies  die  einzelnen  Punkte 
noch  nach  festen  Cenlren  gezogen  oder  von  denselben  abgestossen  werden, 
auch  von  conslanten  Parallelkräften  soliicilirt  werden.  Man  braucht  hierbei 
nicht  vorauszusetzen,  dass  jeder  Punkt  nach  allen  übrigen  und  den  festen 
Centreu  nach  demselben  Gesetze  angezogen  oder  von  denselben  abgestossen 
wird;  nur  muss  zwischen  je  zweien  sich  anziehenden  oder  abslossenden 
Punkten  des  Systems  die  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  Statt 
finden.  Die  Function  U,  deren  parliellc  Differenlialquotienten  die  Kräfte 
geben,  kann  man  die  Kräfte function  nennen.  Für  n  Punkte,  die  sich  nach 
dem  -\>«-/(7«schen   Gesetze  anziehen,  wird  sie  z.  B. 

jj  __    ^  numk 

wenn  r,*  die  gegenseitige  Distanz  zweier  Punkte  des  Systems  bedeutet,  deren 


m. 


'». 


m. 
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Massen  m,  und  7%   sind,    und    die    Summe   auf  alle  Combinationen  je   zweier 
Funkle  ausgedehnl  wird. 

Wenn  das  System  niciil  frei,  sondern  irgend  welchen  Hedinj>-unoen 
unterworfen  ist,  sei  es,  dass  die  Punkte  desselben  mit  einander  oder  mit  festen 
Punkten  irgendwie  verbunden,  oder  gezwungen  sind,  sich  auf  gegebenen  Cur- 
ven  oder  Oberflächen  zu  bewegen,  so  hat  Lagmnge  durch  glückliche  Ein- 
führung von  Multiplicatoren  den  Dillerenlialgleichungen  der  Bewegung  dieselbe 
einfache  Form  zu  erhallen  gewussl.  Es  seien  die  Bedingungen  des  Systems 
ausgedrückt  durch  die  zwischen  den  Coordinalen  der  materiellen  Punkte  ge- 
gebenen Gleichungen 

/■=0,     y=0,     etc., 
so  erhält  man  für  jeden  Punkt  des  Systems,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
Xi,  iji,  z,  sind,  und  dessen  Masse  m,  ist,  die  Gleichungen: 

d'-x.  du     ,   .    df     ,   .     dff 


dt'  dxi  dx,        ''  dx. 


dl"-  dy.  dy.     '     '  dy,  ' 

in  welchen  Formeln  die  verschiedenen  Multiplicatoren  l,  li,  etc.,  welche  in 
die  partiellen  üiH'erentialquolienfen  der  verschiedenen  Functionen  f,  (f,  etc. 
multiplicirt  sind,  für  alle  J^inkte  des  Systems  dieselben  bleiben.  Man  erhalt 
die  Multiplicatoren  vermittelst  der  Auflösung  bloss  linearer  Gleichungen  durch 
die  Coordinaten  der  Punkte  und  ihre  nach  den  Coordinatenaxen  zerlegten 
Geschwindigkeiten  ausgedrückt,  indem  man  die  vorstehenden  Werthe  der 
zweiten  Differentiale  der  Coordinaten  in  die  zweiten  Dili'erentiale  der  Be- 
dingungsgleichungen /■=0,  7:  =  0,   etc.  substiluirt. 

3Ian  kann  immer  ein  Integral  der  vorstehenden  Diircrentialgleichungen 
erhalten,  weldies  von  den  Bedingungen  des  Systems  unabhängig,  und  unter 
dem  Namen  des  Princips  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  bekannt  ist. 
Multiplicirt  man   nämlich   die  vorstehenden  Dilferentialgleichungen   mit 

dx,  dy,  dz, 

dl    '      ~dr'      llF' 

und  addirt  alle  ähnlichen  Gleichungen,  die  man  für  die  verschiedenen  Punkte 
des  Systems  erhält,  so  verschwinden  die  in  die  Multiplicatoren  X,  A,,  etc. 
muüiplicirten  Ausdrücke  vermöge  der  Bedingungsgleichungen  des  Systems,  und 
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cli<'    l)eiden  Seiten    der   Gleicluinjj   werden   integrabel.      Man   erhall    nach    ge- 
schehener Integration  die  Gleichung: 

oder  wenn  man  mit  r,  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  dessen  Masse  m,  ist, 
bezeichnet, 

I-Zw,»-   =   U+h, 


wo  k  eine  hinzugefügte  willkürliche  Constante  ist.  Bezeichnet  man  mit  v", 
U"  die  Werlhe  von  p,  und  U  zu  irgend  einer  Zeit  /„,  so  kann  man  die  vor- 
stehende Gleichunif  auch  so  schreiben: 


Den  Ausdruck 


^[^m,v,v-^»i,p!i^n   =   U-U". 


—  m,iy 


nennt  man  die  lehcndhje  Kraft  des  Sijstems,  und  die  vorstehende  Gleichung 
besagt,  dass,  wenn  ein  System  materieller  Punkte,  aul'  welches  Kräfte  der  oben 
angegebenen  Art  wirken,  und  welches  irgend  welchen  Bedingungen  unter- 
worfen ist,  in  einer  gewissen  Zeit  durch  seine  Bewegung  aus  einer  Position 
in  eine  andere  rückt,  und  man  die  Bedingungen  des  Systems,  d.  h.  die  Ver- 
bindungen der  Punkte  unter  sich  oder  mit  andern  festen  Punkten,  oder  die 
Curven  oder  Flächen,  auf  denen  die  einzelnen  Punkte  sich  zu  bewegen  ge- 
zwungen sind,  auf  irgend  eine  beliebige  Art  abändert,  jedoch  so,  dass  das 
System  wieder  in  einer  gewissen  Zeit,  während  dieselben  Kräfte  darauf  wir- 
ken, durch  seine  Bewegung  aus  der  ersten  Position  in  die  zweite  rücken 
kann:  der  Gewinn  oder  Verlust  an  lebendiger  Kraft  am  Ende  der  Bewegung 
in  beiden  Fällen  ganz  der  nämliche  ist  oder  sich  unverändert  erhält.  Dieses 
ist  die  Eigenschaft  des  Systems,  welche  man  die  EihaltuiKj  seiner  lebendigen 
Kraft  genannt  und  welche   dem   Principe  seinen  Namen   gegeben  hat. 

Die  obige  Form  der  Diil'erenlialgleichungen  der  Bewegung  kann  auch 
nocii  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden,  wo  die  Punkte  des  Systems  nach  an- 
dern heweglichen  Geniren  gezogen  werden,  wenn  dieselben  von  den  Punkten 
des  Syslenis  keine /?eac//oM  erleiden,  und  ihre  Bewegung  anderweitig  gegeben 
ist.  Dies  wäre  z.  B.  der  Fall  der  Bewegung  eines  Comelen,  der  von  den 
Kür|)ern  des  Sonnensystems  angezogen  wird,  wenn  man  die  Bewegung  dieser 
letztem  als  bekannt  voraussetzt.  Die  Kräftefunction  U  enthält  dann  noch 
ausser  den  Coordinalen  der  Punkte  des  Systems  die  Zeit  t  explicile,  und  der  Salz 
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von   der  lcl)eii(li<fon  Kml"!   hört   auf  seiiip   Gülliffkeil   zu   haben.      Die  Gleichiuiff 
wird   nämlich   für  diesen   Fall 


^Sm,p]  =   V—J-^dl, 


1  rr 

wenn  --7—  den  partiellen  DilTerentialquotienlen  von  V  nach  /  hedeiilet.  inso- 
weit /  in  U  noch  ausser  den  Coordinaten  der  Punkte  vorkommt.  Ebenso- 
wenig' gelten  für  diesen  Fall  die  andern  Principe  der  Mechanik.  In  einem 
besondern  Fall  indessen,  der  für  mehrere  Beweyunoen  im  Sonnensysicm  eine 
bedeutende  Annäherung-  abgiebl.  wenn  man  nämlich  die  Bewegung  eines 
masselosen  Punktes  sucht,  der  von  zwei  Körpern,  die  sich  in  einem  Kreise 
gleichförmig  um  ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  drehen,  nach  dem  'New- 
/oKSchen  Gesetze  angezogen  wird.  hai)e  ich  ein  neues  Integral  gefunden, 
welches  eine  gewisse  Combinalion  der  beiden  Principe  von  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  und   der  Erhaltung  der  F'lächen   darbietet. 

Die  Vorlheile.  welche  aus  der  obigen  Form  der  Dill'erentialgleichungen 
der  Bewegung  gezogen  werden  können,  bestehen  in  der  Leichtigkeit,  mit 
welcher  man  vermittelst  dieser  Form  die  Probleme  der  Mechanik  in  Gleichung 
setzen,  die  bekannten  Principien  der  Meciianik  beweisen  und  gehörig  be- 
grenzen, ferner  alle  für  nölhig  erachteten  analytischen  Transformationen  aus- 
führen kann;  endlich  ist  es  durch  diese  Form  möglich  geworden,  der  Methode 
der  Variation  der  Conslanten  die  grosse  Vollkommenheit  und  Allgemeinheit 
zu  geben,  welche  sie  erreicht  hat.  Aber  in  neuster  Zeil  hat  llainillon  auf 
diese  Form  der  Dill'erentialgleichungen  Betrachtungen  gegründet,  welche  den 
Analysten  bisher,  trotz  ihrer  F^infachheit  und  F'ruchtbarkeif,  entgangen  waren, 
und  welche  ihn  darauf  geführt  haben,  die  oben  näher  bezeichneten  Probleme 
der  Mechanik,  welche  unter  dieser  Form  in  Gleichung  gesetzt  werden  können, 
unter  einem  ganz  neuen  Gesichtspunkte  darzustellen.  Dieser  Gesichtspunkt 
wird  desto  wichtiger,  weil  er  in  Verbindung  mit  andern  Erweileruniien  des 
Integralcalculs  für  die  liilccjralion  der  erwähnten  Dilferenlialgleiciiungen  die 
merkwürdigsten  Vortlieile  darbietet.  Man  findet  die  Arbeiten  Hamiltons^  von 
denen  ich  hier  reden  will,  in  den  Philosophical  Transactions  der  Royal  Society 
in  zwei  Abhandlungen  (1834   P.ll..   1h:}5  P.  1.). 


39* 
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§.  2.  Die;  Hamiltonsche  Form  der  Integralgleichungen.  Die  Grundfunction. 
Wie  Lagrange  die  Diirerciitinlffleichun^en  der  Jlechanik  in  den  ge- 
dachten Fällen  durch  die  partiellen  DiflVrentialquotienlen  einer  einzigen  Function 
darstellt:  so  hat  Ilamillon  gezeigt,  dass  auch  sämnilliche  Integrale  derselben 
durch  die  partiellen  Dilferenlialquotienten  einer  einzigen  Function  dargestellt 
werden  können.  Ich  werde  mich  ini  Folgenden  zunächst  auf  die  Belrachlung 
eines  ganz  freien  Systems  materieller  Punkte  beschränken. 

Es  seien  die  Massen  der  n  Punkte  des  Systems  TOj,  OTo,  w^,  ...  m„, 
und  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes,  dessen  Masse  m^  ist,  Xi, 
y,,  z,;  es  seien  ferner  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Systems, 
wie  oben: 


nh 


X, 


du 


m. 


m. 


df  dxi  ' 

d%    ^     dlJ_ 
de     ~     öy,   ' 

d%    __    dU_ 

de   ~   ÖS.  ' 

in  welchen  Gleichungen  dem  Index  /  die  Werthe  1,  2,  3,  ...  re  zu  geben 
sind.  Man  hat  so  3w  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zwischen  den 
6«  Coordinaten  und  der  Zeit,  deren  vollständige  Integrale  Qn  Gleichungen 
zwischen  der  Zeit,  den  6«  Coordinaten  und  ihren  nach  der  Zeit  genommenen 
Differenlialquotienten  sind,  welche  6«  willkürliche  Constanfen  enthalten.  Man 
setze,  der  Kürze  halber,  die  nach  der  Zeit  genommenen  Differenlialquotienten 

der  Coordinaten 

dx,  ,  dy,  I  dzi  , 

ur""^"    ~dr^y"     iir""^" 

und  bezeichne  mit  S  das  Integral: 

'■'-  ,    ■       ,    .       , 

S  =J    lU+^^mi{x,Xi  +  y,y,  +  Z;Z,)]dt. 

ij 
Zu  den  6n  willkürlichen  Constanten  in  den  6«  Integralgleichungen 
nehme  man  die  Werthe,  welche  die  6w  Grössen  x,,  y,,  z,,  x,.  y,,  z-  für 
^  =  0  annehmen,  und  welche  ich  respective  mit  «,,  ft,,  c,,  «■,  6-,  c,  bezeichnen 
will,  so  geben  die  Integralgleichungen  des  vorgelegten  Systems  Differential- 
gleichungen die  6«  Grössen  x,,  y,,  Zi,  x,,  y\,  z,  als  Functionen  von  t  und 
von  ihren  6«  Anfangswerthen  a,,  b,,  c.,  «! ,  &i,  c  .  Man  erhält  daher  durch 
eine  abermalige  Integration  auch  S  als  Function  derselben  Grössen. 
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Die  vollständige Inlegration  der  vorgeleolen  DilTerentiiilgleicluingen  giebl 
6ff  Gleichungen  zwischen  der  Zeil  /.  den  6«  Grössen  a;,,  y,,  z,,  x',,  y\,  a,' 
und  den  6n  Grössen  «,,  b,,  c,,  a\,  h,,  c\.  Man  kann  vermitlelst  dieser  Glei- 
chungen aucii  die  6w  Grössen  .r',  //, ,  s, ,  «j ,  b,,  c,  durch  /  und  die  (3w  Grössen 
Xi,  y,,  Z;,  (I,,  b,,  r, ,  ausdrücken.  Suhsliluirt  man  diese  Ausdrücke  in  den 
gefundenen  Werlh  von  S,  so  wird  auch  S  eine  Function  von  /  und  den  6« 
Grössen  x^,  y,,  s^,  «,,  6,,  r, ,  d.  h.  ,S'  wird  eine  Function  der  Coordinalen 
der  Orte,  welche  die  Punkte  des  Systems  in  zwei  verschiedenen  Positionen 
desselben  einnehmen,  und  der  Zwischenzeit,  welche  das  System  gebraucht  hat, 
um  aus  einer  Position  in  die  andere  zu  kommen.  Kennt  man  auf  irgend  eine 
Art  diesen  Ausdruck  von  S  durch  t  und  die  (5«,  Grössen  x,,  y/. ,  s, ,  «,,  6,.  c, , 
so  geben  nach  Hamilton  die  nacii  diesen  letztem  genommenen  partiellen  Dif- 
ferentialquolienten  von  S  unmittelbar  die  Ausdrücke  der  6/*  übrigen  Grössen 
x,,  yi,  z'j,  a,,  h,,  c\  durch  dieselben  Grössen  /,  x^,  y^,  Zi,  «,,  b,,  c,  und 
mithin  die  sämmtlichen  6«  Integralgleichungen  des  Problems. 

Man  hat  nämlich,  wie  Haiuilloii  zeigt,  die  Gleichungen: 


dS 
da, 

=  —nhai, 

dS 

dS 
db. 

^-mX, 

es 

äS 
de, 

=  -m,c[. 

in  welchen  dem  Index  i  wieder  seine  n  Werthe  I,  2,  3,  ...  n  zu  geben 
sind.  Die  Sti  Gleichungen  rechts  sind  die  endlichen  Gleichungen  der  Bewe- 
gung selbst,  d.  h.  'S/i  Gleichungen  zwischen  den  3w  Coordinalen  x,,  //, ,  :•,  und 
der  Zeit  /  mit  6«  willkürlichen  Constanten  a,,  b,,  c,,  ä^,  b,,  c,.  Die  Glei- 
chungen links  sind  die  3«  DilTerentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
der  Zeit  /.  den  Coordinalen  o-,,  y,,  z-,,  und  ihren  nach  der  Zeit  genommenen  Dif- 
ferentialquolienten  x'„  y',,  z-,  mit  nur  3«  willkürlichen  Conslanlen  «,,  b,,  c,.  Diese 
letztem  Gleichungen  nennt  IlaiitiltoH  auch  die  Zwisclienmteyrak'.  Die  Function 
der  Zeil  /,  der  Coordinalen  der  Punkte  des  Systems  und  der  einer  Zeit 
t  =  0  entsprechenden,  anfänglichen  Werthe  derselben,  welche  im  Vorstehenden 
mitS  bezeichnet  ist,  und  welche  allein  sämmlliclie  Integralgleichungen  des  Pro- 
blems giebl,  nennt  Haimllon  die  characterislisclie-  oder  die   (iniiu/fti/tcl/on. 

Die  vorstehenden  Formeln  gellen   auch   dann,   wenn  die  Kräftefunclion 
U  die  Zeil  t  cxplicHe  enthält,  auf  welchen  Fall  HuiuiUou  seine  Untersuchungen 
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nicht  ausgedehnt  hat.  Wenn  die  Kräftetunclion,  wie  Hamilton  dieses  voraus- 
setzt, und  wie  es  insgemein  der  Fall  ist,  eine  blosse  Function  der  Coordi- 
naten  ist,  welche  nicht  ausserdem  noch  die  Zeit  /  explicile  enthält,  kann  man 
die  Function  S  auf  eine  einfachere  Weise  dofiniren,  als  es  oben  geschehen 
ist.  In  diesem  Falle  gilt  nämlich,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  der  Satz  von 
der  Erhallung  der  lebendigen  Kraft,  oder  die  Gleichung 

'\^m,{x',x,  +  y[y',^  z,z,)  =   U+h, 
und   man  hat  daher 

"■(1 

^m,  ( X,  X,  +y,y,-\-  z-,  s, )  dl  —  ht 
'Udt  +  hL 


V' 


in   welchen   Formeln    man    die  willkürliche    Conslanie   A    ebenfalls   durch    die 

Anfangs-  und  Endwerihe  der  Coordinaten   auszudrücken  hat. 

Um    die    partiellen    Ditl'erentialquolieuten    der    Function   S  nach    allen 

Grössen,  die  sie  enthält,  zu  kennen,  muss  noch  der  Werth  von 

dS 
et 

angegeben  werden.  Bedient  man  sich,  wie  bereits  im  Vorigen  geschehen  ist, 
der  Charaklerislik  d  für  die  partielle  Dill'erentialion,  dagegen  der  Charakte- 
ristik (l,  wenn  man  die  Coordinaten  x,.  y,,  z,  als  Functionen  der  Zeit  /  be- 
trachtet und  nach  t  vollständig  diH'erentiirt,  so  hat  man: 

dS  dS    ,   „(  es    ,      dS    ,      dS    ,\ 

wenn  man  unter  dem  Summenzeichen  dem  /  seine  Werihe  1,  2,  3,  ...  n 
giebl.     Subslituirt  man  in  diese  Gleichung  die  Werihe 

ds  .ÖS         .es 

-g^^=m,x„     -^  =  m,y,.     ^  =  '".^o 

so  verwandelt  sie  sich  in  folgende: 

dS  <5S    ,    „ ,     ,    ,, 

Anderseits  aber  erhält  man  aus  der  für  S  gegebenen  Definition 

dS 

—^  =   U+  i:Sm.{x,x,+y,y,  +  z',z[), 
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und   (lalior  diircli   Veroleichiing  beider  Ausdrücke 

welches  der  verlangle  parliello  Dillerentialquolienl  von  S  nach  1  ist.  Wenn 
U  nicht  /  explicite  entlialt,  so  g-ieht  diese  Gleichung-  zufolge  des  dann  Stall 
findenden   Satzes  von   der  lebendigen   Kraft : 

dS  . 

-w  =  -''' 

welche  Formel  den  Ausdruck  der  Constante  li  durch  die  Zeit  und  die  Anfangs- 
und Endwerthe  der  Coordinaten  giebt. 

Die  Gruiulfnnclion  kann  auf  mannichfache  Weise  abgeändert  werden, 
zugleich  mit  den  Variabein,  welche  sie  enthalt,  ohne  ihre  characteristisciie 
Eigenschaft  zu  verlieren,  das  heissl  ohne  dass  sie  aufhört,  durch  ihre  par- 
tiellen Dilferenlialquotienten  die  Integralgleichungen  des  Problems  zu  gel)en. 
Hamilton  giebt  mehrere  Functionen  an,  welche  man  zur  Grundfnnclion  wählen 
kann.  Die  merkwürdigste  von  diesen  ist  diejenige,  welche  er  seiner  ersten 
Abhandlung  zu  Grunde  gelegt  hat,  in  welcher  er  statt  der  Zeil  /  die  Grösse 

}.:^m,{x-x-  +  tj\y,  +  z-z,)--U  =  H, 
welche  nach  dem  Salze  von  der  lebendigen  Kraft  eine  Conslanle  /*  wird,  als 
Variable  einführt,   während  die    übrigen  Variablen    der  Grundfunclion    unver- 
ändert bleiben.     In  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  wird 

wo  a  die  halbe  grosse  Axe  der  Bahn  bedeulel.  Für  diesen  Fall  ist  also 
diese  Wahl  der  Variablen  der  Grundfunclion  dieselbe,  die  man  mehreren 
Untersuchungen  in  der  Planeten-  und  Kometentheorie  zu  Grunde  gelegt  hat, 
in  welchen  man  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coordinaten  und  die 
grosse  Axe  die  Zwischenzeit  und  die  übrigen  Elemente  der  Bahn  ausdrückt. 

Man  kann  die  neue  Grundfunclion  aus  der  Function  S  durch  folgende 
Betrachtung  abieilen.  Dilferentiirl  man  S  gleichzeitig  nach  allen  Grössen,  die 
es  enthält,  so  wird  zufolge  der  oben  gegebenen  Formeln: 


=   —Hd't  +.Sm,  (x'i  ()>;  +  y,d)i,  +  z'i  dz^) 
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Setzt  man  ' 

S  =  -Ht+V, 

so  folgt  hieraus 

c5"F  =  tdH  ->r  ^tni{x',Sxi-\-  y',Sy,-'r  z[(Sz,) 

—  JSnii  [d-  (Ja,  -\-b',8b  +  c,  de) . 

Wenn  man  daher  zu  Variahlen  der  Function  V  die  Anfangs-  und  Endwerthe 
der  Coordinaten  und  die  Grösse 

H  =  \^mi{Xix',^y',y',^z\z\)—U   ■ 
nimmt,  so  erhält  man  unmitteli)ar  durcii  die  nach  diesen  Variablen  genommenen 
partiellen  Differentialquotienten  von    V  die  6«  Grössen  x,,   y,,  z',,   a,,  b,,  c,, 
und    die   Zeit    /.     Die    vorstehende  Gleichung   giebt  nämlich    die  Werthe    der 
6»+l  partiellen  Dilferenlialquotienten  von   V: 


dV 

6x^ 

=  m,x',, 

dV 
da. 

-m,a], 

dV 

^m,y\. 

dV 
db,  ~ 

-~m,b\, 

dV 
dz. 

=  m,z',, 

dV 
dci 

-m.Cif 

dV 
dH 

=   t. 

Die  Function    V  wird,  wenn  man  den  Werth  von  S  und  H  substituirt: 

V  =  J'\\Zm,{x,x\  +  y\y\^z,z,)+U]dt 
'  II 

+  (i  ^m,  (.tI  X,  +  y',y',  +  z[z',)  -  U)  t. 

Dieser  Ausdruck  wird  für   den  Fall,   wo    der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft 

gilt  und  daher  H  eine  Consfanle  wird,  viel  einfacher.    Man  hat  dann  nämlich : 

[^:Zm,{x.x:  +  M^+^lz:)-U]t  =  Ht  =J"Hdt  =J'\^^m,{x!,x,+y\y\+zfi\)~U]dt, 

U  l) 

und  daher 

y  =  J  -m,{x[x',+y',y',  +  z[z'i)dL 

<i  ■  5 

Dies  ist  der  von  Hamilton  gegebene  Ausdruck  von  V.  Weil  in  dem- 
selben die  unter  dem  Integralzeichen  in  das  Zeilclement  mulliplicirle  Grösse 
die  lebendige  Kraft  ist,  nennt  Ham/Ifon  die  Function  V  auch  die  ainjehmifte 
lebendige  Kraß. 
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^\onn  die  Kräflerunclioii  U  nicht  t  explicite  enlhäll,  kann  man  die 
üiircrcMilialolt'ichiinffen  der  Bewegung  blos  als  Gleiciiungen  erster  Ordnung 
zwischen  den  6«  Grössen  x,,  y^,  s^,  x,,  y, ,  3,;  ohne  /  belrachtcn.  Man  kann 
nämlich  die  Difl'erentialglcichungen  der  Bewegung  iolgenderniassen  darstellen: 


dXi 

dy< 
dt 

dz, 

~dr 


=  x, 


oder  durch  die  Proportion 

dxi 
dyi 
ds, 
dx'i 
.  dy'i 

dz'i 


i  du 


y,, 

dx, 
dy^ 
dZi 
dx2 
dy, 
dz'2 

t 

X, 

>h 

Z'n 

\  du 


in. 


m 


m, 


dx, 

du 

*  dt 

dxi  ' 

dy\ 
dl 

du 

dii 

du 

dt 


m^ 

dx^ 

'  WJj  ÖXj 

1 

du 

1  du 

m. 

öy, 

m,  ö//, 

1 

du 

1   du 

dz. 


dXi  :  .  .  .  :  dx„  : 
dy^      : ..  .:     dy„  : 

wSj        :  .  .  .  I      w5„  I 

dx'i  :  .  .  .  :  dx'„  : 
dy'i  :..  .:  dy'„  : 
dz'3     :  .  .  .  :     dz'„  : 

Xi      :  .  .  .  :      x„   : 

y\     •■■■■■■    y'n  ■■ 

z'i      :  .  .  .  .      z'„  : 

±^du_.      .  1  at/  , 

m^  öxj m„dxn 

i_dU_^         ,   i    du  ^ 
»«3  Ö//3 m„  dy„ 

±dU__  i    du 

»I,  dz^ m„  dz„  ' 


in  welcher  t  nicht  mehr  vorkommt.  Diese  Proportion  vertritt  die  Stelle  von 
6?«— 1  Dillerentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  den  6n  Grössen  .xv, 
y,,  z.,  x',,  y',,  z-',,  welche  sich,  wenn  man  den  Satz  von  der  lebendigen  KrafI 
benutzen  will: 

^:Smi(x'ix',-it-y',y'i-\-  z',z',)  =  U+h, 

auf  H«— 2  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  6w  — 1  Variablen 
reduciren.  Hat  man  diese  Gleichungen  vollständig  integrirt  und  dadurch  alle 
ihre  Variablen  durch    eine  von  ihnen,    z.  B.  Xi,    die  willkürliche  Conslanle  li 

.(acobi,    Dynamik.  40 
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und  6«  — 2  andre  willkürliche  Constanten  ausgedrückt,  so  erhält  man  die  Zeit 
/  durch  eine  einmalige  Quadratur  vermiltelst  der  Formel: 

dx, 


t  +  r=J 


X, 

wo  T  eine  neue  willkürliche  Constante  ist.  Die  Integration  der  3«  DilFerential- 
gleichungeu  zweiter  Ordnung  kommt  daher,  wenn  U  nicht  t  explicite  ent- 
halt, auf  die  Integration  von  6«  — 2  Dill'erentialgleichungen  erster  Ordnung, 
den  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  und  eine  einmalige  Quadratur  zurück. 
Wenn  t  auch  explicite  in  U  enthalten  ist,  also  das  eine  Integral  der  lebendigen 
Kraft  nicht  mehr  gilt,  hat  man  zwei  Integralionen  mehr  auszuführen. 

Zur  Auflindung  von  F  braucht  man  nur  die  6«— 1  Gleichungen  zwischen 
den  (vi  Grössen  x,,  y,,  s,,  x[,  y,,  z[  zu  kennen,  und  hat  nicht  nöthiy  die 
Quadratur,  welche  t  giebl,  auszuführen.  Man  kann  nämlich  den  oben  gegebenen 
Werlh  von    V  folgendermassen  darstellen: 


V  =  y  —  w*i  i^'.  dx.  +  y'.  <hj,  +  z\  dz,) , 


wo  das  Integral,  wenn  man  alle  Grössen  durch  .rj  ausgedrückt  hat,  von  Xi  =  a, 
an  zu  nehmen  ist,  für  welche  Grenze  man  gleichzeitig  hat : 

t  =  r^  ■ 

.,  ■    ".       ■  ,  . 

Kennt  man  also  die  6h— 1  Gleichungen  zwischen  den  6w  Grössen  x^,  y,,  z,, 
x'„  y\,  z',,  so  werden  t  und  V  jedes  unabhängig  durch  eine  Quadratur  gefunden. 
Es  giebt  einen  sehr  ausgedehnten  Fall,  der  auch  die  Bewegung  der 
Himmelskörper  in  sich  begreift,  in  welchem  die  beiden  Quadraturen,  durch 
welche  man  t  und  V  findet,  auf  einander  zurückkommen,  so  dass,  wenn  man 
f  bereits  gefunden  hat,  es  keiner  andern  Quadratur  bedarf,  um  V  zu  finden, 
und  umgekehrt.  Es  ist  dies  der  Fall,  wenn  U  eine  homogene  Function  der 
Coordinaten  ist.  Ist  nämlich  U  eine  homogene  Function  der  Coordinaten  von 
der  Dimension  f,  so  beweist  man  leicht  die  Formel: 

_^— -r  =  tht  +  .Zmi{xix[+y,y[  +  zX) 

—  .^m,{a,a^  +  bib'i  +  c,c,). 
Hat  man  also  /  und  die  Grösse 

■      :     ^m,{x,x',  +  y,y[  +  z,z',) 
-2:mi{a,a,^bX-\-CiCi) 
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durch  h  iiiul  die  6«  Grössen  x,,  y^,  z,,  ö^,  6,,  c,  ausgedrückt,  so  kennt  man 
durch  die  vorstehende  Formel,  ohne  weiter  eine  Quadratur  auszuführen,  den 
verlang-len  Ausdruck  der  charakteristischen  Function  Y.  Für  das  Weltsystem 
wird,  wie  oben  angegeben  ist,  die  Kräftefunclion: 

also  eine  homogene  Function  der  Coordinaten  von  der  (—1)'"'  Dimension. 
Setzt  man  daher  f  =  — 1,  so  erhall  man  für  das  Wellsystem: 

4  V  =  ~lif-{-  ^jn,  (.r,  x',  +  «/i «/i  +  s, z  ■) 

—  :^m,{a,a\  +  b,b-  +  CiC',). 

Man  sieht  übrigens  aus  diesen  Formeln,  dass  man,  wenn  U  eine  homogene 
Function  der  Coordinaten  ist,  nicht  nur  ]',  sondern  auch  noch  das  neue  Integral 


/•' 


dt 

allgemein  angeben  kann. 

Wenn  U  von  der  (—2)"'"  Dimension  ist,  welches  der  Fall  ist,  wenn 
die  Anziehungen  sich  umgekehrt  wie  die  Guben  der  Entfernungen  verhalten, 
so  kann  man  nicht  mehr  V  durch  die  vorstehenden  Formeln  bestimmen. 
Diese  geben  aber  zwei  neue  Integrale,  nämlich  die  Gleichungen: 

:Snh{x,x,  +  tj,yi+z,z;)  =  a  +  2ßf  +  2ht' 
:Smi{Xix'r\-y,y'i  +  z,z'i)  =  ß+2ht, 

wo  a,  ß  willkürliche  Constanten  sind. 

Ich  will  noch  bemerken,  dass  man  aus  derselben  Ouelle  einen  Salz  ab- 
leiten kann,  der  sich  auf  die  Stabilität  des  Weltsystems  bezieht.  Sind  X,  Y, 
Z  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Systems,  und  setzl  man 

■  '  Y'     —         '^^  V     —     i^  y,      _         rfZ 

^  ~  dl         '  '  ^  dt         '  ^  "  dt         ' 

SO  kann  man  den  Ausdruck 

^m.[{x]-Xj  +  iy:-Y'f+(z~Z'n 

die  lebendige  Kraft  des  Systems  um,  seinen  Schwerpunkt  nennen  und  leicht 
den  Satz  beweisen,  dass,  wenn  irgend  ein  freies  System  Körper,  welche  sich 
umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  anziehen,  stabil  sein  soll,  seine 
lebendige  Kraft  um  den  Schwerpunkt  abwechselnd  grösser  und  kleiner  werden 
muss  als  die  Kräftefunclion,  aber  immer  kleiner  bleiben  muss  als  die  doppelte 

40* 
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Kräfte fnnction.  Wenn  für  irgend  einen  Zeitmoment  also  die  lebendige  Kraft 
um  den  Schwerpunkt  des  Systems  grösser  als  die  doppelte  Kräffefunction  oder 
der  doppellen  Kraftefunclion  gleich  ist,  so  weiss  man,  dass  das  System  oder 
wenigstens  einige  seiner  Theile  ins  Unendliche  auseinandergehn. 

§.  3.     Die  charakteristisclie  Function  für  die  Planetenbewegung. 
Um  ein  einfaches  und   lehrreiches  Beispiel    zu  haben,    wollen  wir  die 
charakteristische  Function  V  für  die  elliptische  Bewegung  eines  Planeten  auf- 
suchen.    Man  nenne  r  den  Radi/is   Yector,   a   die  halbe  grosse  Axe,    k^-  die 
anziehende  Kraft  für  die  Raumeinheit,  setze  ferner 

,  :-.,■      i  „  '  dt 

und  nenne  r„,  r,',  die  Anfangswerthe  von  r,  r  und  q  die  den  Anfangs-  und 
Endpunkt  der  Bewegung  verbindende  Sehne,  so  wird  nach  dem  von  mir  für 
T'  angegebenen  Ausdruck  in  diesem  speciellen  Falle: 

4F  =  -^-t+rr'-r,/,,. 

Die  Masse  des  bewegten  Planeten,  die  eigentlich  als  gemeinschaftlicher  Factor 
noch  die  Grössen  Fund  h  afficirt,  habe  ich  hier  —1  gesetzt,  da  sie  ganz 
aus  der  Rechnung  herausgeht;  für  die  Constante  h  habe  ich  ihren  Ausdruck 
,  den  sie  für  die  elliptische  Bewegung  annimmt,  eingeführt.     Führt  man 


2a 

Hülfswinkel  t  und  (■'  ein,  vermiti 


zwei  Hülfswinkel  t  und  i-'  ein,  vermittelst  der  Gleichungen: 


sin" .;  s 


suri£    = 


4«        ' 


4a        ' 
so  lindet  man  aus  den  Formeln,  die  Gauss  in  der  Theoria  motvs  gegeben, 

rr'—ry,,  =  k^a[su\s~sh\e'). 

Es  wird  ferner    nach    der   bekannten  Lambertschen  Formel    der  Aus- 
druck der  Zwischenzeit  t: 

3 

a^ 

t  =  -j^  [6  -  sin  6 -(f'- sine')], 

und  daher 

'  .      F=  -^/  +  2(rr'-r„r;,) 

iv 

-   =  Ä)/a[6  +  sin£  — (f'-f  sinf')]. 
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Dieser  Ausdruck  von    V  ist    von    dem  Lamberlschen  Ausdruck    von   nur 

a 

in  dem  Zeiche»  der  beiden  Sinus  verschieden.     Um  denselben,  wi(!  verlang! 

,  wird,    durch    die    Anfangs-    und  Endwerthc    der   Coordinalcn    auszudrücken, 

brauciil  man  nur  in  den  Werfhen  der  Winkel    f    und    >'  Für  r ,   y„  und  (>  die 
Ausdrücke  zu  subsliluiren: 


I     'l 


-«/o-fZÖ, 


wo    mil    .ri 


y.) 


Q  ==  ]/(a;-a;o)'4-(//-«/o)'+(s-3j', 
Sil  die  der  Zeil  /  =  0  enlspreciienden  Werllie  der  Koordi- 
naten bezeichnet  sind.  HamiUon  kommt  auf  einem  andern  Wege  zu  diesem 
Ausdruck  von  1,  indem  er  zuerst  den  Ausdruck  von  V  ohne  Beweis  für  den 
aiigemeinern  Fall  eines  beliebigen  Atlractionsgesetzes  hinstellt,  und  dann  die 
besondern  Formeln  für  die  elliptische  Bewegung  daraus  ableitet.     Setzt  tnan 


und  nennt  2/'  den  Winkel,  welchen  die  beiden  Radien  Vecloren  bilden,  so  er- 
hall man  nach  einigen  Reductionen  durch  die  parüelle  Dill'erenlialion  des  für 
V  gefundenen  Ausdrucks  die  nachstehenden  Formeln: 

dV  _     ,  _       ky^a      f  J"  —  a:-„     .  .r 

dx  —  -^  —  cos/"]/i^  L       Q       ^'"^       '• 

^_„'_ kVa     [y  —  yo  ^;„,.      y 

dy 

dV 

=  s  =- — ^^==^1 ^sin^/  — 

dV  ,  kV'a      fx—x^.        .   x„ 

dV 


6*5  CO»  fVrr„  *- 


X,, 


cos/"l..„ 
k\/a 

Ti 


-smtj- 


-sin<7 


TSin^r 


Ö2/„ 
dV 


=  «/.. 


cos/']''«-, 

k  /« 


[- 


Q 


k^a 


[^ 


— ^  sin  ^  +  -^  sin  </ 
9  'ü 


dy          ,           kVa      r  s  — s„     .        ,    \    •      t 
-^—  =  z,i= F=^   — ^  Sin  9+-^  Sin  7 


WO  mit  .rii,  y,,,  z'u  die  der  Zeil  /  =  0  entsprechenden  Wertlie  von  x',  y',  z-' 
bezeichnet  sind.  Der  Winkel  g'  ist,  wie  aus  den  Formeln  der  Tlieoria  molus 
erhellt,   die   halbe  Differenz    der  beiden  excenlrischen  Anomalien;    die  beiden 


*)    Die  Winlcel  g  und  y'   sind  liior  dieselben,   welche  in   der  Theoria  niotns  mit 
h,  g  bezeiclinet  sind. 
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Grössen  sing  und  sin</'  sind  auch  durch  die  Formel  miteinander  verbunden: 

i>  =  2as\ngsh\g'; 

nouul  man  die  beiden  excentrischen  Anomalien  E  und  E'\  so  hat  man  auch: 

E  4-  E 
cosg  =  ecos — 2~^' 

wo    ('    die  Excentricilät    bedeutet.     Nennt    man  p    den    halben  Parameter,    so 

hat   man :  

•\/(ip.  sing'  =  sin/'i/T,,. 
Sind  ct.,   ß,   y  die  Winkel,    die   die  Ilalbirunirslinie   des  Winkels   der  beiden 
Radien  Vectoren  mit  den  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  bildet,  so  kann  man 
aus  den  für  .t',   y'   etc.    angeg^ebenen  W^erthen  auch   folgende    einfache  Aus- 
drücke für  x'— j-„,  y'—y't,^  s'— Sil  ableiten: 

2/.- sin/" 

X—Xo    = ; ^COSCf, 

Vp 

,  2k  sin  f  , 

,        ,  2ks\nf 

^-'•"  =  — v^r-'^^'y' 

welche  Formeln  sich  ebenfalls  bei  HamiUon  angedeutet  finden.  Von  dem  für 
r  angegebenen  Werthe  kann  man  auch  zu  dem  La/nbertschen  Ausdruck  der 
Zeit  zurückkehren  vermittelst  der  Formel: 

dV  dV  2a-     dV 


t 


dh  n  —  ^'  k'      da 

d- 


2a 

Für  die  parabolische  Bewegung  erhall   man  aus  den  obenstehenden  Formeln, 
indem  mau  «  =  cc  setzt: 


]la.e  =]/a.sinf  =  )V  +  7-o+(j, 
)^«.f'  =  i'ß.siuf'  =  I  r +  »•(!— (^, 
und  daher  die  charakteristische  Function: 


wahrend  der  bekannte  Ausdruck  der  Zwischenzeit  wird: 

Dieses  sind  die  hauptsächlichsten  Formeln,  welche  dazu  dienen  können,  die 
Form,  in  welcher  die  Integralgleichungen  der  elliptischen  Bewegung  nach  der 
Hamiltoifschen  jAIelhode  sich  darstellen,  mit  den  gewöhnlich  bekannten  Formen 
zu  vergleichen. 
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S-  4.     Form  der  Integralgleicliungen  für  unfreie  Bewegungen. 
Die  bisherigen  Formeln  iiezogen    sich    auf  die  Bewegung  eines  freien 
Systems,  für  welche  die  Differentialgleichungen  gegeben  sind: 

d'x,    _    dU_ 

'"'    dl'       ~     dXi  ' 

d'y,    _    dU_ 
'"'  df     -    dy,  ' 

(/'s,  öt/  " 

dt  dZi 

Aber  Uami/loit  lial  bemerkt,  dass  durch  dieselbe  Einführung  von  iMultiplica- 
loren,  durch  welche  Lagratige  den  Difl'erenlialgieichungen  der  Bewegung  eines 
Systems,  das  irgend  welchen  Bedingungen  unterworfen  ist,  die  Einfachheit 
der  für  ein  freies  System  Statt  findenden  DifTerentialgleichungen  erhalten  hat. 
auch  die  Integralgleichungen  der  Bewegung  die  einfache  Form  beibehaileii 
können,  die  er  ihnen  für  den  Fall  der  Bewegung  eines  freien  Systems  ge- 
geben hat.  Sind  nämlich  die  Bedingungen  des  Systems  durch  die  Gleichungen 
/■=0,  f/' =  0  elc.  ausgedrückt,  in  welchem  Falle  Lugrange  den  Diflerenlial- 
sleichungen  der  Beweffung:  die  Form 


'ö^ 


d'x,    _    du       .    df  dtp 

d'z,  du    ..^   Bf    ..    ör/,   , 


de  dz-i    '       dz,    '     '  dz,    ' 

gegeben  hat.  so  werden  die  Integralgleichungen  der  Bewegung  ganz  ähnlich: 

dS       j    df  dtp 

'«'^'  =       0:^+^0:;:  +  ^' 3^  +  -' 

'  ■  '  "^s        ö/-        öy 

"'^^'  =     -ä^+^  &-+^' fe-+-' 

'«■''•■  -  ~'d^+'^-d^+^''d^+    ' 
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wo  f.  (("  elc.  die  Ausdrücke  für  f,  (f  etc.  bedeulen,  wenn  man  darin  für 
.1-, ,  y,.  s,  ihre  Anfangswcrtiie  a,,  b,,  c,  schreibt.  Die  Mulliplicatoren  der 
Differenlialgleichungen  wurden  dadurch  beslimmt,  dass  man  die  Differenlial- 
jjleichungen  der  Bewegung-  in  die  zweilen  DiiTerenliale  der  Bedingungsglei- 
diungen  des  Systems, 

dl"  '        df-  '      ■    ■    ■ 

subsliluirl.  Die  Mulliplicatoren  der  ersten  3«  Integralgleichungen,  /,  /,  etc., 
werden  dadurch  bestimmt,  dass  man  dieselben  in  die  ersten  Diilerenliale  der 
Bedingungsgleichungen  /'=0,  c/)  =  0  etc. 


^  dw     ,  ,    d(p     .  ,    öa 


/  drp      ,        dff     .        ö(f     ,\  f. 


subsliluirt;  ebenso  erhält  man  die  Mulliplicatoren  der  letzten  3w  Integralglei- 
chungen, indem  man  dieselben  in  die  DiiTerentialgleichungen  der  Bedingungs- 
gleichungen /■"  =  0,  (f"  =  0,  etc. : 


sul)sliluirl.  Man  erhält  ganz  ähnliche  Formeln,  wenn  man  die  Function  V  zur 
characteristischen  Function  annimmt.     Die  Formeln 

oder 

^  =  t 
dH 

itk'iben  ganz  dieselben,  wie  für  ein  freies  System.  Ich  werde  mich  im  Fol- 
genden wieder  auf  ein  freies  System  beschränken,  jedoch  den  allgemeinern 
Fall  später  unten  wieder  aufnehmen. 

S-  •">•     Die  beiden  partielleu  Dift'eieutialgleicliungeu  erster  Ordnung,  denen 
die  charakteristische  Function  genügt. 

Das  Auffinden  der  characteristischen  Function  S  oder  T  nach,  der  oben 

gegebenen  Definition   setzt  die  bereits  ausgeführte,  vollständige  Integration  der 
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DilFerenfialgleiehungen  der  Bewegung  voraus.  Die  Hamiltonsche  Methode  gieht 
dann  eine  merkwürdige  Art.  wie  ninn  die  hercils  bekanunlen  Iiilegrale  dar- 
stellen kann.  Ai)er  Ilumilloii  iial  noch  eine  andere  Definition  der  charakle- 
i-istischon  Function  gegeben,  indem  er  gezeigt  hal,  wie  für  den  Fall,  wo  der 
Satz  von  der  lebendigen  KrafI  gilt,  jede  gleiciizeitig  zweien  partiellen  Dill'e- 
rentialgleichungen  erster  Ordnung  Genüge  leistet.  Diese  heideH  partiellen 
DifFerenlialgleichungen  verein!  dienen  ihm  zu  einer  neuen  Definilion  der  cha- 
rakteristischen Function,  welche  die  vollständige  Integralion  des  vorgeleo-ten 
Systems  gewöhnlicher  DilTerenlialgleichungen  nicht  voraussetzt. 

Wir   haben    oben    (p.  311.)    für    die    charakteristische    Function    S    die 
Gleichung  gefunden: 

Substituirt  man  in  diese  Gleichung  die  Ausdrücke 

dS 

dS 

ds 

SO  verwandeil  sie  sich  in  folgende: 

welches  eine  partielle  DilFerenlialgleichung  erster  Ordnung  ist.  Wenn  der 
Salz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  ist 

U-  i  -!"■;«.  [x,  x]  +  y,iM  +  z,z,) 

einer  Constante  gleich.  Bezeichnet  man  daher  mit  (/„,  wie  oben,  den  An- 
fangswerth  der  Kräftefunction,  der  erhalten  wird,  wenn  man  in  U  für  x,, 
y,,  z,  ihre  der  Zeit  1  =  0  entsprechenden  Werthe  a,,  b,,  c,  setzt,  so  hat  man: 

U  —  .i  2m.  {x,  X,  +  y,  y,  +  z',  z',) 
=   t/;,  —  },2m, [d,  a,  +  h,  h,  +  c, c,), 


und  daher  auch: 


"^    =  (/-i^m,(a.a;  +  />>;  +  c:c,). 


dl 

Substituirt   man   in   diese  Gleichung  die   Ausdrücke: 

Jacobi,    Dynamik.  41 
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6S 
ÖS 

-db-  =  -"^■^■' 

ds 


so  verwandelt  sich  dieselbe  in  folgende: 

f+ä-i[(f)'+(f)'+(0]-^. 


welches  eine  zweite  partielle  Dill'erenlialgleichung  erster  Ordnung  ist,  welcher 
UamiUoiis  Function  S  Genüge  leistet.  Hamilton  definirt  demnach  die  Function  S 
auch  als  eine  solche  Function  der  Grösse  t,  der  3«  Grössen  x,,,  y,,  z,  und 
der  3w  Grössen  a,,  b,,  c,,  welche  gleichzeitig  den  beiden  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung : 


a«  -i^ 


H(f  )'+(f  )'+(0]  -  «• 


di        -       m, 

Genüge  leistet.     Hamilton  beweist  auch  umgekehrt,    dass  wenn   die   Function 
S  dieser  Definition  gemäss  bestimmt  ist,  die  Sn  endlichen  Gleichungen: 

dS 


düi 

-m^Ui, 

es 

obi 

—  m,  b\ , 

BS 

dCi 

~m,c, 

die  Zn  '. 

ntegrai 

dS 
dxi 

m,x,, 

ds  - 

»iiy'i, 

es 

m,Zi 

nach  einmaliger  Differentiation  die  Bn  Integrale  erster  Ordnung: 


geben,    und    nach    abermaliger   Differentiation    die    Differentialgleichungen    der 
Bewegung : 
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dx, 

'    dl 

d'Xi 

eu 

~    dx,  ' 

dy, 
^^    dt 

d"-y, 
-  '«'    dt' 

du 

dz, 
"*'    dt 

d'zi 

=  '"•  dr 

du 

~    dz,    ' 

so  dass  jene  3w  Gleicluingen  die  vollsliindiocii  endlichen  Integrale  der  Dilie- 
renlialgleichiingen  der  Bowegiino-  sind. 

Führt  man  statt  der  Variai)len  /  die  Grösse  //  und  stall  der  charaii- 
(eristischen  Function  S  die  oiiarakterislische  Function  l  ein,  so  delinirl 
IlamUton  ebenso  die  Function  1  als  eine  solche  Function  der  Grössen  //,  x,, 
«/,,  z,,  a,,  b,,  c,,  welche  gleichzeitig  den  partiellen  Difi'erentialgieichungen: 

Genüee  leistet,  und  beweist,  dass,  wenn  umgekehrt  die  Function  T  dieser  De- 
finition  gemäss  bestimmt  ist,  die  Gleichungen: 

dv 

-—-    =   —m,a,, 

da, 

dV  , 

-db,    ^   -''''''" 

dV 
-.  ;        '       •  — —  =  — /M,  c, 

cc, 

die  endlichen  Integrale  der  Bewegung  sind,  aus  deren  Differentiation  die  vor- 
oeleelen  'in  Diflerenlialuleichungen  zweiter  Ordnung,  sowie  auch  die  oben 
angegebenen  Sn  Zwischenintegrale,  folgen.  Bei  dieser  letzten  Betrachtung 
ist  zu  bemerken,  dass  die  3«  Constanten  «,,  h„  c,  nicht,  wie  in  den  Für  die 
charakteristische  Function  S  gegebeneu  Formeln,  alle  ganz  willkürlich  sind. 
sondern  dass  zwischen  ihnen  eine  Bedingungsgleichung  Stall  findet,  indem  sie 
der  Gleichung: 

-i^X  a,a,  +  b,b,  +  c.c.)   -^   U„+ II 

Genüge  leisten  müssen.  Die  Grösse  //  wird  hier  bei  der  Integralion  der 
beiden  vorgelegten  Diirerentialgleichungen  als  eine  Conslante  belrachlel,  weil 
in  ihnen  kein  nach  H  genommenes  DiHcrential  vorkommt.  Wenn  U  die  Zeit 
/  auch  explicile  enthalt,  so  gilt  nur  jedesmal  die  erste  der  beiden  angegebenen 

11  * 
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partiellen  DilTerenlialgleichung-en.     Ausserdem   bemerke  ich  noch,  dass  man  in 
diesem   Falle  in  der  Gleichung-  für   I , 

für  /  in  die  Kräftefunction   U  den  Ausdruck  zu  substiluiren  hat: 

^  du ' 
so  dass  in  diesem  Falle  in  der  partiellen  DifTerenlialg-Ieichung  //  als  eine  der 
unabhängig-en  Variablen  zu  betrachten  ist,  und  daher  die  partielle  Differential- 
gleichung, wenn  die  Zeil  /  in  der  Kräftefunction  explicite  vorkommt,  eine 
^  ariahle  mehr  enthält.  Ich  werde  im  Folgenden,  wenn  ich  mich  der  Function 
]  bediene,  immer  voraussetzen,  dass  U  nicht  auch  /  explicite  enthalte,  und 
daher  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  und  in  diesem  Falle  statt  der 
Grösse  H  immer  ihren  conslanten  Werth  h  setzen. 

Wenn  in  dem    letztem  Fall   U  eine   homogene  Function  von    der  Di- 

-  '—   "' ) 
niension  t  ist,  so  beweist  man  leicht,  dass  h    '"'     '.T  nur  von    den  V'erhäll- 

1 

nissen   der  Grössen   h' ,  x,,  y,,  z,,  a,,  b,,  c,  abhängt.     Hierdurch  kann  man 
alsdann  die  Bestimmung-  von    V  auf  den  Fall  reduciren,  für  welchen  ä  =  1. 

§.  6.    Allgemeineres  System  von  Integralgleichungen.    Es  genügt,  die  charakteristische 
Function  der  ersten  partiellen  Difterentialglcichung  zu  unterwerfen. 

Wenn  man  es  irgendwie  unternimmt,  die  charakteristische  Function 
nach  der  zuletzt  gegebenen  Definition  aufzusuchen,  so  fällt  es  lästig,  dass 
man  dabei,  wie  Hamilton  verlangt,  gleichzeitig  auf  zwei  partielle  Dilfe- 
rcntialgleichunüen  erster  Ordnung  Rücksicht  nehmen  soll.  Betrachtet  man 
aber  die  Analysis,  vermittelst  welcher  Haimlton  aus  den  von  ihm  aufge- 
stellten 3«  endlichen  Gleichungen  die  3/*  Zwischenintegrale  und  die  Dilfe- 
rcnlialgleichungen.  der  Bewegung  selber  ableitet,  so  sieht  man,  dass  er  dazu 
auf  keine  Weise  seine  zweite  partielle  Differentialgleichung  braucht.  Mit 
Wegwerfung  dieser  Beschränkung  kann  man  nämlich  das  HamiUonsche  Theo- 
rem allgemeiner  und  zweckmässiger  folgendermassen  aussprechen: 

Theorem   I. 

Es  sei  S  eine  Fitnclion  von  der  Zeil  l  und  den  'in  reclilwinliligen 
Coordinaten   x,,   #/,^  z,  mil   3«  trillkUrlichen  Constanleti   «,,   «,,    r^j,    ..  .   «3,,, 
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welche  der  partieUen  Differeulialg/eickunff  Genüge  leistet: 

wu  U  irgend  eine  gegebene  Function  von  t  und  den  'dn  Grössen  x,,  y,,  z, 
ist;  es  seien  ferner  die  Di/l'erenfialgleicimngen  der  Beicegting  eines  freien 
Systems  von  n  materiellen  Fnniden: 

£ft  -  ^ 
"*'  (le   "  dx, ' 

d\   _  du 

~dr  -  dyr 

"^'   dl'     ~    &.  ' 
so  werden  die  3«  vollständigen  endlichen  Integrale  der  Bewegung : 

öS 


m, 


/^,     = 


da. 


,  dS  ■ 

ÖS 

Ih»     =     -TT—-, 

WO   ßi^   /ij,   />*j,    .  .  .   ßi,,    3w   neue  willkürliche    Constanten   sind:     es   werden 
ferner  die  3«  Integrale  erster  Ordnung: 

dxi  öS 

dl  dxi  ' 

dy,  öS 

"'•~dr  =  ä^' 

dzi  dS 

""'-IT  =  Ihr 

in  welchen  Formeln  dem  Index  i  seine  Wertke  1,  2,  3,  4,  ...  «  2?/  geben  sind. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  im  vorstehenden  Theorem  von  den 
3rt  willkürlichen  Conslanten,  welche  die  Function  S  enthalten  soll,  keine 
durch   blosse  Addition  mit  S  verbunden  sein   darf. 

Wir  sehen  aus  dem  vorstehenden  Theorem,  dass  auch  bei  der  allae- 
nieineren  Delinition,  die  in  demselben  von  der  Function  S  gegeben  wird,  das 
Charakteristische  dieser  Function  erhalten   bleibt,    wenn  wir   als   solches    ihre 
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Eigenschafi  setzen,  durch  ihre  partiellen  Differentialquotienlen  unmittelbar  die 
f)«  Integralgleichungen  der  Bewegung,  die  3«  endlichen  Integrale  und  die  3« 
Integrale  erster  Ordnung,  zu  geben.  Nur  werden  im  Allgemeinen  die  3«  will- 
kürlichen Constanten  of,,  «o,  «3,  ...  Cj,,  nicht  die  Anfangswerthe  der  Coor- 
dinaten  .r,,  y,,  z,,  noch  die  3fi   willkürlichen    Constanteu  /i,,  j-i-,,  ß^,  ...  ßj» 

1         ,        ^   ..  d-v,  ilij,  dz,         .         „. 

die    Anfangswerthe    der   Grossen   —  z».^^,  —  ?«,~-,  ~^>K—fr   sein.     Dieses 

ist  aber  keineswegs  ein  Nachtheil,  da  gerade  der  Umstand,  dass  nach  der 
Hamiltoiischen  Methode  alles  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coor- 
dinaten  ausgedrückt  werden  soll,  die  Integralgleichungen  unnölhig  complicirt. 
Denn  es  wird  in  der  Regel  das  Problem,  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe 
der  Coordinalen  und  die  Zwischenzeit  t  oder  die  Constante  h  alles  übrige 
auszudrücken,  nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  lässt  mehrere  Lösungen 
zu.  wie  z.  B.  bei  der  elliptischen  Bewegung  zwei  Lösungen  dieses  Problems 
möglich  sind,  und  es  wird  durch  die  Wahl  gerade  dieser  Grössen  in  die  In- 
tegraigleichungen  eine  Irrationalität  hineinjiebrachl,  die  dem  Problem  selber  fremd 
ist  und  bei  der  Wahl  anderer  Besfimniungsslticke  verschwindet.  Uebrigens 
kann  man,  so  oft  eine  solche  Forin  der  Integralgleichungen  gefordert  wird, 
sie  aus  jeder  andern  herstellen,  und  es  kommt  zunächst  nur  darauf  an,  irgend 
eine  möglichst  einfache  aufzufinden,  wesshalb  es  vorlheilhaft  ist,  der  charak- 
teristischen Function  einen  möglichst  grossen  Spielraum  zu  lassen.  Es  ist 
möglich,  dass  Hamilton  gerade  dadurch,  dass  er  unnöthiger  Weise  immer 
gleichzeitig  zwei  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ins  Auge 
fasste,  verhindert  worden  ist,  auf  sein  Theorem  diejenigen  Vorschriften  an- 
zuwenden, welche  Lagrange  in  seiner  merkwürdigen  Abhandlung  in  den 
„Berliner  Memoiren"  von  1772  für  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  angiebl,  und  welche,  wenngleich  sie  sich  nur 
auf  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  drei  Variablen  be- 
ziehen, seihst  in  dieser  Beschränkung  neue  merkwürdige  und  höchst  wichtige 
Theoreme  der  Mechanik  geben,  welche  den  3Iathematikern  bisher  entgangen 
waren.  Ein  solches  Theorem  habe  ich  vor  einiger  Zeit  der  Pariser  Akademie 
der  Wissenschaften  mitgetheilt*.  Diese  Betrachtungen  erlangen  aber  dadurch 
noch  eine  weil  grössere  Wichtigkeil,  dass  es  mir  seitdem  gelungen  ist,  die 
Lagrangesche  Methode  auf  jede  Zahl  von  Variablen  auszudehnen,  welche  Aus- 
dehnung ich  an  einem  andern  Orte  bekannt  machen  werde. 

*)    Vgl.  p.  175. 
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Wenn  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gill,  und  man  die  Fiinclion  V 
als  charakterislische  Function  einlührl,  so  lässl  sich  das  //aw/Z/owsche, Theorem 
noch  bedeutend  vereinlachen ,  indem  man  die  charakterislische  Function  so 
bestimmen  kann,  dass  sie  eine  Grösse  weni<jer  enthält  als  nach  der  Ilamilton- 
schen  üefinilion.  Man  kann  nämlich  in  diesem  Falle  folgendes  Theorem 
aufstellen: 

Theorem    II. 

„Es  sei  V  eine  Function  der  2n  recläwinlüicjen  Coordinuten  x,,  ?y,,  z, 
mit  3?«  — 1  willkürlichen  Constanien  «,,  <t>,  ...  «)„_,,  welche  der  partiellen 
Diff'erenlialgleichmiy  erster  Ordnuny  Genüge  leistet : 

ä^i[(l{-)+(f  )V(0]  =  ^+'..' 

in  welcher  U  eine  gegebene  Function  der  Coordinuten  und  h  eine  Conslante 
ist;  es  seien  ferner  die  Di/fercnfialgleichungen  der  Bewegung  eines  freien 
Systems  materieller  Punkte,  deren  Massen  mit  m, ,  /«q,  .  .  .  m„  bezeichnet  sind, 

d'x,    _    djl 
"''  di'-     ~   dx^ 

d'y,    _    SU 
"^'   df     ~    dyi  ' 

d%     _    dlJ_ 
^'  dC-     ~    dz,  ' 

so  werden  die  3«— 1  endlichen  Gleichungen  zwischen  den  3«  Coordinuten  mit 
6w— 1  willkürlichen  Constanten  /«,«,,  «2?  ••  ■  (^in-ii  ßi->  ßii  ■  ■  ■  ßi„-i  durch  die 
Formeln  gegeben: 


ßi-  =  TiT-' 


ß.  = 


ß,-i  - 


dV 
dV 

dV 


die  Zeit  t  erhält  man  durch  die  Coordinuten  und  3re+l  willkürliche  Constanten 
ausgedrückt  vermittelst  der  Gleichung: 

wo  T  eine   neue  willkürliche  Constunte  ist:   endlich   werden    die   3«  Integrale 
erster  Ordnung: 
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dx,  _    dV 
dt  dxi  ' 

dy,  _    dV 


""'  dt     ~    dy.  ' 

dz,  dV 

dl  03, 

welche  nur  die  ?>n  willkürlichen  Conslanten  h,  «,,  n^.  ...  «3„_i  enthalten; 
von  den  3«— 1  willkürlichen  Constanten  «i,  «o,  ...  cf3„_i  darf  keine  mit  V 
durch  eine  blosse  Additioti  verbunden  sein.'" 

Ich  werde  im  Folgenden  im  Allgemeinen  unter  S  und  V  die  charakte- 
ristischen Functionen  verstehen,  wie  sie  in  den  beiden  von  mir  aufgestellten 
Theoremen  jede  durch  eine  partielle  DilTerentialgleichung  definirl  w^orden  sind; 
in  dem  besondern  Falle,  wenn  sie  die  von  Hamilton  angegebenen  bestimmten 
Integrale  bedeuten  und  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coordinaten 
ausgedrückt  werden,  werde  ich  ausdrücklich  bemerken,  dass  es  die  Hamil- 
/owschen  Functionen  sind. 

Bei  den  Anwendungen  der  beiden  aufgestellten  Theoreme  bedient  man 
sich  des  ersten  Theorems  oder  der  charakleristischen  Function  S  mit  Vortheil, 
wenn  die  Krilftefunction  die  Zeit  auch  neben  den  Coordinaten  explicite  ent- 
hält; dagegen  des  zweiten  Theorems  oder  der  charakterislischen  Function  V 
in  dem  insgemein  vorkommenden  Falle,  wenn  die  Kräftefunction  eine  blosse 
Function  der  Coordinaten  ist,  oder  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt. 

§.   7.     Ueber  den  Zusammenhang  verschiedener  Systeme  von  Tntegralgleichiingen, 
welche  aus  der  Benutzung  verschiedener  vollständiger  Lösungen  fliessen. 

Die  charakteristische  Function  S  oder  T  kann  nach  der  verallgemei- 
nerten Definition  derselben,  die  ich  in  den  Theoremen  I.  und  II.  gegeben 
habe,  sehr  mannigfache  Formen  annehmen.  Man  kann  aber  a  priori  wissen, 
dass  jede  Form  immer  auf  dieselben  vollständigen  Integralgleichungen  der 
Bewegung  führen  muss.  Denn  die  aus  der  charakleristischen  Function  abge- 
leiteten Integralffleichungen  genügen  den  Differentialgleichungen  der  Bewe- 
gung.  und  man  kann  dasselbe  System  Differentialgleichungen  nicht  auf  zwei 
Arten  vollständig  integriren,  die  sich  nicht  auf  einander  zurückführen  lassen. 
Ich  will  aber,  um  über  diesen  Gegenstand  grösseres  Licht  zu  verbreiten,  aus 
der  Natur  der  verschiedenen  Lösungen  selbst,  welche  eine  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  haben  kann,  nachweisen,  dass  alle  immer  die- 
selben Differentialgleichungen  der  Bewegung  geben. 


1 


—    329    — 

I 

Ist  dio  unhekannte  Fnnclioii  v  der  in  iinabliänsri^en  Varial)Ien  ?/,.  ?/,. 
y^.  ...  y,,  durch  eine  parliellc  DiHerenlialifleicliiing-  erslor  Ordnung  ges-ebeii, 
so  ist  im  Allgemeinen  eine  rof/slandif/c  f.ösung  derselben  jeder  Ausdruck  von  w 
mit  m  Avillkürliclien  Consfanten.  welcher  der  gegebenen  partiellen  DifTerenlial- 
gleicbung  Genüge  leistet.  Aus  irgend  einer  solchen  gegebenen  vollständigen 
Lösung  kann  man  die  allgemeinste  Lösung  abieilen,  deren  die  partielle  Dille- 
rcntialgleichung  fähig  ist,  und  welche  eine  willkürliche  Function  von  w*  1 
Ausdrücken  involvirl.  Sind  nämlich  c,,  r/,,  .  .  .  nr„,  die  m  willkürlichen  Coii- 
stanlen,  und  ist 

eine  gegebene  vollständige  Lösung,  so  setze  man  eine  der  m  willkürlichen 
Conslanten.  z.B.  c,,, ,  als  eine  willkürliche  Function  der  m—1  übrigen.  «, , 
ßo.  ...  «„,_i,  und  nehme  vnler  dieser  \  oramsefä»n(/  die  partiellen  DilTeren- 
tialquotienten  von  /"nach  (y,.  r/,.  ...  r/,,,  ,:  hiernach  erhält  man  den  allge- 
meinsten Ausdruck  von  w,  indem  man  aus  dem  Ausdrucke 

w  =  / 
die  w— 1   Grössen  ßj.  o-,,  ...  r/„,_,   vcrmittelsi  der  Gleichungen 

da.  aa„  da,„_i 

eliminirt.  Nachdem  man  aus  der  einen  vollständigen  Lösung  auf  diese  Weise 
die  allgemeinste  Lösung  abgeleitet  hat,  kann  man  aus  dieser  wieder  unzählige 
andre  vollständige  Lösungen  ableiten,  indem  man  die  eingeführte  willkür- 
liche Function  auf  irgend  eine  Weise  so  bestimmt,  dass  in  dieselbe  wieder 
m  willkürliche  Constanten  eingehen. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen,  durch  welche  die  charakteristi- 
schen Functionen  delinirt  worden  sind,  enthalten  nicht  die  gesuchte  Function 
selber,  sondern  nur  ihre  parti(;llen  Diilercnliahjuotienten.  Hieraus  folgt,  dass 
man  zu  einem  gefundenen  Ausdrucke  der  Function,  welche  der  partiellen 
Differentialgleichung  Genüge  leistet,  immer  noch  eine  willkürliche  Constante 
addiren  kann.  Von  dieser  Constante  ist  bei  der  Delinition  der  Functionen  S 
und  V  abstraliirt  worden,  so  dass  man  zu  ihrem  Ausdruck  eine  willkürliche 
Constante  addiren  muss,  damit  er  eine  vollständige  Lösung  giebt.  Dem  eben 
Gesagten  zufolge  will  ich  einer  vollständigen  Lösung  der  Differentialgleichung, 
durch  welche   to    delinirt   wird,    wenn   dieselbe  w    nicht    selber    enthält,    die 


Form  geben: 

W    - 

-  fjJnll'- 

••//,„,  «n  «-•  1  • 

•■    Cn, 

,-,)  +  r/. 

.Tacobi,    Dynamik. 
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Um    aus   dieser  Lösung   auf  die    allgemeinsle  Art   irgend  eine   andere 
vollständige  Lösung  abzuleiten,  setze  ich 

a  =   (//{'«,,  a,,  ..;«„,_,,  ,u,,ao,  ...  »,„_i)  +  ,u, 
wo  «1,    «2,   ...    w,„_i,  ,"  neue    m    willkürliche   Constanten   sind  und    y.'   eine 
ganzlich    willkürliche  Function  bedeutet,    und  eliminire  «,,«.,...  «,„_,    aus 
dem  Ausdrucke 

w  =  /"(«/i,;?^.,  •••2/»,,  «n  «2,.-.  «„.-■)  +  « 


vermittelst  der  Gleichungen 

rjf      ,     drp      _ 


da,  öß, 

8f  oip 


da,  ö«. 


0, 

=  0, 


S-+4^  =  0, 

'^ r  ^i  —   "i 

oa,„-i       oa,„-i 

wodurch  man  eine  andere  vollständige  Lösung  erhält,  die  statt  der  willkür- 
lichen Constanten  «j ,  «,,  .  .  .  «,„_i,  a  die  willkürlichen  Constanten  ,(/,,  ,«j,  .  .  . 
.",«-n  ,"  enthält.  Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass,  wenn  man  vermittelst  der 
gegebenen  vollständigen  Lösung  die  m—l   Gleichungen  bildet: 

^  =  A, 


da, 
df 


dtt^ 


WO  or, ,  «2,  ...  «,„_,  und  /:?j ,  /i^,  ...  /^„,_i  willkürliche  Constanten  sind,  und 
vermittelst  der  andern  vollständigen  Lösung  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichungen 

dw 


dw 

=    Vi 

äfi. 

dw 

~     V. 

dfi, 
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wo  ,«,,  ,«,,  .  .  .  ,w„,_|   und  r,.  /'..  .  .  .   j'„,   ,    obenfalls    willkürliche   Conslanlen 
sind,  beide  Systeme  von  Gleichungen  jiuT  einander  zurückkoninien. 

Um  dieses  zu  beweisen,    bemerke  ich,    dass  man,    weil   die  nach  «,, 
«2 .  ...  cf,„^i  genommenen  partiellen  Differenlialquolienten  von 

w  =  /"+'/' 
identisch  gleich  Null  sind,  die  partiellen  DifrerenliaUjuolienlen  derselben  Function, 
nach  /'i,  »_,,  .  .  .  //,„_|  genommen,  nur  aus  der  DilFerenliation  von  xp  hervor- 
gehen, und  nur  insofern  i/'  diese  Constanten  ausser  in  «i,  «,,  ...  «,„_,  noch 
explicite  enthält. 


Man  hat  daher 


dw  dtp 


^^i,      - 

d(i, 

ow 

Ölp 

ffi, 

Ofl, 

dw 

dw 

Setzt  man  hier  die  Ausdrücke  linker  Hand  willkürlichen  Constanten  ?',,  j'j,  ... 
v„_t  gleich,  so  werden  auch  die  Ausdrücke  rechter  Hand  willkürlichen  Con- 
slanlen gleich,  so  dass  man  ni~i  Gleichungen  zwischen  den  tii—i  Grössen 
ß„  «2,  ...  '>',„_i  und  willkürlichen  Conslanlen  hat,  wodurch  diese  Grössen  (y,^ 
ßo,  ...  o;„,_,  selbst  willkürlichen  Constanten  gleich  werden.     Es  werden  daher 

auch  die  Ausdrücke 

öif)         ext)  d'ij 

Ott,  '       öa^'      '    ■    ■         oa„,_i 

willkürlichen  Constanten  gleich,  und  daher  auch  nach  den  obigen  Gleichungen 
die  Ausdrücke 

^       -^,     .      .        .^^ 

aa^  '       du.^  '      •    ■    ■        da,„_i  * 

was  zu  beweisen  war.  Die  W'illkürlichkeit  der  Conslanlen  ,(/,,  u,,  .  .  .  //,„_, 
und  Vi.  i'2,  ...  ?',„_!    reicht  hier  hin,    um    die  Grössen  c?,,    «ji  ••■  c,„-i    mid 

-J-,  -J—.  .  .  .  — — —  ebenfalls  ganz,  willkürlichen  Constanten  gleich  zu  machen. 

§.  8.    Die  charakteristisclic  Function  tür  das  Problem  der  Planetenbewegung  aus  der 
partiellen  Diftercntialgleichuiig  entwickelt. 

Um  ein  Beispiel  zu   geben,    wie    es   in    besondern  Fällen  möglich  ist, 
durch    direcle    Betrachtung    der    parlieilcii    üiH'crentialgleichung   die    charakte- 

42* 
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ristische  Fiinclion  zu  finden,  will  ich  den  oben  für  die  elliptische  Bewegung 
eines  Planeten  gegebenen  Ausdruck  von  V  aus  der  partiellen  Differentialglei- 
chung ableiten,  durch  welche  V  für  diesen  Fall  definirt  wird.  Setzt  man  statt 
der  Constante  h  wieder  — ^"i  so  wird  die  für  die  elliptische  Bewegung  zu 
integrirende  partielle  Difl'erentialgleichung  erster  Ordnung: 

Ich  setze  voraus,  man  wisse,  V  könne  durch  r  +  r,,  und  durch  (j  ausgedrückt 
werden,  oder  mache  diese  Annahme,  welche  sich  durch  den  Erfolg  rechtfer- 
tigt: so  reicht  dieses  hin,  den  Ausdruck  von  V  aus  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung selber  zu  finden.     Da  nämlich 


r   =  yx'  +  y'  +  z~, 

so  hat  man 

dV    _      dV     X        dV   x-x, 
dx     ~     dr      r         do          ß       ' 

dV           dV     y     ,    dV    y-y„ 
dy             dr     r     ^    dg         C      ' 

dV    _    dV     z        dV    z-z, 
dz             dr      r         dg          p       ' 

und  daher,  da 

2x(a;  — j„)  + 2«/ (</  —  «/„)  + 2z  (3— z„)   =  (J'+'r—'K,, 

wenn  man  die  vorstehenden  Gleichungen  quadrirt  und  addirt, 

=  (^^\\  r+>-'-'-:   dV  dV      /oFY 
V  dr  y  ^         rg  dr    dg  '^^  dg  J  ' 

Man  schafft  bekanntlich  den  mittelsten  Coefficienten  fort,  wenn  man  statt  r  und 
(^1  ihre  Summe  und  Dill'erenz  einführt,  oder  weil  man  annimmt,  r  und  r,,  seien 
in  dem  Ausdruck  von    V  immer  verbunden,  setzt  man: 

r  +  r„  +  (j  =  o, 

r  +  i\)~(j   =  o': 
dann  hat  man 


dV 
dr 

dV       dV 
da    '    da'  ' 

dV 

dV       dV 

dg    - 

da        da'  ' 
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und   daher: 


^  dr  y  /•(>  dr     öq        v  dp  ^ 

IQ  ^  da  ^  rQ  V  ßff' ) 

=  ^["«-«-'(l^)"+«>2,-„-»')(^y]. 


Multiplicirt  man  daher  mit  2/-(v,  so  wird  die  «gegebene  partielle  üilTerenlial- 
gleichiing: 

Soll  F  eine  blosse  Function  von  o,  o'  sein,  die  niclit  ausserdem  noch  r„  ent- 
hält, so  müssen  in  der  vorstehenden  DiiFerenlialgleichung  die  in  /•  mullipli- 
cirten  Glieder  besonders  einander  gleich  sein.  Die  Differentialgleichung  muss 
daher  in  die  beiden  zerfallen: 

^»'V  ,.'  fdy\  _    i.5(ff-ff') 


'^(ä^)-^''(ö^)  =  - 


k' 


4a 


woraus 


/öKn^       ,,    4a-ß            ,          dV        ,    lAa-G 
o  [  ^r—  )  =  k'.  — :; ,     oder     -^:—  =  k  ]  —. 


4a- 

ß 

4a 

4a- 

a' 

,/ÖKY_..  4«-a^       oder      ^^-      t^^"^"-"' 


•i 


WO  ich  in  der  zweiten  Gleichung  die  Wurzelgrösse  negativ  nehme,  um  eine 
Uebereinstimmung  mit  den  oben  aufgefundenen  Formeln  zu  erhalten. 

Hier  trifft  es  sich  nun,  was  die  Rechtfertigung  der  Annahme  ist,  dass 
beide  Gleichungen  gleichzeitig  inlegrirt  werden  können,  indem  die  eine  bloss 
a,  die  andre  bloss  a'  enthält.     Man  erhält  nämlich: 


,,  ,   /':4a  —  ff    ,        ,    /■    4a-~o'    ,  , 

J  1      4aa  J  )     4aff'  ' 


welche  Gleichung   man,    wenn    man  von  der  hinzuzufügenden  Constante  abs- 
trahirt,  auch  so  darstellen  kann : 
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Setzt  man,  um   die  Integration  auszuführen: 
so  erhält  man: 


fi I V— — ^  dx  —  ^k]  aj cos' <f  d((  =  k \a \2rf>  +  sin 2(f] . 
Nennt  man  daher  f  und  t    die  Grenzwerthe  von  2(p,  so  dass 


sur 


^  4a  4a 

ff'  r4-r„- 


sur  A^  = 


4a  4a         ' 

SO  wird  der  angegebene  Werth  von    V, 

y  ~  A-]'ffL*  +  sinf  —  (i'+sinf')], 
welches  der  oben  gefundene  Ausdruck  ist.  aus  dem  man  dann  alle  Integral- 
gleichungen der  elliptischen  Bewegung  ableiten  kann.  Wir  sehen  so,  dass 
man  durch  die  alleinige  Annahme,  V  sei  eine  Function  bloss  von  r+r„  und 
(j.  auf  ganz  directem  Wege  1  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  bestimmen 
kann.  Wenn  man  die  beiden  Quadratwurzeln,  die  ich  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  genommen  habe,  mit  demselben  Zeichen  nimmt,  erhält  man  die  zw'eite 
Ellipse,  welche  dem  Problem  genügt.  Man  erhält  bekanntlich  die  beiden 
Ellipsen,  welche  durch  dieselben  beiden  Punkte  gehen,  dieselbe  Länge  der 
grossen  Axe  2«,  und  den  einen  Brennpunkt  gemein  haben,  wenn  man  als 
ihre  zw^eiten  Brennpunkte  die  beiden  Durehschnittspunkte  der  Kreise  nimmt, 
die  man  aus  dem  Anfangspunkt  mit  dem  Halbmesser  2ö  — r,,  und  aus  dem 
Endpunkt  mit  dem  Halbmesser  2a  — r  beschreibt. 

§.  9.     Andere  Methoden,  welche  bei  beliebigem  Anziehungsgesetz  brauchbar  bleiben. 

Die  im  Vorigen  gebrauchte  Methode  hört  für  ein  anderes  als  das 
Ne^Dtonsc\\^i  Anziehungsgesetz  auf  anwendbar  zu  sein.  3Ian  kann  sich  aber 
für  den  Fall,  wo  das  Gesetz  der  Anziehung  durch  irgend  eine  beliebige 
Function  der  Entfernung  ausgedrückt  wird,  folgender  Methode  bedienen. 

Es  sei  das  Gesetz  der  Anziehung  ausgedrückt  durch 

or    ' 
so  wird  /"ij)   die  Kräflefunction,  und  die  zu  inlegrirende  Differentialgleichung: 

öVy ,  röVy .  r  dV 


m^^y^m  -  ^«^h^*. 
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Führt  man  Polarcoordinalen  ein.  iritlem   man 

X  =  rcosri, 

y  =  r  sin  r/  cos  «9^, 

3  =  r  sin// sin'/ 
setzt,  so  erhalt   man: 

-(^)'+^[(f)"+^(S)>sr>,+«.      ■ 

Von  dem  Ausdruck 

ist  bekannt,  dass  er  bei  einer  Transformalion  der  rechlwinklitcen  Coordinalen- 
axen  ungeiindert  bleibt.  Da  er  nun  =  1  wird,  für  V  = //,  so  wird  er  auch 
=  1  werden,  wenn  allgemeiner  man  für  I  den  Winkel  setzt,  den  der  Radius 
Veclor  mit  irgend  einer  conslanlen  Linie  bildet.  Bedeuten  cos«,  sin  «cos/:?, 
sin«sin/?  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  conslante  Linie  mit  den  Coor- 
dinatenaxen  bildet,  so  wird  bekanntlicli  der  Winkel,  den  sie  mit  dem  Radius 
Vector  bildet: 

Are.  cos  (cos«  cos  ry  |- sin  «sin// cos  (.9  — /:?)), 

und  daher,  wenn  man 

w  —  Arc.cos(cos«cos//  +  sin«sin//Cos^^9^  — /i)) 


setzt. 


wovon    man   sich    leicht    durch    Ausführung   der   Rechnung    überzeugt.      Setzt 

man   daher: 

Y  =  btP  +  R, 

wo  b  eine  neue  willkürliche  Constante  und  R  eine  blosse  Function  von  r  ist, 
so  verwandelt  sich  die  vorgelegte  partielle  DilFerenlialgleichung  in  folgende: 


KdrJ^r'  LV  6ri  J  ^  ^uv  n^  o»  ■>  J 


woraiis 


R  =f^2fir)+2h-^dr. 
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Man  erhall  daher  für  die  charaklerisfische  Function    V  den  Ausdruck: 
\    =  6Arc.  cos(cosr/cos»i  + sino-sinT/cosi  >9-  — /5)) 


t/]' 


/2fir)+2h~^dr, 


in  welchem  h,  a.  />'.  It  willkürliche  Constanlen  sind. 

Nach  dem  Theorem  II.  ist  es  für  iinsern  Fall,  wo  «  =  1,  nur  nöthig, 
dass  die  charakteristische  Function  T"  ausser  k  noch  2  willkürliche  Constanten 
enthalt.  Da  der  Ausdruck  von  V,  welchen  wir  gefunden  haben,  ausser  h 
drei  willkürliche  Constanten  enthält,  so  kann  man  einer  von  ihnen  einen  be- 
stimmten Werth  beilegen,  oder  allgemeiner,  sie  irgendwie  durch  die  beiden 
andern  ausdrücken.  Man  kann  auch  ilsre  Zahl  dadurch  um  eine  verringern, 
dass  man  den  nach  einer  derselben  genommenen  partiellen  Differenlialquotienien 
von  V  gleich  Null  setzt,  und  dieselbe  vermittelst  dieser  Gleichung  eliminirt.  Man 
kann  sie  aber  auch  alle  beibehalten  und  nach  jeder  besonders  V  partiell  dif- 
ferentiiren;  man  wird  dann,  wenn  man  diese  partiellen  Diilerentialquotienten 
Constanten  gleich  setzt,  um  die  endlichen  Integralgleichungen  des  Problems 
zu  haben,  zwischen  diesen  Constanten  eine  Relation  erhalten.  Man  hat  dem- 
nach für  die  Bahn  des  Punktes  die  Gleichungen: 

dV  /•  dr  ,, 

-rr^  =  lO~b    i   „      =  0, 

db  I  /  b- 


dV  {bainacosT]  —  cos a sin?; cos (t9-  —  /?)) 


=:  a 


da  sin  to 

ÖV  — 6  sin  «sin»?  sin  (i9- — ß)         _,, 

WO  w  durch  die  Gleichung 

cos?/'  =  cosacos/y  +  sino;sinr/cos(i9-— /?) 

bestimmt   ist.     Die  Relation    zwischen    den  Constanlen   erhält  man    durch    die 
Gleichung: 

\da  y        a\u  tt  \  öß  y  sura  ' 

so  dass    die   beiden   letzten  Gleichungen   nur    die  Stelle  von    einer   vertreten. 
Die  Zeit  erhält  man  durch  die  Gleichung: 

ÖV         /»  dr 


t+T 


J    ]/2f(r' 


öh         I      — p 

p/V) +2/*--^ 
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Die  Integrale  erster  Ordnung  werden : 


dV       dx         —  6(cosa  — cosijcosw)    ,  /„„,  ,     „,       b 


,2     •) 


dV        dy         —  ftrsiiiftco.-s/?— siu»;cost9'cosw))     ,     .  ,,    ,„„,   ,      „,        ö" 


dV dz  — 6(sinasin/J — sin 7; sin ^ cos ec)  .        .     „    /~    .        ,,         b" 


+  sin //sin .9  |/2/-(r)+2A— ^ 


oz         dt  rs'iuw 

Führt    man   statt    der  Differentiale    der   rechtwinkligen  Coordinalen   die  Diffe- 
rentiale der  Polarcoordinalen  ein,  so  erhält  man  hieraus 


drj  ö{cosasinf; — sin a cos i? cos (t?' — ß))  1     dV 

dt  r'sinffi  ~  r"    dt;   ' 

d&  _   ba\uasm(&  —  ß)  _  t  dV 

dt  i'''sin7}>-mic  r'sin'^/?    83- 

Ich  hemerke  noch,  dass  die  hier  angewandte  Analysis  sich  auf  den  allge- 
meinern Fall  ausdehnen  lässt,  wo  mau  statt  dreier  Variablen  eine  beliebige 
Anzahl  derselben  hat.     Ist  nämlich: 

y{x]  +  xlA \-xl)  =  r, 

und  die  partielle  Differentialgleichung  gegeben: 


(S+(£)+-+(S"  =  rir>. 


so  erhält  man 


wo 


costr   = 


und  1) ,  «,,  «2,  ...  «„  willkürliche  Constanlen  sind.  Hamilton  giebt  in  dem 
Fall  eines  beliebigen  Anziehungsgeselzes  seine  charakteristische  Function  für 
die  Bewegung  beider  Körper  um  ihren  Schwerpunkl.  Wenn  man  sie,  was 
leichl  geschieht,  dahin  vereinfacht,  dass  sie  sich  auf  die  relative  Bewegung 
des  einen  um  den  andern  bezieht,  so  wird  man  noch  eine  wesentliche  Dif- 
ferenz zwischen  dersel])en  und  der  hier  gefundenen  Function  1  bemerken. 
Man  erhält  aus  dieser  letztern  die  complicirtere  Hatniltotische  Function,  indem 
man  b  vermittelst  der  Gleichung 
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eliminirt.  lür  die  constante  Linie  die  Ant'angsposition  des  Radius  Vectors 
nimmt   und   die  Integralion  von  /•„  anfangen  lässt. 

Man   kann   endlich    zur  Integration    der   vorliegenden   partiellen    Diffe- 
renfialgleichung 

auch  noch  folgenden  "Weg  einschlagen.  Es  ist  bekannt ,  dass  man  jede  par- 
tielle Diff'erentialgleichmHj  erster  Ordmmg,  in  welcher  die  gesnchte  Fnnction 
nicht  selber  vorkommt,  in  eine  andre  verwandeln  kann,  in  welcher  die  nach 
mehreren  Variablen  genommenen  partiellen  Di/ferentialqnoHenfen  dnrch  neue 
Variable,  und  jene  Variablen  durch  die  nach  den  neuen  } ariablen  genom- 
menen partiellen  Difl'erentialqvotienten  ersetzt  werden,  die  übrigen  Variablen 
unverändert  bleiben,  die  nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten 
aber  sämmtlich  das  Zeichen  ändern.  Ist  nämlich  x  eine  Function  von  x, , 
rr,,  .  .  •  x,„  und  setzt  man 

dx  =  pidxi+pndx,^ Vpmdx,,,, 

so  giebt   die  Gleichung 

PiXi+p.Xn-\ YpkXk~->^  =  y, 

folgende: 

dy  =  x^dpi^Xidp.^ Vx^dp,, 

-  [pk-\- 1  dx.+i  +Pk+-  dx,, ,  H hjP,,,  dx^  ] . 

Führt  man  daher  /j,.  //,.  .  .  .  p^.  statt   der  Grössen  Xj,  a-,,  ...  x,  als  Variable 

ein  und  betrachtet  ij  statt  x  als  gesuchte  Function,  so  erhält  man: 

x-^ 
'  ^  dp.  ' 

Hat  man  nun  für  x  eine  partielle  Difl'erentialgleichung  erster  Ordnung,  in  welcher 
X  nicht  selber  vorkommt,  oder  eine  Gleichung  zwischen  a-,,  .To,  ...  x„,  und 
den  nach  diesen  Grössen  genommenen  partiellen  Differentialquolienlen  der 
Function  x,  die  wir  p,,  p,,  ...  p„,  genannt  haben,  so  erhält  man  die  partielle 
Dilferentialgleichung  für  y ,  wenn  man  die  vorstehenden  Gleichungen  substi- 
tuirt,  welches  genau  die  angegebene  Abänderung  in  der  partiellen  Dilferential- 
gleichung hervorbringt. 


X  -^'^ 

X  ~^y 

dy 

•      ■      •          P.n=- 

öy 

OX,n 
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Es  fol2:t  aus  dem  Vorstehenden,  dass  man  jede  partielle  DilTerenlial- 
gleichung.  in  welcher  die  unbekannte  Function  und  ausserdem  mehrere  Va- 
riable niilil  selber  vorkommen,  sondern  die  nach  letzlern  genommenen  par- 
tiellen DiH'erenlialquotienlen,  in  eine  andre  verwandeln  kann,  in  welcher  die 
nach  einer  gleichen  Anzahl  Variablen  genommenen  partiellen  Diirerenlialquo- 
tienten  fehlen.  Wenn  aber  in  einer  partiellen  üill'crenlialgleichung  die  nach 
einigen  Variablen  genommenen  partiellen  Diilerenlialquotienten  fehlen,  so 
sind  diese  Variablen  bei  Integralion  der  Gleichung  nur  als  Conslanten  zu 
betrachten,  da  bei  Bildung  der  Differentialgleicliunii  nach  ihnen  nicht  diffe- 
rentiirt  worden  ist.  Hierdurch  kann  eine  partielle  Dilferentialgleichnny  erster 
Ordnung ,  in  welcher  ausser  der  unbekannten  Function  auch  mehrere  I  a- 
riable  nicht  selber  corkomnien,  sondern  die  nach  letztern  genommenen  par- 
tiellen DijJ'erentialqiiotienten,  immer  in  eine  andre  verwandelt  werden,  in  welcher 
die  Zahl  der  unabhängigen    Variablen  nm  eine  gleiche  Anzahl  geringer  ist. 

Durch  (las  vorstehende  Verfahren  ist  oben  die  partielle  Dilferenlial- 
gleichung  für  S,  wenn  die  Kraflefunclion  nicht  /  explicite  enthält,  in  die 
andre  für  V  transibrmirl  worden,  welche  eine  Variable  t  weniger  enthalt. 
Man  kann  auch  leicht  beweisen,  dass  jedesmal,  wenn  das  System  sich  um 
eine  Axe  frei  bewegen  kann,  sich  durch  dieselbe  Methode  die  Zahl  der  Va- 
riablen noch  um  eine  vermindern  lässt.  Wendet  man  die  Methode  auf  das 
vorliegende  Beispiel  an,  so  hat  man 

ZU  setzen,  und  7  statt  .9^  in    W  als  Variable  einzuführen.     Man  erhall  dann: 

9       ._^       iiL-_^        dV___dW_ 

'  öy   '        dr  ör   ''       drj  dtj  '' 

wodurch    sich    die  vorgelegte   partielle  Differentialgleichung    in  folgende  ver- 
wandelt: 

\  dr  y        r    ^  drj  ^       /•  siu  ;?  '  ^ 

bei   deren  Integration  ;'  als  eine  Constanle  belrachlel  wird. 

Man  inlearirl  diese  Gleichung,  indem  man  sie  in  die  beiden  Gleichungen 

zerfällt : 

•  d  W " 


\  dri  /  sin  >?  ' 


43* 


—     340     — 

in  welchen  h  eine  neue  willkürliche  Constante  bedeutet.  Man  erhalt  hier- 
durch den  vollständigen  Werth  von   W, 

Das  Zeichen  der  ersten  Wurzelgrösse  ist  hier  negativ  genommen ,  um  die 
aus  der  Form  der  Function  FF  abzuleitenden  Integralgleichungen  mit  den  früher 
gefundenen  in  üebereinstimmung  zu  setzen. 

Die  vollständigen  Integralgleichungen  der  Bewegung  werden  hiernach : 

dv  _    ÖW  _  ,, 

Ob   "       db   ^     ' 


dW 

dy    - 

»+ß,  %-fi\ 

dV 

ÖW         dr 

dr    ~ 

ör   ~    dt  ' 

1     ÖV 
r'   dt]   ~ 

1    ÖW       dtj 
r'    ÖT}    ~  dt  '' 

1         6V 

r           d& 

r'sm'v   öd-  ~ 

/•'sin'v         dt  ' 

ÖV 
öh   ~~ 

ÖW 
öh      -'^^' 

welche  sich,  wenn  man  den  für  W  gefundenen  Werth  subslituirt,  in  folgende 
verwandeln: 


c/    r" 


'i'        .b  r    ^'^  -  =  b' 


b"- 


sin'j; 


|/2/~(r)+2/t-^ 

f  sin  »j 


drj 

sin-i2l/ 

f  sin  »j 


r     y  sin  >j 


/- 


dij 
"dF' 

y  d& 

r'sin'jy  dt    ' 

dr 

=    /+T. 


|/2/-(r)  +  2ft--^ 


i 
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Da 


v=y.^-w=ri-^+ß)-w, 


dW 
und  ß  nur  in  y  vorkommt,  welches  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird,  so  erhält  man 

.,     dv 

welches  zeigt,  dass  in  den  vorstehenden  Formeln  y  als  eine  Constante  an- 
gesehen werden  kann,  so  dass  in  denselhen  b,  b',  ß,  y,  h,  r  die  6  will- 
kürlichen Constanten  werden. 

Der  für  &  gefundene  Ausdruck  giebl : 


f^  +  ß  =  /- 


yd.coi^f) 


oder  wenn  wir 

y  =  ß'  =  —b  cos  i 

setzen, 

n     .     ,)  /  t/.COt'TW  ,  ... 

d--\-  ß  =  —1     =  Are.  coscotg«cotg// 

•^     \tg'  i  —  eotg^  Jj 

oder 

cos/cos?/  — sin«.sin7;.cos(<9'4-/^)  =  0, 

wo  i  und  ß  die  Neigung  der  Bahn  und  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens 
bedeuten. 

In  der  vorigen  Form  der  Integralgleichungen  wird,  wenn  man  ß  =  0 
setzt,  was  der  Allgemeinheit  keinen  Eintrag  thut: 


sin 
wo  man 


inacosj?  — cosasin//coSi9^  =  — ^sinctsin/jsini'^j 


.n   ,       ß'' 


.sin  a 


halte.     Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  vorhin  gefundenen 

cosicos/y  — sin«sin//cos(i^  +  /^j  =  0, 
so  erhält  man 

colga  =  lgJcos/5,     -^  =  tg»sin/5j 

und  daher 

bl_a^      1     _      1 
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dr 
Da    der  Werth  von  -^   in   beiden    Formen    der    Integralgleichungen    derselbe 

ist,   so  sieht  man,  dass  die  Constante  b  für  beide  dieselbe  Bedeutung  hat,  und 
daher  auch  die  Constante  j-i'  =  —bcosi. 

Nennt  man  r,,  und  /•,  das  3Iaxinnim  und  Minimum  von  r,  so  verschwindet 

— ;—  für  diese  Werthe  von  r,  wodurch  man  erhält: 
dl  ' 

2Ar„)+2A-^  =  0, 


2f{r,)+2h--^  =  0, 


und  daher 


Für  das  ISewfonsche  Altraclionsgeselz  wird: 

wo  F  die  Anziehungskraft  für  die  Einheil  der  Distanz  bedeutet,  und  daher 

^_ k'  b"-    _    2r„r, 


1      I  0 


'        Ir  >\  +  r„   ' 


k'  b' 

oder  — -j-  die  grosse  Axe,   -r^   der   halbe   Parameter   der   Bahn.     Bezeichnet 

man  diese,  wie  gewöhnlich,  mit  2a  und  p,  und  setzt 

l-|-ecosc  l-f-ffosri    ' 

WO  V  die  excenlrische  Anomalie,  e  die  Excentricitat  bedeutet,  so  wird 


2nr)+2h~';^  =  Ä<|-i-f ) 


J  3  1^3*2 

=  —  [2(l+ecosü)— 1+e-— (,1  +  ecos®)-]  = 

und  daher 

dr 


'/; 


r"(2/(r)+2/*-^J 

Man  hat  ferner 

dt]  /■        bAntjdtj 


'Sl^-h 


am'i] 

.  6<-0SK  .  C08J7 

Are.  cos    . -  =  Are.  cos    .    . 
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wodurch  die  erste  der  aiifsjestellten  Integ^ralgleicluingen  sich  in  folgende 
verwandelt: 

.  cos»;  ,     .;  ;     'i 

—  Are.  COS  "-^—  =  «  +  6 

oder 

cos//  —  sin/'.coSjP -1- 6'). 
Man  erhält  hieraus 

sin/ycos(«^-j-/i)  =  cotg?'.fos>/  =  cos«.cos(ü-F  b') 
und  daher 

sin/ysiniiV  +  Z:/)  =  —  sin(«  +  6'). 

In  dieser  Formel  ist  /»'+ .]  n  die  Eutfernung  des  Ferihels  vom  aufsteigenden 
Knoten.  '■ 

Setzt  man 

z  =  rcos?y,     // =  r  sin /y  cos  t^,     x  =  rsin?ysini9^, 

so  ist  i  der  Winkel  der  Ebene  der  Bahn  und  der  Ebene  der  x,  y;  ß  der 
Winkel,  den  der  Durchschnitt  beider  Ebenen  mit  der  Axe  der  x  macht.  Aus 
den  Gleichungen 

cotga  =  Igicosß,     n  ~  ß'igis'wiß  =  — isin«  sin/i 

ersieht  man  ferner,  dass  in  der  ersten  Form  der  Integralgleichungen  a  der 
Winkel  ist,  den  der  Durchschnitt  der  Ebene  der  Bahn  und  der  Ebene  der  z,  y 

a' 

mit  der  Axe  der  z  macht,  und  — p  der  Cosinus  des  Winkels  beider 
Ebenen.  Es  ist  ferner  ui  der  Winkel  zwischen  diesem  Durchschnitt  und  dem 
Radius  Vector,  und  b'  der  Winkel  zwischen  diesem  Durchschnitt  und  dem 
Perihel.  Die  in  den  beiden  Formen  der  Intejrralffleichunjjen  sfebrauchten 
Elemente  erhalten  daher  durch  blosse  Vertauschung  der  Axe  der  x  mit  der 
Axe  der  s   dieselbe  Bedeutung. 

Die  im  Vorhergehenden  nach  r  und  i]  ausgeführlen  Integralionen  sind 
von  den  kleinsten  Werlhen  an  genommen,  welche  /•  und  //  erhalten  können. 
Da  diese  Werthe  Functionen  der  Elemente  sind,  so  muss  man  eigentlich  bei 
der  Differentiation  der  charakteristischen  Function  nach  den  Kiementen  auch 
nach  diesen  untern  Gränzen  der  Integrale  dilferenliiren  Man  kann  aber  hier- 
von absirahiren,  weil  wegen  der  bekannten  Eigensciiaften  des  IVIinimums  für 
die  unlern  Grunzen  die  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden, 
und  daher  auch  die  aus  der  Variation  der  unlern  Gränzen  der  Integrale  her- 
vorgehenden Terme. 
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Die  hier  eingeführten  willkürlichen  Constanlen  der  charakteristischen 
Function  und  diejenigen,  welche  ihren  nach  erstem  partiell  genommenen 
Difl'erenlialquotienten  gleich  gesetzt  werden,  haben  in  der  Theorie  der  Va- 
riation der  Constanten  merkwürdige  und  eigenthümliche  Eigenschaften,  weshalb 
ich  in  dem  vorhergehenden  Beispiele  ihre  Bedeutung  genau  angegeben  habe. 

Will  man  die  zweite  Integrationsmethode  auf  die  allgemeinere  Glei- 
chung anwenden: 

r  =  ]/{xiXi-i-x.Xi-\ \-x„x„), 

Xi   =  rcos^/^, 

X;  =  rsin?/iCOS7/2, 

Xi  =  rsin?/iSinr/2COS?/3, 


wo 


SO  setze  man 


x„_,  =  rsin//iSnu/2  ...  sin»/„_jCos??„_i, 
x„      =  rsin7y,sin?/o  .  .  .   sin  ?/„_2  sin  ?/„_i , 

wodurch  sich  die  partielle  Differentialgleichung  in  folgende  verwandelt 

dVV  ,     1   /ÖFV  ,         1        /6V\\  i  rdV 


\  dr  y       r    ^dri/      r  sin'??,  Vd;;^  »•  sm'j?,sin  »?j  ^dij,^ 

r  sin  i?,sm  > ,  . . .  sm  J?,,-?   ^or}„_i/  '  ^  ' 


und  führt    W  stall   V,  p  statt  ?;„_,  ein.  so  erhält  man: 


/_dH^Y      1   /-dWy  1       f  dW  V- 

+...+ ^-^. r^^Y 

r''sin'?;isin'>j2  ••■^in'r;„_3  vöj;„_3/ 


fir)- 


P' 


r  sui"ij|Siu  »;2...sin  j;„_2 

wo  p  als  Constante  angesehen  werden  kann. 

Diese  Gleichung  kann  man  in  folgende  zerfallen: 
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(  -ä —  )  =      «1  —  .  ; 
^  o»?,  /  sin  »?, 

(-^ )  =  «2—     •      / 

^  dijj  -'  sin  T).^ 


:,)  =  - 


«„_•' 


/  ö  VT  V  P" 

l  —, )     =   CC„_n  —  -T-i 

Diese  Gleichungen  lassen  sich,  wenn  «j,  «2,  ...  cf,,.,  Constanlen  be- 
deuten, alle  einzeln  Inlegriren,  und  man  erhalt  daher: 

V  =  (■/?„_. +  «)p-W 

J  L  sin  >;,J  J  L   "    -       siiiV;„_,J 

Diesen  Ausdruck  von  F  kann  man  entweder  als  eine  vollständige  Lösung  mit 
den  w— 1  willkürlichen  Conslanten  «,«,,...  ß„_o  betrachten,  in  welchem 
die  Variable  ^  durch  ?;„_,  ersetzt  werden  muss  mit  Hülfe  der  Gleichung 

^^'-+'^=^=-^/— — f f~\^-> 

O    sin  ??„_2    «n-l —l 

L  sin  );„_2J 

oder  als  eine  vollständige  Lösung  mit  den  n~\  willkürlichen  Constanten  /j, 
«1,  «2,  ...  ß„_, .  wobei  dann  das  Glied  ap  als  blos  additive  Constante  nicht 
mitzurechnen  ist.  Die  willkürlichen  Constanten  «,,  «2,  ...  ß„_2  sind  positiv 
zu  nehmen  und  so.  dass 

«1  >  «2  >  «3     ■    •    •     >   «,^2, 

damit  man  eine  reelle  Lösung  erhält. 

Eine  andere  Lösung  der  im  Vorigen  behandelten  allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichung  habe  ich  oben  gegeben.  Man  erhält  dadurch  zugleich 
die  Integration  der  Diirerentialffloichunffen 

"    ^1      ^  '        ß  *^2     *^2        D  ^     *^"      •^"        D 

in  welchen  ß  eine  gegebene  Function  von  r  und  r  =  ]/(iCj iCi  +  x, iCj H — -\-x„x„) 


ist,  wenn  man 


/?  =  ^ 
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setz^.  Man  findet  über  die  Integ^ration  dieser  Difroi-entialirleicliun;^en  eine 
lehrreiche  Abhandlung-  von  Herrn  Binvl  in  dem  2'""  Bande  des  nialhemalischen 
Journals  von  LioiwUle. 


§.   10.     Die    zweite  Lagratigesche  und   die  Hamilt07ische  Form  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung. 

\^'ir  haben  oben  bei  Aufslelluno-  der  Difrerentialg-Ieichung-en  der  Me- 
chanik zu  Bestinimnngsslücken  der  Punkte  des  Systems  ihre  rechtwinkligen 
Coordinaten  gewiihll.  Man  findet  aber  in  der  iMecanique  Analylique  die  üif- 
ferentialgleichuno-en  der  Bewegung  auch  für  den  allgemeinern  Fall  angegeben, 
wenn  man  irgend  welche  Bestimmungsstücke  der  Punkte  als  Variable  ein- 
führt. Diese  allgemeinern  Formeln  sind  besonders  dann  von  Vortheil,  wenn 
das  System  nicht  frei,  sondern  irgend  welchen  Bedingungen  unterworfen  ist. 
Man  kann  dann  nämlich  die  Coordinaten  so  durch  neue  Variable  ausdrücken, 
dass  den  Bedingungsgleichungen  von  sel])er  genügt  wird.  Hamilton  bat  diesen 
allgemeinern  Differentialgleichungen  eine  etwas  modificirle  Form  gegeben, 
welche  ich  im  Folgenden  niiflheilen  will.  Zuerst  aber  werde  ich  die  be- 
kannten Formeln  der  analytischen  Mechanik  selber  entwickeln,  aus  welchen 
sich  die  von  Hamilton  gegebenen  leicht  ableiten  lassen. 

Die  oben  mifgetheillen  Differentialgleichungen  der  Bewegung  für  den 
Fall,  dass  das  System  Bedingungen  unterworfen  ist,  die  durch  die  Gleichungen 
/■=  0,  <y  =  0,  ...  ausgedrückt  werden,  hat  Lagrange  durch  die  Zeichen  seiner 
Variationsrechnung  in  eine  einzige  symbolische  Gleichung  zusammengefasst. 
Bezeichnet  man  nämlich  durch  d'x,,  ()y,,  c)'z,,  wenn  das  System  ganz  frei  ist, 
gänzlich  willkürliche  und  von  einander  unabhängige  Grössen,  wenn  aber  die 
Bedingungen  /  =  0,  (^=0,  etc.  gegeben  sind,  willkürliche  Grössen,  welche 
die  linearen  Bedingungsgleichungen  erfüllen: 


die  Summe    auf  alle  Werthe  von  i   ausgedehnt,    so  kann  man    die  oben   ge- 
gebenen Gleichungen 
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dx,  dxi         '  dx,    ' 

-    1^    I    2    ^'f     13     Ö'/'     . 

de    -  dz,  +^  ö^'^^'öi7  +  ' 

in  die  einzige  zusammenfassen: 

d'x,    .,  d-j/i     „  (i's^ 


»», 

d'x. 

de 

Mi 

d'-y. 

de 

nt 

d\ 

Bezeichnet  man  durch  die  einem  Ausdrucit  vorgeselzle  Charakteristik  ()"  die 
Aeuderung  des  Ausdrucks,  wenn  man  darin  x,  +  dx,,  y,  +  (fy,,  3,  +  c)'3,  statt 
Xi,  y,,  3,  schreibt  und  <)>, ,  dy,,  Oz,  als  unendlich  kleine  Grössen  betrachtet, 
so  kann  man  diese  symbolische  Gleichung  kürzer  so  darstellen: 


oder  wenn  man  wieder 


dXi  ,  dy,  ,        dzi 


x.=-T^.        y, 


setzt, 

Dieser  Gleichung  kann  man  auch  die  Form  geben: 

d .  Hfn,  [x,  dx,  +  y'i  dy,  -\-  s'  dz,  ]     ^    ÄT+Ö'U 

wenn  man  der  Kürze  halber  setzt: 

T  =   \~m,[^,x',  +  y,y,+  z',z',], 
d.  h.    T  die    halbe    lebendige    Kraft    nennt.      Die    Integration    dieser  Gleichuntr 
von  /  =  0  bis  /=/  hal  Hami/tot/  zu  seinen  oben  angeführten  Theoremen  ire- 
führt.     Hier  soll  dieselbe  Formel  dazu  dienen,  die  DiHerenlialgleichuncen  der 
Bewegung  auf  eine   nilgemeine   Art  zu  Iransforiniren. 

Es  seien  </,,  gr.,  ^3.  ...  ^„  irgend  welche  von  einander  unabhängige 
Grössen,  durch  welche  die  Punkte  des  Systems  bestimmt  werden,  so  dass 
man  die  3«  Coordinalen  x,,  //,,  i,  durch  diese  m  Grössen  ausdrücken  kann. 
Wenn  das  System  ganz  frei  ist,  wird  ;»  =  3«  sein;  wenn  aber  /  Bedingungs- 

44* 
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gleichungen  gegeben  sind,  denen  die  Punkte  des  Systems  unterworfen  sind, 
so  wird  m  =  Sn  —  l  sein.     Setzt  man 

„■   -^  n    -^  r,'    -^ 

^'~     dt    '       ^-~     dt     '        ■    ■    ■        ^^"'  "^     dt     ' 

SO  werden  x',,  y\,  zi  lineare  homogene  Functionen  von  q\,  gl,,  q'^,  ...  q[„, 
und  daher  T  eine  homogene  Function  der  zweiten  Ordnung  von  denselben 
Grossen. 

Setzt  man  daher: 

dr  _        i^  _  dT__ 

W."''''    Sq.,  ^P''    ■  ■  ■    dq:.-P"" 

so  hat  man  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  homogener  Functionen: 

qiPi-\-q'iP2-\ — \-q,nPm  =  2r. 

Die  Grössen  pi^  p^-,  ■  ■  ■  p,„  sind  lineare  homogene  Ausdrücke  von 
q[,  </;,  .  .  .  q,„;  drückt  man  umgekehrt  diese  Grössen  durch  jene  aus,  so 
werden  auch  q[.,  (/ö,  ...  q'„,  lineare  homogene  Ausdrücke  von  pi,  p,.,  ...  jo,,,, 
und  daher  wird  auch  T,  wenn  man  es  durch  die  Grössen  </,,  ^o,  ...  q,,^  und 
die  Grössen  pi,  Pi,  ...  p,„  ausdrückt,  eine  homogene  Function  der  zweiten 
Ordnung  von  diesen  letztern. 

Man  gebe  den  Grössen  pi,  jo,,  ...  p,,,  unendlich  kleine,  ganz  will- 
kürliche und  von  einander  ganz  unabhängige  Aenderungen  tf'pi^  ^'Pi-,  •  •  •  ^'p,,, 
und  nenne  die  entsprechenden  Aenderungen  von  </,,  (/o,  •  •  •  ^m  und  T  eben- 
falls ()'</,,  d'q'o^  .  .  .  d'q'„,,  d'T.  Setzt  man  für  T  den  aus  der  oben  gegebenen 
Gleichung  folgenden  Ausdruck 

T  =    pi    qi+  p,    q'2^ h  p,,  q',„~T 

dT     ,   .     dT     ,   .         ,    ÖT    ,      „ 

so  erhält  man: 

d'T  =         q[  d'pi  +  (Jtö'p.  -\ h    q„,d'p„ 

'  +    Pi  d'qi^-  Pi^'q'i^ V  Pn,d'q'„, 


oder  da 

rdT  .,  ,  .   öT  V'  '  , 

'+dq'J^-h 

die  Gleichung 

dT 

dT 

dT 

dq:,rP'- 

d'T  =  q[d'p,  +  qJ'p,  +  ^..  +  q:S'p„, 
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woraus 

dp,  ~^"   dp,~^''   ■  ■  ■    dp„r^-' 

Diese  Formeln  enthalleii  eine  in  mehreren  Unlersuciiuugen  anwendi)are 
Eigenscliafl  der  homogenen  Functionen  zweiler  Ordnung,  dass  nämlich,  tveun 
T  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  den  Grössen  q[^  q[^  ...  ^|„ 
ist,  und  man  dieselbe  als  homogene  Function  zrceiter  Ordnung  der  Grössen 

_  öT        _  _c)r    ■■    ■  ■        _  öT 

^'~ öq'r  p'-M'  •  •  •  ^"'~%;„ 

ausdrückt,  die  nach  diesen  Grössen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten 
von  T  wieder  die  vorigen   Variablen  geben, 

,  _  ÖT  ,  _  dT  '   _  cJT 

Für  3  Variable  lieg-t  hierin  der  analytische  Grund  von  Sätzen   über  die  reci- 
proken  Polaren  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
Man  hat: 


x[ 

dx, 
dt 

dx,     ,  ,   dXi     ,  , 
=  dqJ^+dq/^^-  +  - 

dXi     , 
+  dqj"- 

y\ 

dl 

=  dq,^^+di^^-  +  - 

■4-  ^•''  a' 

Z'i 

dz, 
~  dt 

dz-i     ,       dzi     , 

-eq,^^+dq./^^-+- 

,  dz.   , 

Wenn  daher  q,, 

eine 

der  Grössen  q, ,  </ > ,  ...  q,„ 

bedeutet,  so  wird 

dx]          dx^ 

dq[    -    dq,-' 

öfi:            dy, 

Ö9l    "    %' 

ÖS.'           dz. 

Ö9l.           dq,  ' 

und  daher 

n. 

dT 

^      r    .dx\        ,dy', 

,  dz'-,          ■        ■ 
■4-s     -   ' 

[^  dx.        ,  dy^        ,  dz.-i 
dq,  ^^'dq,         '  üq,i 


Es  ist  aber 
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J^m,  [_x[  dx,  +  y[  Sy^  -{-  z,  (Jz,] 

,    c,      „      r    ,  dx,    .      '  dy,    .        dz,  "1 
,,  [    ,  öx,         ,  dyi        /  OS,  "1 


iJT+dU 


und  daher 

^mi[x',Sx,+y',(yyi+z',^z,']  =  f  |(5"9,+P2%2H \-PnJq.,- 

Die  Gleichung 

d.Sm,^  {x'dx  +  .'/l'^//,  +  *i^2,) 

giebt  daher 

=  ^<'5.  +  ^*».  +  -  +  ^**" 

+  pi  (5'?i+  /'s  (5^2  H h  Pm  ^q,„ 

=  dT+W. 

Es  ist  aber,  da  U  die  Grössen  q[  gar  nicht  enthalt, 

oq,    ^'      dg,     ''-  d9,„ 

+  ~dY~    ^'+       ög.        '^^^-  +  -+       dq„.      '^^- 
Man  hat  daher,  da  wegen  der  Gleichung 

dT 

die   in    die    Variationen   dq^   multiplicirten   Ternie  sich    aufheben,    die   in   der 
Mecanique  Analytique  gegebene  Gleichung: 
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woraus,  wenn  die  Grössen  q  von  einander  unabIiäno;i(i-  sind,  die  Gleichun«-en 
folgen : 


dp, 

dt 

dp, 
dt 

der +10 

-          dq,        ■> 

d(T-\-  fO 

dp,., 
dt 

dq,„ 

In  den  vorstehenden  Lofjrai/f/eschen  Formeln  ist  T  aussedrückt  durch  (jr,, 
^2,  ...  q.„  und  durch  ihre  DiHereutiale  q,.  ^',,  ...  q,„,  und  in  diesem  Sinne 
die  partielle  DilTerentiation  auszuführen.  Hamilton  führt  statt  der  letzten  m 
Grössen  die  Grössen  pi,  po-  •  •  p,,,  als  Variable  ein.  Die  auf  diese  Wahl 
der  Variablen  bezüglichen  Formeln  erhält  man  auf  folgende  Weise: 
Es  ist  nach  den  obigen  Formeln: 

T  =  p,q',+p2q^,~\ hp,„q,„—T, 


und  daher 


Da  wir  oben 


(JT  =     Pi^qi  +  p2^q2^ Vp„,'^,n 

+ (ii  i^^Pi +q:^P2-\ — \-  qL  (^>,„ — '^"y. 


0* 


fanden,  so  hat  man 

öT  =       qi   (Jp,+  q,  (Ip.A Vq',.,  ^P,a 

Substituirt    man    diesen    Ausdruck   von   ()T   in    die    vorhergehende   Gleichung 
rechter  Hand  vom  Gleichheitszeichen,  so  erhall  man : 

()T  =        pi    dq,-\-  p.  dq'A h  p,„    (!q'„, 

Braucht  man  diesen  Ausdruck  von  (Vf  und  setzt  wieder 

T~U  =  H, 
so  verwandelt  sich  die  oben  gefundene  Gleichung: 

+Pi<'(q\+  Pi  '^V/i  H 1-  p,„  <yq„, 

=  (JT+dV 
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in  folgende: 


■  dq,      ^'  dq,  ^-  6q,„ 

woraus   die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in   der   neuen    Form,    die 
ihnen  Hamilton  giehl,  werden: 

dp,  _         dH 


dt 

dq,    ' 

dPz 

dH 

dt 

dq,    ' 

dp,,, 

oH 

dt 

oq,„ 

Da  U  die  Grössen  />,  nicht  enthält,  und  daher 

,  _  dq,  _  BT  _  oH 

^'  ~    dt   ~  dp,  ~  dp,  ' 

so  hat  man  folgendes  Theorem,  welches  die  Hamilfonsche  Darstellung  der 
Differentialgleichungeu  der  Mechanik  enthält. 

Theorem  III. 
„Es  seien  qi,  q^^  ...  gr,„  die  von  einander  unabhängigen  Bestimmimgs- 
stiicke  eines  Systems  von  n  materiellen  Punkten,  icelches  entweder  ganz  frei, 
oder  irgend  welchen  Bedingungen  unterworfen  ist;  die  Zahl  m  der  Bestim- 
mnngsstücke  ist  3w  bei  einem  freien  System,  oder  tcenn  die  Punkte  desselben 
l  Bedingungen  unteruwrfen  sind  3n  —  l;  man  differentiire  den  Ausdruck  der 
halben  lebendigen  Kraft  T  durch  9,,  q,^  ...  q,„  und  ihre  nach  der  Zeit  ge- 
nommenen Differentiale  q\^  q.^  ...  q',„  nach  diesen  letzteren  Grössen  und 
setze  die  partiellen  Differentialquotienten 

dT  _  dT  dT  __ 

öq,  ~P''    dq^  -P-'    ■  ■  ■    dq;„-P"''' 

druckt  man  dann  T  durch  die  Gi-össen  qi,  «/o,  ...  q„,  und  die  Grössen  j»i, 
P-i  ■  ■  ■  Pm  und  die  Kräfte function  U  ebenfalls  durch  die  Grössen  g»,,  q.^  ...  q^ 
am,  und  nimmt  die  partiellen  Diferentialqnotienten  der  Grösse  T—U^H  in 
diesem  Sinne,  so  werden  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 
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dl 

ÖH 

-  dp,  ■ 

dp, 
dt 

dH 

dqr 

dq., 

ÖH 

dp. 

dH 

dt 

~  ^P.  ' 

dt 

dq,-' 

dq,„ 

ÖH 

dp,u 

dH 

dt 

~  dp„, ' 

dt 

Öq„, 

Die  Formeln  des  vorstehenden  Theorems  gellen,  wie  aus  dem  ge- 
gebenen Beweise  erhellt,  auch,  was  Hamilton  nicht  angemerkt  hat,  für  den 
Fall,  dass  die  Kräftefunction  U  die  Zeit  t  explicite  enthält,  wovon  man  sich 
leicht  dadurch  überzeugt,  dass  die  Charakteristik  d  nur  diejenigen  Aenderungen 
anzeigt,  wie  ich  ausdrücklich  angemerkt  habe,  welche  aus  der  Variation  der 
Coordinaten  hervorgehen. 

Die  im  Vorigen  gefundenen  Formeln  lehren,  dass  die  partiellen  Dilfe- 
rentialquotienten  von  T  nach  </,,  (/o,  ...  </„,  einen  gerade  enlgegeuffeselzlen 
Werth  bekommen,  je  nachdem  man  T  als  Function  von  (/,,  q^,  ...  q„,  und 
q'i^  ^i,  ...  q',„,  oder  als  Function  von  r/,,  r/, ,  .  .  .  q,„  und  /?,,/>.,,.../>„  be- 
trachtet.     Wir  fanden  nämlich   für  den   lelzlern   Fall: 

ST  =         p,  d'qi+  p.   öq'.A h  p,n  <^'q,n 

[dT  ^         dT  .,      ^  dT  .     1 

während  man  nach  der  erstem  Annahme  hat: 

JT  =      pi  d'qi-{-  p,    Sq',-] 1-  p,„  d'q',„ 

Man  hat  daher  jedesmal  genau  den  Sinn  zu  lixiren,  in  welchem  die  partiellen 
DiiFerenliationen  ausgeführt  werden  sollen. 

Wenn  man  eine  grössere  Zahl  der  Variablen  q  einführt,  als  zur  Be- 
stimmung der  Funkle  des  Systems  nölhig  ist,  so  dass  zwischen  denselben 
mehrere  Bedinuungsgleichnngen  f~0,  q>  —  0  elc.  Slalt  linden,  so  sind  die  Va- 
riationen dqi,  ()'(/2,  •  •  •  i>'q,„  nicht  mehr  von  einander  unabhängig.  Man  kann 
daher  aus  -der  Gleichung: 

Jacobi,    Dyuamik.  45 
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nicht  mehr  ;uif  die  Gleichheit  der  einzelnen  Terme  schliessen,  sondern  muss 
verinittelsl  der  zwischen  den  Variationen  Statt  findenden  Bedingungsglei- 
chunffen : 


'b^ 


einige  der  Variationen  durch  die  (ihrigen  unahhängigen  ausdrücken  und  dann 
nur  die  in  diese  mulliplicirten  Terme  einzeln  einander  gleich  setzen.  Be- 
werkstelligt man  die  Elimination  wieder  nach  der  Lagrangeschen  Methode, 
indem  man  die  vorstehenden  Gleichungen  mit  Facloren  A,  ^j  etc.  multiplicirt 
hinzufügt  und  dann  die  einzelnen  in  öq^^d'q^^  ■■■^q„,  mulliplicirten  Terme  ein- 
ander gleich  setzt,  so  erhalten  die  Did'erenlialgleichungen  der  Dynamik  die  Form: 


dt         öpi  ""       dt  dq,  <9g,         '  dq^ 

dq^dH^         dp.,  ^       dH       .^df  dff> 

dl    ~  dp,  '        dt    ~       dq.,  dq^  dq. 


dt    ~  dp,,,  '        dt  dq„,  dq,„         '  dq,„ 

Die   Multiplicatoren   i,    Aj  etc.    werden    dadurch   beslininit,    dass   man   in    die 
Gleichungen 


■ö^ 


J_dtdH__df_dH_df_dH-l 

L  dq,   dp,        Sq,  dp., dq,„  dp,n-i   _   ^ 

dt  "' 

Tj^ötf       Ö7>^öfl;^         ,    d<p   dH^ 
Loa.    dn.       da.. 


-dq,    dp,        dg,   dp, dq,^  dp^^   _   q 

dt  ~"      ' 

welche  sich  durch  zweimalige  Differentiation  der  Bedingungsgleichungen  /'=0, 
(p=0  etc.  ergeben,  die  Werlhe 

dq^dH_       _^__^  ,  j^,  3  _^ 
dt    ~  dp,  '        dt    ~~       dq,  +^  dq,^    '  dq^  '" 

substituirt. 

Wenn  man  unter  (hj,^  cT^j,  ■  •  •  ^q,,,  die  virtuellen  Variationen  versteht, 

d.  h.  solche,  die  den  Bedingungen  c5'/"=0,  (Ty^O,  etc.  Genüge  leisten,   so 
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kann  man  in  allen  Fällen  die  Differentialgleiclinng'en   in   die   einzige    symbo- 
lische Gleichung  zusammenfassen: 


ein  Resultat  von  grosser  Allgemeinheil  und  Eleganz,  welches,  wie  ich  glaube, 
in  dieser  F'orm  Hamilton  zuerst  aufgestellt  hat. 

§.   11.     Hamiltons  Methode  zu  der  von  ihm  angegebenen  Form 
der  Integralgleichungen  zu  gelangen. 

Die  Darstellung  der  Integralgleichungen  der  Mechanik  durch  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  charakteristischen  Function,  wenn  man  statt 
der  Coordinaten  irgend  welche  Bestimmungsstücke  der  Punkte  des  Systems 
einführt,  findet  Hamilton  durch  folgende  einfache  Betrachtung. 

Es  sei  wieder 

s  =y'\T+u)dt. 

I) 

Da 

dH   ,       dH    ,         ,         dH 

so  hat  man 

T+U  =  2T^H^p,^+p,-^  +  ...  +  p„^4^-H 
"dp,      ^-  6p.,  ^'"  dp,„ 

Man  kann  daher  den  Ausdruck  von  S  auch  so  darstellen: 

T      ötf  ,        dH   ,        ,         dH 


oder  da 


Hieraus  folgt 


„         /•'  r     otf  ,       ö//  ,        ,        dH      „T  ,, 


dH    ^    (Igt 
dpic  dt   ' 


45 
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Inlegrirl  man  das  erste  Inlegral  per  partes  und  bezeichnet  die  Anlangswerlhe 
Yon  (/,,  7,,   ...   q„,  mit  f,,  c,,  .  .  .  ('„,  und  die  Anfangswerlhe  von  jo^,  jo,,  ...  ;),^ 
mit  //, ,  ij,  .  .  .  /»,„.  so  erhält  man  aus  der  vorstehenden  Formel 
0  =  (TS  -  [p,  Jq,^ +P3  (T^,  + . . .  +;,,„  dq;„] 

wenn  man  dem  Index  k  unter  dem  Summenzeichen  die  Werthe  1,  2,  ...  m 
giebt.  ZJ/csf  e/«e  merkwürdige  Gleichvng ,  rr eiche  durch  eine  einfache  Inte- 
gration per  partes,  wie  sie  in  der  \  ariationsrechnung  üblich  ist,  gefunden  wird, 
nmfasst  zu  gleicher  Zeit  die  Di/feretdialgleichungeu  und  die  Integralgleichungen 
des  viechanisclirn  Problems. 

Setzt  man  nämlich  die  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  und  ausser- 
halb des  Integralzeichens  besonders  gleich  Null,  so  giebl  ersleres  die  Differenlial- 
gleichungen,  letzteres  die  Integralgleichungen,  und  zwar  die  erstem  vermittelst 
der  partiellen  DilTerentialquotienten  eines  der  halben  lebendigen  Kraft  weniger 
der  Kriiftefunction  gleichen  Ausdrucks,  die  letztern  vermittelst  der  partiellen  Dif- 
ferentialquotienlen  der  charakteristischen  Function.  In  dem  sogenannten  Princip 
der  kleinsten  Wirkung ,  w  elches  man  analytisch  durch  die  Gleichung  öS  ~  0 
ersetzen  kann,  sieht  man  die  Grenzwerihe  </,,  und  c,,  als  gegeben  an,  wesshalb 
(T^jf,  =  0,  dci,  =  0  und  der  Ausdruck  ausserhalb  des  Integralzeichens  von  selber 
verschwindet.  Dies  Princip  giebt  daher  nur  die  Difl'erentialgleichungen  des 
Problems,  während  die  gleichzeitige  Variation  der  Grenzen  des  Integrals 
ausserdem  die  Darstellung  der  Integralgleichungen  durch  die  charakteristische 
Function  giebt.  Hamilton  schlägt  daher  vor  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung 
the  law  of  stationär g  aclion,  das  seinige  dagegen  of  varying  action  zu  nennen, 
indem  das  Integral,  welches  variirt  wird,  zuweilen  als  die  aclion  (Kraftauf- 
wand) angesehen  worden  ist. 

Um  dies  zu  erläutern,  bemerke  ich,  dass  wenn  man  den  Ausdruck 
unter  dem  Integralzeichen  gleich  Null  setzt, 

4^+f  )*^.  =  «• 


—    357    — 

diese  Gleiclning-.  wenn  zwischen  den  m  Grössen  q^  keine  Bedingungsglei- 
chungen Statt  linden,  also  die  Variationen  öq,,  von  einander  unabhängig  sind, 
in  die  m  Gleichungen  zerlallt: 

dp,    ^   _  öff  ■ 

<lt      ~         dq,  ' 

oder  wenn  zwischen  den  Grössen  q,  die  Bedingungsgleichungen  /"  =  0, 
(f)  =  0  etc.   Statt  finden,   in   die  m  Gleichungen: 

dt      ~         dq,^*'  dq,'^'-'dq,'^"'-' 

in  welchen  die  verschiedenen  in  die  partiellen  DifFerentialquotienlen  von  /", 
ip  etc.  mulliplicirlen  Facloren  A,  l^  etc.  für  alle  m  Werthe  des  Index  k  die- 
selben bleiben.     Dies  sind  die  DilFcrentialgleichungen  des  Problems. 

Wenn  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen  verschwindet,  hat  man 
eine  hinlängliche  Anzahl  Diüerentialgleichungen,  um  daraus  die  m  Grössen  q,, 
als  Functionen  von  /  und  2m  willkürlichen  Constanten  bestimmen  zu  können; 
es  wird  daher  auch  S  eine  gegebene  Function  von  t  und  den  2m  willkürlichen 
Constanten;  und  da  die  Charakteristik  d  sich  nicht  auf  t  bezieht,  so  wird  dS, 
wenn  die  angegebenen  Dillerenlialgleichungen  Statt  finden,  die  Variation  von 
S,  wenn  man  die  willkürlichen  Conslanten,  die  ihre  Integration  mit  sich 
bringt,  variirt,  als  die  einzigen  Grössen,  welche  noch  variiren  können.  Man 
hatte  aber,  wenn  die  Grösse  unter  dem  Integralzeichen 


^(^+S*?. 


dt     '    dq,,- 


verschwindet. 


dS  =  Pii)qi+piSq.A Vpnßqm 

-  [b,  i(ci  +  6.  (Tc, H h 6„. öc,„) , 

in  welchem  Ausdrucke  d'q^,  c)'c,.  die  Variationen  von  q^,  c,  bedeuten,  wenn  man 
diese  Grössen  vermittelst  der  Integralgleichungen  des  Problems  durch  die 
willkürlichen  Constanten  und  t  ausdrückt  und  die  erstem  variirt.  Man  kann 
aber  auch  umgekehrt  vermittelst  der  vollständigen  Integralgleichungen  des 
Problems  die  willkürlichen  Constanten,  die  in  S  vorkommen,  durch  die  Grössen 
q,,,  Cj  und  l  ausdrücken,  so  dass  S  eine  Function  von  t  und  den  2m  Grössen 
q,,,  c^  wird,  die  weiter  keine  Variable  oder  willkürliche  Constante  enthält. 
Es  giebt  dann  die  vorstehende  Gleichung,  wenn  keine  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  Grössen  q,,  gegeben    sind,    sogleich    die   partiellen  Diüerenlial- 
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quotienten  von  S: 


ds 

dq, 

-^Pn 

ds 

de,   - 

-6x, 

dS 
dq. 

=  P2-, 

dS 
de,  - 

~b,. 

dS 
oq,„ 

=  P''>, 

dS 
dc,„ 

-6,„, 

oder  wenn  zwischen  den  Grössen  qk  die  Gleichungen  /"=©,  cp  =  0,  etc.  ge- 
gehen  sind,  die  Gleichungen: 

■    dqt  ^  Sq,  '  oq, 

•         dS  .         df    ^         d(p    . 

dq,  ^  dq,       '      dq, 

dS  ^         df    ^         d<f    ^ 


7j—  =  — o,„  +  i"'  7Tr-+i"i757-+- 
dc,„  oc^  oc,„ 


WO  f^,  (p"  etc.  die  Ausdrücke  von  f,  ip  etc.  sind,  wenn  man  darin  für  die 
Grössen  q,,  ihre  Anfangswerthe  c^  setzt.  Die  Multiplicatoren  /tt,  ,«i  etc.  werden 
bestimmt,  wenn  man  die  ersten  m  Gleichungen  in  die  Gleichungen: 

dt         dq,    dl  '^  dq,    dt  ~^'  '^  dq„,  dt 
_   df   dH       df    dH  df    dH 

~  <3g,  <5p,        ö(li  öp,  dq,„  dp„, ' 

f.        d(p   _  dtp  dq,       dq)   dq,  ,    dq>  dq,„ 

"  'df  ~~dq',~dr^~dq~,~dr^         ^'dq^n'df 

■  _^^  1  ^^  ,  ay  du 

~'  dq,  dp,        dq,  dp,  dq„,  dp,,, 

etc.  elc.  etc.  etc. 

substituirt.  Ebenso  werden  die  Multiplicatoren  ,</",  jliI  elc.  bestimmt,  wenn 
man  die  letzten  m  Gleichungen  in  die  Gleichungen: 
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df   öH" 

df  dH" 

dr   dH" 

de,     öö, 

de,    db,    '  ■ 

'    de^    db,„  ' 

örp»    cH" 

dcp"  dH"   , 

dcp'  dW 

de,     db, 

de,    db,    ' 

dc„    db„, 

etc.  • 

etc. 

etc. 

0 
0 


subsliluirt,  in  welchen  H"  wieder  den  Ausdruck  von  H  bezeiciniel,  wenn  man 
darin  c„,  b,,  statt  q^,  p^  setzt.  Das  System  der  anoeführten  2m  Gleichung-en 
bildet  das  System  der  vollständigen  Inteofralgleichungen  des  Problems,  zwischen 
t,  den  2m  Grössen  </,„,  p,„  und  den  willkürlichen  Conslanten  c,„,  b,„. 

Den   partiellen   Dillerentialquotienlen  von   S  nach   t    genommen    findet 
man  durch  die  Gleichung: 

dS  oH   ,       dH  ,        ,        dH      „ 

-dT  =  P'd^+p^-dK+-^p'"W:r" 

_    ^,j^äq^,_^-^,  «-[JS   dq,„ 

~     dt    '^'dql'W^'dql  dl    "^  dq„~dr 

dS    .        dH       .       dH       .  dH 

1 


woraus 


^  =  -H^U-T, 

wie  wir  auch  oben  gefunden   hallen,   wo    die  rechtwinkligen  Coordinaten   zu 
Bestiramungsstücken  der  Punkte  des  Systems  gewählt  waren. 

Wenn  zwischen  den  Grössen  q,,  keine  Bedingungsgleichungen  Statt 
finden,  und  man  in  den  Ausdruck  von  H  oder  T  für  die  Grössen  p,,  ihre 
Werthe  setzt: 

ds 

P^  =  Wr 


so  wird  die  vorstehende  Gleichung 

■+T  =  U 


o 

ds_ 
dt 


eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  der  Function  S 
und  den  unabhängigen  Variablen  t,  </,,  q,.,  ...  q,„.  Wenn  das  System  ganz 
frei  ist,  also  »«  =  3?«,  so  muss  dieses  dieselbe  partielle  Differentialgleichung 
sein,  wie  die  oben  für  diesen  Fall  angegebene, 

f +-i[(£)'+(f  )V(f  )>  ^, 

wenn  man  in  dieselbe  statt  der  3«  Grössen  x,,  y,,  z,  die  3»  Grössen  q^  ein- 
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führt.      In  der  That  folgen  auch  aus  der  oben  gefundenen  Gleichung: 


die  Gleichungen: 


dq,    ,        dq^    ,         ,        dq„ 
,  dq,  dq^  dq„ 

""^y'  ^p^^+p'--d^+-+P"'^^ 

dg,  dq  dq,„ 


und  daher: 


■*       m. 


^iP^^-^P^d^^      +P'"  dx, J 

und  daher,   wenn  man  die  Werthe 

ÖS 
P^  =  d^. 
substituirt, 

^      ;«,  I-  dq,    dxi       dq^  dx;  dq„  öx,  J 

^^  1    roS    ög,        dS  dq,    ,    dS  dq„,y 

''    -       ith  L  dq^    dy.       dq.,  dyi  dq,„  di/i  J 

-"^  III,  Lc5,    C5,        dq^    dzi  dq^   dzi-i  ' 

in  welchem  Ausdrucke  man  noch  vermittelst  der  zwischen  den  Grössen  q,. 
und  X,,  y,,  z,  Statt  findenden  3«  Gleichungen  die  partiellen  DilFerenlial- 
quotienten 

dqk         dqi:         dq^ 

dx,  '       dy,  '       dzi 

durch  die  Grössen  q^  auszudrücken  hat,  damit  die  Gleichung 

dS 


dt 


r  =  u 


eine  partielle  Differentialgleichung  zwischen  S.  /  und  den  Grössen  q^  werde. 
Der  vorstehende  Werth  von  T  ist  aber  offenbar 
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welches  iu  die  Gleichung 

subslituiii,  die  früher  ansegebene  partielle  Diflerentialgleichung-  giebt. 
Setzt  man  wieder 

r  =  s+tH, 

und  führt  statt  /  die  Variable  H  ein,  so  erhall  man  durch  ähnliche  Formeln 
die  2m  Integralgleichungen  durch  die  partiellen  Diflerenlialquolienlen  von  V 
ausgedrückt.      Statt  der  Gleichung 

öS    _       ff 

erhält  man  wieder,  wie  früher, 

dH         ^■ 
Die  partielle  üiirerenlialgleichung  wird 

T  =   U+H, 

wenn  man  in   T  für  die  Grössen  p„  die  Werlhe 

dV 

setzt,  und  in  U,  wenn  darin  die  Zeil  /  auch  explicite  vorkommt,  seinen  Werth 

*  dH 

Wenn  t  nicht  explicite  in  U  vorkommt,  und  daher  vermittelst  der  Gleichungen 
der  Bewegung  H  einer  Constanle  gleich  wird, 

//  -  h, 
erhält  man  noch  eine  zweite  partielle  Dillercntialgleichung  für  jede  der  Fun- 
ctionen S  und    T'*), 

#+«"  =  ». 

H'   =  h, 

wenn  man  in  der  ersten  in  //"  die  Grössen  /»„  durch  ihre  Werlhe 

,  öS 

**   ^   -  ö^' 


*)   Vgl.  p.  321. 

Jacobi,    Uynamik.  46 
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und  in  dor  zweiten  durch  die  Werihe 


b,  =  — 


dV 
erselzl. 


g.  12.  Die  partielle  Differenti.'ilgleichung  für  das  Problem  der  Rotation. 
Klie  ich  mich  zu  andorn  BcIrjuhlunfiiMi  vvciido,  will  icii  noch  die  par- 
licllc  l)iil'«Mcnliiilp:l(Mcliunfj  aufsuchen,  nul'  vveiclio  nach  der  vorsldienden  Theorie 
(li(^  Itolation  v.'nw»  leslen  KiH-pcrs  um  einen  festen  l'unhl  zurückiioniml,  wobei 
ich  die  von  Poinson  in  seiner  Ahhandlunfj  im  15"  Jlcfle  des  Polytechnischen 
Journals  fjehrauchic  Hezeichnung  h(Mh(^hallen   will. 

Es  seien  X,  Y  zwei  feste,  auf  einander  rechtwinklig  stehende  Linien, 
XY  ihre  EIwmic:  ferner  yY,,  Y,  zwei  der  heweglichen  Ilauptdrehungsaxen  des 
Körpers,  AiV,  ihre   Ehene.      Es  sei: 

'/'  der  Winkel    zwischen  A    und    dem  Durchschnitt   der  Ebenen  XY 

und  A,  y, ; 
<l   der  Winkel  zwischen  diesem  Durchschnitt  und  X,; 
')  der  Neigungswinkel  beider  Ebenen  XY  und  A',  V,; 
es  seien  ferner  A,   B,   C,   die  Momente  der  Trägheit  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die   Axen    A', .    >',    und    die   drille   auf   ihnen    senkrecht   stehende.     Setzt 
mau 


fpr 

11 /IIP 

dl 

=  y', 

d(p 
dt 

=  y ', 

d& 
dt 

=  '>', 

lei 

IIUI 

P 

=  sin 

(//sin.'/ 

.  tf' —  cos  (/' . 

•>', 

9 

=  cos 

iysin.'> 

.  1/''+  sin  (p  . 

^', 

r 

r 

-  (f  - 

~  cos '>. 

V', 

SO 

ha 

1   man 

die   1 

leheii 

idige 

Krall: 

2T  = 

=  Ap'VBq- 

1  Cr' 

Sc: 

Izl 

man   1 

lerner 

mit 

l'ui.ssuH : 

dT 

=  »> 

dT 

=  », 

BT 
dtp' 

=  «, 

•  _     363     - 

so  giebt  Poisson  am  ang^efuhrleii  Ort  S.  32H  die  Fonneln: 
Cr   =  s, 
r,  cosqr  ,>      N        • 

Ap  =     .    a  .«  +  cos.V.gl -cosy.p. 
woraus 

+  -T:r    -^— TT  «-t-coSiT.s)  — COS«;.«:    . 
i.A  L  <in  (T  ^  '      J 

Was  in  unserii  alliiciiieiiieu  Formeln  die  Grössen  q,  waren,  sind  hier  die 
^Vinkel  cf.  w.  '^K  und  was  die  Grössen  p^.  sind  hier  die  den  Winkeln  7-,  w, 
i^  entsprechenden  Grössen  .<?,  «.  c.     Man  hat  daher: 

dr  _ 

dV 
du» 

ar  _ 

so  dass.  wenn  U  die  Kräftefundion  ist.  und  k  die  in  dem  Satze  von  der  leben- 
digen Kraft  vorkommende  Constante.  die  Rotation  eines  Körpers  zurückkommt 
auf  die  Integration  der  partiellen  Ditlereutialifleichung: 

— (— y 


+  -Tn-\^-ir{^ — hcos.?-:r-)  +  sin  (f^rzl 
,     1    I  sintf  ,  et  6r\  cvy 

+  -r-r  I,  1-7^ hCOSvA-T^j  — COSff'^r^ 


=  U+h. 

Die  Integration  dieser  partiellen  DitTerentialgleichung  für  den  Fall,  dass  die 
Kräflefunction  L'^0  oder  der  feste  Körper  durch  einen  angeublicklichen  Im- 
puls um  den  festen  Punkt  in  Bewegung  gesetzt  wird .  werde  ich  an  einem 
andern  Orte  mittheilen  und  zeigen,  wie  sich  das  Proldem  in  diesem  Falle  auf 
blosse  Quadraturen  zurückführen   lässt.      Dasselbe    gilt  bei  allen  mechanischen 

46* 
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Problemen,  in  welchen  die  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  des  Systems  nur 
von  drei  Grössen  abhängt,  und  die  Gleichung  für  die  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft,  sowie  die  drei  Gleichungen  für  die  Erhaltung  der  Flächenräume  gelten*). 

§.  13.     Zurückfuhrung  der  allgemeinsten  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  auf  ein  einziges  System  gewöhnlicher  Differeutialgleicliungen. 

Die  im  Vorhergehenden  milgetheilte  Hamiltonsche  Analysis  setzt  auf 
keine  Weise  voraus,  dass  die  Function  H  aus  t  und  den  2m  Grössen  ^,  und 
p^.  gerade  auf  die  Weise  zusammengesetzt  sei,  welche  die  Probleme  der  Me- 
chanik erfordern,  sondern  diese  Analyse  gilt  unverändert,  was  mich  H  für 
eine  Function  von  t  und  den  Grössen  q,,  und  p,,  bedeutet.  Man  erhält  hier- 
durch wenn  man  für  H  irgend  eine  Function  f  setzt,  allgemein  folgendes 
Theorem. 

Theorem   IV. 

„Es  sei  ,; 

fi.t,qi^q^--,--  qm,  pi  ip--,  ■■■  p,n) 

irgend  eine  Function  der  2m +1  Grössen  t,  </, ,  qi-,  ■  ■  ■  q„,,  p,,  p^i  ■  ■  ■  /»,„ 
und  ztoischen  diesen  Variabein  folgendes  System,  von  2m  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  gegeben: 

dt         öp,  '       dt  dq,  ' 

dq^^^        dp.,  ^        df 
dt         dp^  '       dt  öq,'> 


dt    ~  ö/)»'       dt    ~       %,„' 


es  seien  c, ,  c, ,  ...  c„,  die  Wert  he  der  Grössen  qi,  qi^  ...  q,^  und  bi , 
62 ,  . . .  6,„  die  Werthe  der  Grössen  pi,  p,,  ...  p,„  für  /  =  0,  wodurch  die  in  den 
2m  Integralen  des  vorgelegten  Systems  von  Differentialgleichungen  vorkommen- 
den 2m  willkürlichen  Constanten  bestimmt  sind;  drückt  man  hiernach  das  Integral 

^  =/[Af +..|^+-+..f.-/-]'« 

durch  die  Grössen  t,  q, ,  //_. ,  ...  q,„ ,  c, .  c, ,  ...  c,„  aus,  wie  dieses  vermittelst 
der  2m  Integralgleichungen  möglich  ist,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

*)  Vgl.  die  nacligelassene  Abhandlung  „Nova  methodus  aequationes  differen- 
tiales  partiales  primi  ordiuis  integrandi"  in  dem  Journal  für  Mathematik ,  Bd.  60,  wo 
p.  149folgg.  diese  Fragen  beliandelt  sind. 


I 


t. 

)Oc»       

6W 

dW           , 

de,  =      ^" 

6W 

dg,  -^- 

^i —  =  —  »2 1 

ew 

welche  man  als  die  2m  Integralgleichungen  des  Problems  betrachten  kann;  zu- 
gleich ist  der  angegebene  Ausdruck  von  W  eine  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung:  ■ 

dW  ,   ^/,  BW    ew        nW\         „ 

in  welcher  Lösung  Oj,  Cj,  ...  c,„  die  m  willkürlichen  Constanten  sind,  denen  man 
noch  eine  hinzufügen  kann,  welche  durch  blosse  Addition  mit  W verbunden  wird." 
Der  Beweis  des  ersten  Theils  dieses  Theorems  ist  in  der  einen  Glei- 
chung enihallen: 


f 


dp,    't'-Bp,   '        '''•"Bp,, 


dt 


)dt 


—  b,  Jcj  —  6,  ()  Cj b,„  Sc,,, , 

in  welcher  Gleichung  die  Charakteristik  S  sich  bloss  auf  die  Variation  der  in 
den  Integralgleichungen  vorkommenden  willkürlichen  Conslanlcn  bezieht.  Man 
erhält  dann  den  zweiten  Theil  des  Theorems  durch  die  Gleichung: 

~   dt    ~   Bl   '^  Bq,    dt   '^  Bq,    dt   ^         ^  Bq„    dt 

BW  ,        Bf       ^        Bf       .        ,         Bf 
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woraus 

dt  ^1 

dW 
in  welcher  Gleichung  man  für  die  Grössen  p,,  ihre  Werthe  -5—  zu  substituiren 

"  oqk 

hat,  wenn  sie  als  partielle  Diflerentialgleichung  betrachtet  werden  soll. 

Die  partielle  Dillerentialgleichung,  deren  vollständige  Lösung  vermittelst 
der  vollständigen  Integralion  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen durch  das  Theorem  IV.  gegeben  ist,  hat  nicht  die  allgemeinste 
Form  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  indem  sie  nur  die 
Differentialquofienten  der  gesuchten  Function  W,  nicht  diese  Function  selber 
involvirt.    Für  diesen  allgemeinsten  Fall  habe  ich  folgendes  Theorem  gefunden. 


Theorem    V. 

„Es  sei 

f{W,  t,  qi.qi,  ...  q„.,Pi^lh->  ■  ■  ■  Pm) 

irgend  eine  beliebige  Function  der  Grössen  W,  t,  9,,  q,^  ...  q,,,,  />,, 
^,,  ...  p,„,  und  zwischen  denselben  folgendes  System  von  2m-\-\  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  gegeben : 

dt     ~   dp,'         dt  dq,        ^'  dW 

dq^__df^        dp^_ dl__        df_ 

dt    ~  öp/       dt    ""       dq,      P'  dW 


dq,„  _    df         dp,,,  _  _  df  _        df 
~dr~  dpj       dt    ~       dq„      P"'dW' 

dW  df   .        df    ^        ^         df       . 

■     -dr  =  P^W^P'W.^'"^P-W.'~^' 

es  seien  für  W=0  die  Werthe  der  Grössen  t,  7,,  ^,,  ...  q,„,  p,,  p,,  ...  p„, 
respective  /„,  c,,  Cj,  ...  c,„,  6,,  6>,  ...  b,„,  wodurch  die  in  den  2m-\-\ 
Integralgleichungen  des  vorgelegten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
vorkommenden  2/m+I  willkilrHchen  Constanten  bestimmt  sind;  druckt  man  hier- 
nach vermittelst  der  2/m  +  I  Integralgleichungen  die  Grösse  W  durch  t,  /„,  ^, , 
^ , ,  ...  q,„ ,  C| ,  c, .  ...  c,„  aus ,  und  nimmt  in  die-sem  Sinne  die  partiellen 
Diff'erentialqnotienten  von    W,  so  erhält  man 


367 

dW 

=  ipi. 

^^^                   Ml 

dW 

=  ^2, 

dW                MI. 

dW 
öqm 

=  P... 

too 


M  =  e    '■■  ; 

die  vorstehenden  Gleichungen  verbunden  mit  dem  Ausdrucke  von  W  durch  t, 
tu-  qi-,  ^21  •  •  •  g,,,,  c, ,  Ci,  .  .  .  c„,  kann  man  als  die  2m +1  Integralgleichungen 
mit  2/M+l  willkürlichen  Constanten  /„,  Cj.  c,,  ...  c„,  6,,  fej,  ...  6„,  ansehen; 
zugleich  ist  der  angegebene  Ausdruck  von  W  eine  vollständige  Lösung  der 
partiellen  Di/ferentialgleichung  erster  Ordnung 

in  welcher  Lösung  /„,  c,,  c,^  •  •  •  c,™  rf«P  m+l  willkürlichen  Constanten  sind". 
Der  Beweis  des  ersten  Theils  dieses  Theorems  ist  in  folgenden  Glei- 
chungen enthalten,  in  welchen  die  Charakteristik  d'  sich  wieder  nur  auf  die 
willkürlichen  Constanlen  bezieht,  welche  in  den  2m-\-i  Integralgleichungen 
vorkommen.     Man  hat  zuerst 

.dW         däW 


d' 


dl  dt 


^    dfJPi  ^q,+Pi  H>-\ \-PmSqm) 

dt 
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Bringt  man  diese  Gleichung  auf  0,  so  erhall  man: 

dt 

Dividirl  man  diese  Gleichung  mit  M,  und  integrirl  von  t  —  ^  bis  t  =  l,  so  er- 
hält man,  wenn  man  durch  {dW)„  den  Werth  von  SW  für  t  =  t,,  bezeichnet: 

^{p><Sq>+pJ(l^.  +  -+pJq,-'^W) 

-  (6i  de,  +  bjc,  +  --  +  b„.  ()c„, -  {dW\)  =  0. 

/dW\  dW 

Bezeichnet  man  mit   W„  und  {j^fj  die  Werthe   von   W  und  -^  für   t  =  t„^ 


so  hat  man 


dw,  =  {^wy^^-{^)  K, 


oder  da  ich  vorausgesetzt  habe,  dass   W,,  identisch  =0  sei,   und  daher  auch 
JW^,  =  0  ist, 

Hiernach  verwandelt  sich  die  gefundene  Gleichung  in  folgende 
SW  =  PiSq,-Jrp2(fq2+'--+p,Jq„, 

-  M{b,  de,  +  b,dc,  +  .:  +  6,„  dc„,+{^\  dt,) , 

welche    den    ersten    Theil    des    Theorems    umfasst,   und    ausserdem   noch    die 
Gleichung : 

Man  hat  ferner: 


I 


woraus 


dt  dt   '^  öq^    dt   '^  dq.,    dt    "^         ^  dq,„    dt 

-  dt  +P'dp,   ^P'dp,    +    ^P'"dp,„^ 


dt  ^1       ' 


i 
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welche    Gleichung,    wenn    man    darin    für    die    Grössen  h,    ihre    Werihe    t: — 

'  oqk 

substituirt,  den  zweiten  Theil  des  Thcoreins  giehl. 

Pfaß'  hat  zuerst  bemerkt  (in  den  Abhandlungen  der  Berliner  Academie 

der   Wissenschaften    vom    Jaiire    1815),    dass    die    Integration    der    partiellen 

Differentialgleichung 

die  Integration  des  im  Theorem  V.  aufgestellten  Systems  gewöhnliclier  Dille- 
renlialgleichungen  erfordert.  Aber  nach  seiner  Analysis  war  die  vollständige 
Integration  dieses  Systems  nur  ein  erster  Schritt  nach  welchem  noch  mehrere 
andere  Systeme  gewöhnlicher  Differenlialgleichungen  zu  integriren  blieben. 
Das  Theorem  V.  lehrt  aber,  dass  die  vollständige  Infogration  des  einen  Sy- 
stems gewöhnlicher  Differentialgleichungen  hinreicht,  eine  vollständige  Lösung 
der  partiellen  Differentialgleichung  zu  finden.  Man  kann  auch  über  den  Zu- 
sammenhang des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  mit  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  eine  Abhandlung  im  2""  Bande  des  Cre//cschen 
Journals  über  die  Integration  der  partiellen  Di/f'erentialgleichmigen  erster  Ord- 
nung vergleichen. 

§.   14.     Es  wird  gezeigt,  wie  umgekehrt  jede  vollständige  Lösung  einer  partiellen 

Differentialgleichung  erster  Ordnung  die  Integrale  eines  gewissen  Systems 

gewöhnlicher  Differentialgleichungen  liefert. 

Um  die  vollständigen  Integrale  der  in  den  Theoremen  IV.  und  V.  auf- 
gestellten Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zu  erhalten,  ist  es 
nicht  nöthig,  dass  man  gerade  diejenige  vollständige  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichungen  kenne,  welche  in  diesen  Theoremen  als  die  Function 
W  definirl  worden  ist,  sondern  es  genügt,  wenn  man  irgend  eine  vollständige 
Lösung  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  kennt.  Mau  hat  nämlich  fol- 
gendes Theorem,  welches  als  die  Unikehrung  des  Theorems  IV.  betrachtet 
werden  kann: 

Theorem  VI. 
„Es  sei   W  irgend  eine  colhtäudige  Lösung  der  partiellen  Differential- 


gleichung : 

0  = 

ö,  +f[t,q,,q,.. 

dW    ÖW 

dW\ 
ÖqJ' 
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welche  Lösung  ausser  einer  zu   W  hinzukommenden  Constante  die  m  willkür- 
lichen Constanten  «i,  «,,  ...  «„,  enthalte,  so  sind  die  Gleichungen: 

dW  dW       ,. 


dW  _  (9M 

dq^  '  'S"; 

dW  _  dW  _  ^_, 

dq,„  ~P'"'  da,„  " 


dW  dW         . 


li.., 


in  tvelchen  ßi,  /?,,  .  .  .  /?„,  andere  m  willkürliche  Constanten  bedeuten,  die 
vollständigen  Integralgleichungen  folgender  2m  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung: 

dq^  _   df  ^       dp^ df_ 

dt    ~  öp.j  '       dt    ~       dq. 


i 


2 


dq^  _  ^f_        dprn_  _  _df_ 

dl    ~  öp„'       dt    ~      dqm 


in  welchen  f  die  obige  Function 


/  dW    dW         dW\ 


dW_       dW_  dW_ 

dq,  '       dq^''      '    '    '       ög„ 

Pl,         Pl-,  ■      ■      ■         P,n 


ist,  wenn  man  darin  für 

respective 

setzt." 

Der  Beweis    dieses   Theorems   ist  in    der   zweifachen  Darstellung  des 

Ausdrucks 

ddW   _    ddW 
dt      ~      dt 

enthalten,  welche  man  erhält,  wenn  man  W  zuerst  nach  t  differentiirt  und 
dann  variirt,  oder  dasselbe  zuerst  variirt  und  dann  nach  /  differentiirt,  wobei 
alle  Variabein  als  Functionen  von  /  betrachtet  werden,  wie  sie  sich  durch 
die  2m  Integralgleichungen  ergeben,  und  das  Varialionszeichen  S  sich  wieder 
nur  auf  die  iu  denselben  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  bezieht. 
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Man  hat  demnach: 


dW    _   dW      d]V  dq^      dW  dq^  dW  dq„ 

dt     ~     dl    +Ö9,     dl    '^  dq^    dt    '^""^  dq^  dt 

~       '+P'  dt   +^-'  dt   ^    ^P-  dt   ' 


und  daher: 


ddW  df  .         df  .  df  V 


Andererseils  hat  man: 


^^=    ö^'^'?'+c^^?^  +  ••■  +  ö^'^'i''" 
f)a,+  -r^ — c)ß,-| \--^ — oa„ 


und  hieraus 


Ott,  öa^       '"  öa, 

=  p  i  'hl  +pi  t>'(]2  H — \-p,.,  «'9™ 


ddW  dp,    y  dp.,   „  (i;)„   ,» 


Setzt  man  heide  Ausdrücke  einander  gleich,  und  hemerkf  man,  dass 

^  dqi.     _     ddqk 
dl       ~       dl'' 

SO  erhält  man: 

■  -(^+|-)'V.-(t+^)''>— -(1-+^)*/'.  =  0.  - 

Da  die  2m  Variationen  ()q,.  <Jpi  von  2»<  willkürliclien  und  unabhängigen 
Variationen  d'a^  und  d)-},,  abhängen ,  so  sind  sie  selber  willkürlich  und  von 
einander  unabhängig,  wcssbalb  die  in  dieselben  multiplioirlen  Ausdrücke  einzeln 
verschwinden  müssen;  wodurch  man  die  /u  erweisenden  Diirercnlialgleichungen 
des  auigestellten  Theorems  erhält. 

47* 
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Wenn  die  partielle  Differentialgleichung-   die  Function    W  selber    ent- 
hält, so  gestaltet  sich  das  Theorem  VI.  folgenderinassen: 

Theorem   VII. 

„Es  sei   W  Irgend  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleichung  : 

—  +  f^W,t,q,.q,,...g,„,^,-^^,...^)  =  0. 

mit  m+\  tmllkürlichen  Constanten  a,  «j,  k,,  ...  «,„,  so  sind  die  Gleichungen: 

dW  6W  ___  ^j  dW 


BW  _  dW__  r.   dW 

dq,~P''        da^~'^^~d^- 


dW  __  dW  __   ,  dW 

dq„.~P""      ä^^''"'^^' 


in  welchen  /:?,,  /i, ,  .  .  .  ß„  neue  willkürliche  Constanten  sind,  verbunden  mit 
dem  Ausdrucke  von  W  die  2m +1  vollständigen  Integralgleichungen  der  Diffe- 
rentialgleichungen : 

dq^^öf^  dp^__öt_„     dl_ 

dt         dp,''  dt             dq,      P^dW> 

dq.^  _    df  dp^  _        df              df 

ir~'d^'>  'dr~~d^~P-dW> 


dq^_o[_       ^P«<^_  __^__,     ^l_ 
dt    ~  dp,,,'      df    ~      dq„,      P"'dW 

dW  Öf    ^        df    .         ,         df        . 

-dr  =  P^W.^P'W^--^P'"W.-'^' 

in  welchen  f  die  obige  Function 

f/^w  i  S^    SW        dW\ 

f{W,t,q,,q.^,...q,„,^,^^,...^--) 

ist,  wenn  man  darin  für  die  Grössen 

dW_       dW_  dW 

dq,'      dq,'      '   '    '      dq^, 
respective 

Pi,    P2-,     ■  ■  ■     p„ 
setzt" 
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Man  hat  nämlich,  wenn  man  in  demselben  Sinne  wie  bei  dem  vorigen 
Theorem  differenlürt  und  varlirl, 

dt    ~    dt   '^  dq,    dl         dq^    dt    "^         *"  dq,„  dl 


und  daher 


ädW  df   V  ö/-   .  df   .  df   .„. 


4-„    ^'^'^'    ^«1^4.     .4-«     ^''^'" 

+P'^r-^P'^r+   ^P-'-dT 


Man  hat  ferner 


VW        ^^  V      ,  ^W^  V      ,        ,  dW  ^ 


wenn  man  der  Kürze  halber  , 

setzt.     Hieraus  folgt 

dSW         dp^   V      1   '^?^i  V     I        I  f^P»^  V 

+'''  d<  ^'''^  dt  +   +^"'  d< 

d-TT- 

da        . 
■A. 


dt 

1      f ii  p     — 


ö  d  W 
Setzt    man    diesen    Ausdruck    dem    oben    für  — - —    gefundenen    gleich,    und 

substiluirl  in  letzterem  für  d^W  den  Ausdruck 

öa 
so  erhält  man: 


dW  =  p,d'q,+pJ(],+  --p,Jq„  +  -^-J, 
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.dW 


I    a/-   dW  da    I 


J. 


Die  2m+i  Grössen  Spi,  Jp.,,  ...  dp,,,,  c^«/,,  J^j,  ...  c^^^,  J  sind  aus  den 
2m+l  Variationen  (Tee,  (Tki,  Ja,,  .  .  .  d'a,„,  (T/i,,  fj/:?,,  .  .  .  dß^  zusammengesetzt, 
und  da  diese  willkürlich  und  von  einander  unabhängig  sind,  so  sind  es  auch 
jene.  Die  vorstehende  Gleichung  kann  daher  nur  erfüllt  werden,  wenn  die 
in  die  einzelnen  Variationen  multiplicirlen  Ausdrücke  verschwinden,  wodurch 
man  die  zu  erweisenden  Differentialgleichungen  des  aufgestellten  Theorems 
erhält.     Die  letzte  dieser  Gleichungen  folgt  nämlich  aus  der  Gleichung: 


dW 

dt 

=  ~r+P.^ 

^p^lr 

■  +  ■■ 

•+Pm 

dq,n 
dt    ' 

wenn  man 

darin 

die  Gleichungen 

dq,   _ 
dt 

df           dq,   _ 
dp,  '       dt 

df 

■  dp,  ' 

■    ■ 

dq„, 
dl 

df 

dp,n 

• 

substituirt. 

Man 

findet 

ausserdem  noch,    wenn 

man 

den  in 

J 

multiplicirten 

Ausdruck 

=  0  setzt,  di 

e  Gleichung: 

df  dW 

dw 

,        da 

—    ( 

1 

dW  da     '        dt 

Ganz    ähnliche    Gleichungen    gelten    auch    für   jede    der  andern   willkürlichen 
Conslanten  «,,  or,,  ...   a,„. 

Ich  will  für  den  Fall,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung 
die  gesuchte  Function  nicht  selber  enthält,  auch  noch  annehmen,  dass  sie  die 
eine  Variable  /  nicht  selber  involvire,  wie  dies  in  denjenigen  Problemen  der 
Mechanik  der  Fall  ist,  in  welchen  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt. 
Für  diese  Annahme  erhält  man  eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung 
dW  ,   ^f  dW    dW         dW\ 

wenn  man 

W  =   V~hl 


setzt,  wo  h  eine  willkührliche  Constante  ist,  und    V  eine  vollständige  Lösung 
der  partiellen  Differentialgleichung: 
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/  dV     dV  dV\ 

welche  ausser  einer  willkürlichen  Conslanle,  die  hinzu  addirl  werden  kann, 
noch  m— 1  willkürliciie  Conslanlen  a^,  «.,  ...  a,„_i  enthält.  Schreibt  man 
in  dem  Theorem  VI.  — //  und  — t  statt  «„,  und  />',„,  und  bemerkt,  dass 

dW  _  dV 
dq^   "~  dq,  ^ 
dW       dW 
da,        da,  '' 

SO  verwandelt  sich  das  Theorem  VI.  in  folgendes: 

Theorem  VIII. 
^Es  sei   V  eine  collstandige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung : 

in  welcher  h  eine  Constante  ist;  es  seien  «j,  «j,  ...  «,„_i  die  m—\  willkür- 
lichen Constanten,  welcher  ausser  einer,  die  zu  V  hinzu  addirt  werden  kann, 
in   V  enthalten  sind;  so  sind  die  2m  Gleichungen: 

av  ev  _  ^j 


dW       dV 

dW          dV 

öi2  "  dq^ ' 

dq,„    ~    dq„,   ' 

ÖW        dV 

dW          dV 

da.^        da.^  ' 

öa,„_i  "~  c?a„_i' 

BW             dW 

dV 

da,,,              dh 

-^      dh' 

dq,     "■^"  da, 

dV  dV        ,^ 


dq.^         ""'  (9«j 

dV    _  dV    _  j 

■  Pm—l}  ri  l^m— 11 


-I 


Ö?„_,       *""-''       da,, 
dV  dV 


■P'"'      ~mr-t+'' 


dq,„         ^""  dh 

in  welchen  /?, ,  /3,,,  ...  /i,„_i,  t  neue  willkürliche  Constanten  sind,  die  voll- 
ständigen 2m  willkürliche  Constanleu  a,,  a,^  ...  «,„_i,  /:>|,  /:?o,  ...  /i„,_i,  h,  t, 
enthaltenden  Integralgleichungen  der  2m  Differentialgleichungen : 

dq^^_dj^  dp,  ^        df 

dl         dp,  '  dt  dq,  ' 

dq^^dj^  dp^  ^        df 

dt         dp^  '  dt  äq^  ' 


dq^_^f_        dp,,,  _        df 
dt    ~  dp,„  '       dt    ~      dq,„  ' 
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dq^  '  öq^  '        dq„ 


tn  welchen  f  me  obige  tunction  f\ßii  q^-,  ■■■  q,«,-^ — •> -^ — '""^ — )  '**?   wenn 


man  darin  pi,  P2,  ■  ■  ■  p,„  Z"''*"   0^'   g^'  •  •  ■  ä^  schreibt.'^ 

§.  15.     Ausdrücke  der  cliarakteristisclien  Function  und  ihrer  Differentialquotienten, 
bei  unfreier  Bewegung,  durch  die  ursprünglichen  Coordinaten. 

Man  erhalt  aus  den  Theoremen  VI.  und  VIII.  die  auf  die  Mechanik  be- 
ziio-lichen  Formeln,  wenn  man  für  /"die  Funclion  H=  T—U  setzt.  Die  Grössen 
q,  bedeuten  solche  Beslimmungsslücke  der  Punkte,  zwischen  welchen  keine 
Bedingungsgleichungen  Statt  finden,  so  dass  man  für  sämmlliche  Coordinaten 
vollkommen  bestimmte  Ausdrücke  durch  die  Grössen  q,  hat.  Diese  Ausdrücke 
der  Coordinaten  und  ihre  Dilferenüalquotienten  hat  man  in  die  halbe  lebendige  Kraft 
T  und  die  Kräflefunction  U  zu  subslifuiren,  und  die  partiellen  Differentialquo- 
tienten von  T,  nach  den  Grössen  qi  =  -Tr  genommen,  gleich  p,  zu  setzen; 
endlich  in  T  für  die  Grössen  q,  die  Grössen  p^  einzuführen.  Es  wird  dann 
H=  T—Ue'me  Funclion  der  Grössen  q,  und  p,,  welche  nur  dann  noch  ausser- 
dem die  Grösse  t  enthält,  wenn  die  Kräftei'unclion  U  dieselbe  ausser  den 
Coordinaten  enthält,  und  diese  Function  hat  man  in  den  genannten  Tiieoremen 
für  f  zu  setzen.  Ich  will  nun  annehmen,  dass  rückwärts  in  die  charakte- 
ristische Function   W,  welche  irgend  ein  vollständiges  Integral  der  Gleichung 

bedeutete,  statt  der  Grössen  q,  wieder  die  rechtwinkligen  Coordinaten  sub- 
siiluirt  werden,  so  dass  W  eine  Function  von  x,,  y^,  z,  wird  und  von  den  m 
willkürlichen  Conslanten  «,,  «o,  ...  «.„-•  wol)ei  ich  von  einer  weitern  Con- 
stanten abstrahire,  die  noch  durch  Addition  mit  W  verbunden  sein  kann.  Wenn 
zM'ischen  den  Coordinaten  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind,  so  wird 

wenn  n  die  Zahl  der  bewegten  materiellen  Punkte  ist:  man  kann  dann  die 
Grössen  q^  auf  unendlich  verschiedene  Arten  durch  die  Coordinaten  x,,  y, ,  z, 
ausdrücken,  indem  man  vermittelst  der  zwischen  den  Coordinaten  Statt  fin- 
denden Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  Sn  —  m  beträgt,  die  Ausdrücke 
variirt.  Es  kann  daher  auch  die  Funclion  W ,  wenn  man  in  sie  statt  der 
Grössen  q,  die  Coordinaten  einführt,  verschiedene  Formen  annehmen,  welche 
aber,  wenn  F=0,  0  =  0  etc.  die  Bedingungsgleichungen  sind,  alle  aus  einer 
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erhallen  \verden,  wenn  man  zn  ihr  die  Functionen  F,  0,  .  .  .,  jede  mit  einem 
Factor  versehen,  hinzufügt. 

Hat  man  nun  für  die  Grössen  q,  Ausdrücke  durch  die  Coordinaten  x,. 
y,,  Zi  in  irgend  einer  Form,  welche  dieselben  vermillelst  der  JJedingungsglei- 
chungen  F=0,  *  =  0,  ...  erhallen  können,  angenommen  und  dieselben  in 
die  Function  W  substiluirt,  so  wird,  wenn  |  eine  der  Coordinaten  Xi,  y,,  z, 
bedeutet, 

ÖW_  _  dW_dq^     ^^A.       ,  dWdq„, 
ai  öq,     dl  ^'  dq,     ö|  "^■■■+  dq,„    c\- 

P'  8^^    P'  81^     ^    P"'  8^ 
Es  war  aber,  wenn  man  sich  T  durch  die  Grössen  q,  und  q[  ausgedrückt  denkt, 

dT 

wodurch  die  vorige  Gleichung  sich  in  folgende  verwandelt: 

81     ~    dq\    d'i  "^  8q\_     81   "^■■■+  öfy;„   8^  ' 

Belraclitet  man  q[  als  Function  der  Grössen  a-,,  ?/,,  z,,  x\,  y[,  z',,  welche  in 
Bezug  auf  die  Grössen  x,,  y\,  z\  linear  sein  wird,  so  hat  man: 

ö|'    ~    81' 
da  in  dem  durch  DilTerentialion  erhaltenen  Ausdruck  von  q[  die  Grösse  i''  nur 
linear  und  in  -^  nniltiplicirl  vorkommt.     Man  hat  daher: 

8W   _    dT_  dq[_      dT_  dq^  8T  öq'„, 

81     ~~    8q\    81'  ^8q',    81'^'"^  8q^^  Ö|' 

oder 

OTT  _  _5r 

81    ~   di!  ' 

Diese  Gleichung  gilt  für  jede  der  Coordinaten.  Setzt  man  für  b'  die  Werlhe 
X,,  y,,  Zi,  so  erhall  man: 

8W_dr_       ö]r_aT        81^  _  dT 

dx         8x\  '       8u-        8ii'.  '       dz.         da'. 

Wenn  man,  um  die  Ausdrücke  rechter  Hand  oder  die  partiellen  DilTerenlial- 
quotienlen  von  T  nach  x^,  y,,  z[  zu  erhalten,  in  die  Function  T,  wie  sie 
durch  die  Grössen  q,  und    q',  ausgedrückt    ist,    die  angenommenen  Ausdrücke 
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der  Grössen  q,  durch  die  Grössen  Xi,  yt,  z,  subslituirt,  sowie  die  daraus  durch 
DifFerentiation  abgeleiteten  Ausdrücke  der  Grössen  </■  durch  die  Grössen  x^, 
«/, ,  2.5  ^ij  Vi)  ^'i>  so  ^^""^^  s^*^'*  *^'^  Function  T  nicht  in  den  Ausdruck 

k^mi{x',x',+y[tj',  +  z'iZ'i) 
verwandeln,  sondern  in  einen  andern,  der  ihm  vermittelst  der  Gleichungen: 

F=0,     *  =  0,     ... 
und  der  daraus  durch  DilTerentiation  folgenden, 

dt       ^•'      dt       "'     •  ■  • 
gleich  wird.     Es  wird  daher  der  Ausdruck,    in  welchen  sich  die  Function   T 
verwandelt,  folgende  Form  annehmen: 

Die  Functionen  F,   <P,    ...  enthalten    die  Grössen  x'i,   yl,  z'i  gar   nicht,    die 

Functionen  -^— ,  -r— ,  ••■  enthalten  dieselben  nur  linear  und  in  die  Grössen 

dt  ^    dt 

dF^        d^  ÖF        Ö0  dF         ddi 

dx,  '      dx, '      ■   ■  *      di/i'       diji'      ■   ■   ■       ÖJv  '       Ö3,-  ' 

multiplicirt.  Wenn  man  daher  den  vorstehenden  Ausdruck  von  T  partiell 
nach  x\,  y\ ,  z-  differentiirt  und  die  in  F^  *,  .  .  .  -r— ,  -y— ,  ...  multipli- 
cirten  Terme  als  verschwindend  fortlässl,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 


": 


dW       dT  -  ,  ,  öF    ,      öa>  , 

dwl     dT  .      ,  dF  ,      d([>  , 

%        dy.  '•"   '       dy,    '  ■     dyi 

dW       dT  :   ,   ,  dF   ,      ddi  , 

Die  Mulliplicatoren  l,  ,u,  .  .  .  können  aus  diesen  Gleichungen  eliminirt  werden 
vermittelst  der  Gleichungen: 

dF       ^^dF    ,  .    dF    .      dF    ,\        ^ 

-dr  =  ^K-d^'''+ikj-y-+7h-'')  =  0' 

d<D        ^/d(I>    ,  ,    ö*    ,  ,   Ö0    A         „ 
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welche,  wenn  man  die  Werthe  von  x',,  y\,  z,  subsliluirt,  sich  in  folgende 
verwandeln : 

„  1  fÖW  dF   ^dW  dF    .  dW  dF\  .  ,   ,   „       , 

Uli  ^  oxi  oXi       ayi   dyc       özi  azt-'  .     >       •> 

„  1   /dW  d^P   ,  dWd(U    ,  OW  d(li\  .  ,  ,   „       , 

m,\dx,  dxi    '    öij,   dy,    '    ös,   ös, V  1      1      i.     1       1 

WO 

_  ^\  (öF   dF       dF   dF       dF  dF\ 
"^  lUi  V  dXi  dxi       dyi   dyi       oZi   dzi  ^' 

B~A   ^  ^  ^  (^P  ^^      '^P  ö^^       SP  S^\ 
'       '~  nii^dxi  dxi       dyi   dyc       ös;   özj^' 

„  _       1  fddi  d(p      8(D  (50      p0  6)0 \ 

'  "       ;«,  V6)j;.  öa;.-  ^"  dy,   dy.  +  ÖJ,    ds./' 

Hat  man  aus  diesen  Gleichungen  die  Werthe  von  l,  it,  .  .  .  bestimmt,  welche 
in  Bezug  auf  die  partiellen  Dill'erentialquotienten  der  Function  W  eine  lineare 
Form  erhalten,  so  wird  sich  die  partielle  Dillerenlialgleichung 

äW  dW 

welcher  die  Function    W  zu  genügen  hat,  in  folgende  verwandeln: 

dt        -      iiii  \  dXi  dXi  dXi     J 

,    ,  „  1  fdW      .  dF         6)0     \' 

Uli  ^  dy,  dyi  dy,      ' 


'■      Tili  V  dSi  OS.  dZi      /  ' 


WO  U  irgend  eine  gegebene  Function  der  Grössen  x„  y,,  s,  und  von  t  sein 
kann.  Wenn  U  nicht  t  selber  enthält,  so  führt  man  besser  wieder  für  W  die 
Function    V  und  für  t  die  Grösse  h  ein  vermittelst  der  Gleichungen: 

1/        w      r.   ,      ^ÖW         dW  , 

\'=W-{t  +  T)^,     -Sf^-h; 

die  partiellen  Differentialquolienten  von  W  nach  x,,  y,,  z,  verwandeln  sich 
in  die  von    V  nach  denselben  Grössen  genommen. 

Ich  bemerke  noch,  dass  die  partiellen  Dilferentialquolienten  von  W 
oder  V,  welche  nach  den  willkürlichen  Constanlen  genommen  werden,  die 
diese  Functionen  enthalten,  sich  dadurch,  dass  man  statt  der  Grössen  q,  wieder 

48* 
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die  Coordinaten  .r,,  tj,,  z-,  einführt,  nicht  ändern,  da  die  zwischen  den  Grössen 
q,,  x,,  ij,.  z,  Statt  findenden  Relationen  die  willkürlichen  Constanten  nicht 
enthalten.  Es  werden  daher  wieder,  auch  wenn  die  Functionen  W  oder  V 
durch  die  Coordinaten  seihst  aus2:edrückt  sind,  die  endlichen  Integralffleichungen: 


oder 


dW  dW      ^  dW 


ca^        '  ca,  ca„-i       '        "       cA  ' 


wie   wir   sie   zufolge    der   ohigen  Theoreme   fanden,   in   welchen    W  und    V 
Functionen  der  Grössen  q,  waren. 

§.  16.     Untersuchung  des  Falles,  in  -svelcliem  die  vollständige  Lösung  eine  zu 

grosse  Anzahl  von  Constanten  enthält,  welche  durch  Bedingungsgleichungen 

mit  einander  verbunden  sind. 

Ich  will  noch  kurz  erwähnen,  wie  man  sich  der  Jlultiplicatoren  be- 
dienen kann,  wenn  für  die  »i  willkürlichen  Constanten  eine  grössere  Anzahl 
m-i- k  eingeführt  werden,  zwischen  denen  k  Bedingungsgleichungen 

ti',  =  0,     V'2  =  0,     •  •  ■     V'a  =  0 
Statt   finden.     Der   hier   zu  befolgende  Gang    weicht   von   dem   gewöhnlichen 
etwas  ah,   wenn  man  in  dem  angeführten  Falle  den  Integralgleichungen  eine 
symmetrische  Form  erhalten  will. 

Es  seien  «i,  a,,  ...  a„+i.  die  in  der  Function  fF  enthaltenen  willkür- 
lichen Constanten,  zwischen  denen  die  angegehenen  k  Gleichungen  gegeben 
sind.  Man  betrachte  ß, ,  a,,  ...  a,„  als  unabhängige  Grössen  und  «„_,, 
ß,„_2,  .  .  .  cf,„^^  als  Functionen  derselben,  wie  sie  durch  die  k  Gleichungen 
bestimmt  sind.  Schliesst  man  die  unter  dieser  Annahme  nach  «i,  a.,,  ...  «„ 
genommenen   partiellen  Differenlialquotienten   von    W  in   Klammern    ein,    so 

hat  man 

}y\  cW    ,      cW     6a„,+t  CW     ca,„^i: 


/oH  \  _    cyy         c^^      ca„,+i 

V  cor,  >^  ca,         oa™  +  i       ca. 


m+i      o«,  ■    oa„_|_i      6a^     ' 


/dW\  ^    dW  dW     da„+t  dW     ea„+, 

\  da,  )  ca,         ca,„.i       ca,  da„.^       ca. 


cW\  cW         8W     ca,„^i  dW     ca„,A.i: 


^  oa~/  ca 


J_...- 

COn^l        da,,,        '  '      Ott„,.^l:        üa„ 
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Man  denlvc  sich  jetzt  h  Functionen  £,,   f,,  ...  fj.   durch  die  Gleichungen  be- 
stimmt: 

Öam+2  0«m+2  Ca,„^2 

Substiluirl  man  die  aus  diesen  Gleichungen  genommenen  Werthe  von 

ÖW  dW  dW 

da„,+i  '       öa,„+2  '  öa,„+k 

in  die  vorigen  Gleichungen,  und  bemerkt  die  Gleichungen: 

Q   _    Syj    ,       crp      6a„,+j  dtp       da,„+2     crp       Oa„,+i 

6a,        öa„,+i       c?ßi  ö«,„+2       cSoj       '         '     da„,^i;      Ba^     ' 

in  welchen  i  jede  der  Zahlen  1,   2,  3,  ...  ?«,   und  ip  jede  der  Functionen 
1//,,  i/Zj,  •••  Vt  bedeuten  kann,  so  erhält  man: 

(SW\  _  ^W  6xf)^  dxp^  ,^_dxpk 


(SW\  _     dW  6ip,  dip,  öxp, 

\öaj   -      ü«,„    "^^'   öa„   +  -    öa,„    -+---"  +  **    ö«„,   ' 

0     =    ^+..^+.2#^-+-  +  v''^'- 


<9am+i         c'a.n+i        'da„,^i  6a,„  ,_i ' 

da„+^  da^^t        "0«™+*  c«,„.,.i 

Zufolge  des  gefundenen  Theorems  werden  die  endlichen  Integralgleichungen, 
welche  in  einer  neuen  Form  darzustellen  sind, 

WO  /?, ,  1^21  ■  ■  ■  ßm  neue  willkürliche  Constanten  sind.  Aus  diesen  Glei- 
chungen folgt  allgemein,  wenn  c,,  u,  ...  ^„  irgend  welche  Constanten  sind, 
dass  auch  der  Ausdruck 


bm+<- 
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einer  willkürlichen  Constante  gleich  wird.     Bedeutet  daher  'C,\'\  V-!\  .  .  .  'C,n, 
irqend  ein  System  von  m  +  k  Constanteii,  fiir  welches  die  k  Gleichungen  Statt 
linden: 

Ui   -^ r b2  ~T        r"'  I  bi»+/i 7>v         —  "1 


bi  --:r--rb.  ^^-T--^^."+''äa 


'm-j-t 


,^0)  SyJk    ,-^0)dlth.  i;-(0    _^V^ 

-^     ca.  da  ^    oa,„+k 


und  wählt  man  irgend  m  solcher  von  einander  unabhängigen  Systeme,  welchen 
die  Indices  «  =  1,  2,  3,  ...  m  entsprechen  mögen,  so  erhält  man,  wenn  man 
die  vorstehenden  Gleichungen  mit  bl'',  to'\  ...  cli+t  multiplicirt  und  addirt, 
die  m  Integralgleichungen  unter  folgender  Form: 


dW  ,  ..-     oW   ,        ,  .„        dW 


+  W*7J7rT  =  ^ 


dw  ,  .„,    ew  ,        .„,     öTf 


Ö«,     '  ='       da,     '  '   ""'+'da 


in  welchen  ;'i,  ^2,   ...  /,„  die  neuen  m  willkürlichen  Constanten  sind. 

Die  in  dem  vorstehenden  Theorem  enthaltenen  Formeln  ha!)en  in  Bezug 
auf  die  Grössen  ßi,  «,,  ...  «,„+4.  die  gewünschte  symmetrische  Form. 


ij.  17.     Ueber  den  Fall,  in  welcliem  die  vollständige  Lösung  überzählige 
r  Constanten  enthält. 

Ich  will  nun  noch   einiges  über   den  Fall  sagen,   wenn   die  Function 
W,  welche  der  partiellen  DilTerentialgleichung 

I     .  -qt+h  =  0, 

dW      ö  W  d  W 

in   der   H   eine  Function   von   (/i,    </,,    ...    q„,    und   -^—.,  -5 — ,  •••  -^ —  ist, 

Genüge  leistet,  ausser  einer  mit  ihr  durch  Addition  verbundenen  Constante, 
von  welcher  ich  immer  abstrahire,  noch  eine  grössere  Anzahl  als  m  willkür- 
licher Constanten  involvirt,  zwischen  welchen  keine  Bedingungsgleichung  ge- 
geben  ist.      Dieses   ist   um    so    eher    möglich,    weil    die    Function    W    sogar 
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willkürliche  Functionen,  also  vnendlich  viele  willkürliche  Consfanten  invol- 
viren  kann. 

Die  nachstehenden  Betrachtungen  werden  zugleich  dazu  dienen,  die 
Natur  der  Theoreme  VI.  und  VIII.,  welche  als  Fundanienlaltheorenie  hetrachtet 
werden  können,  näher  zu  erläutern. 

Man  denke  sich  irgend  eine  Lösung  der  partiellen  Differenfialgleichung 

gegeben,  mid  das  System  von  n  geicölmUchen  DifJ'crentiulgleichingen  erster 
Ordnung  v  or gelegt : 

dq^_dH_        ^_öff  _  dq„,  __  dH 

.     dt    ~  öp^  '       dt    ~  ö/jj  '      '   '  '  dt    ~  dp,n ' 

dW 
in  ivelchen  Pi  für  -^ —  geschrieben  ist:  so  hat  man  das  Theorem,  dass,  wenn 

W  irgend   eine  willkürliche  Constante  a  enthält,  die  Gleichung 

da 

ein  Integral  des  vorgelegten  Systems  Differentialgleichnngen  ist. 
Differentiirl  man  nämlich  die  Gleichung 

da  '  ' 

und  suhstiluirl  die  gegehenen  Differentialgleichungen,  so  erhält  man: 

dß    _    d'W        d'W    dH        d'W    du  d'W    dH 

dt  da  dt        dadq^    dp,        dadq^    dp^  dadq,n  dp,n 

d  W 
Da  die  Constanle  a  in  H  nur  vorkommt,  insofern  sie  in  den  Grössen  p,  —  —^ — 

^         oq, 

enthalten  ist,  so  ist  der  Ausdruck  rechter  Hand  der  nach  a  genommene  par- 
tielle Differenlialquotienl  des  Ausdrucks 

und  also  identisch  gleich  Null,  wodurch  ß  einer  willkürlichen  Constante  gleich 
wird,  was  zu  erweisen  war. 

Die  Constanle  a  ist  nur  willkürliche  Constante  genannt  worden,  inso- 
fern sie  nicht  in  der  partiellen  Dillerentialgleichung,  welcher  W  genügt,  vor- 
kommt; dagegen  afficirt  sie  das  aufgestellte  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen und  ist  daher  bei  Integralion  dcssclhen  als  gegebene  und  nur  />' 
als  willkürliche  Constante  zu  betrachten. 
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Es  folgt  aus  (lern  eben  bewiesenen  Theorem,  dass,  wenn  die  Lösung 
W  mehrere  willkürliche  Conslanten  enlhält,  welche  daher  auch  in  den  ge- 
wöhnlichen üiirerenüalgleichungen  als  gegebene  Constanten  vorkommen  werden, 
man  eben  so  viele  Integrale  derselben  hat.  Die  Zahl  der  von  einander  un- 
abhängigen Integrale  dieser  DilTerentialgleichungen  ist  m.  Hat  man  daher 
eine  grössere  Zahl  Integrale: 

in  welchen  /:?, ,  /5\,  .  .  .  ß,„^^  Constanten  sind,  so  können  diese  nicht  alle  will- 
kürlich sein,  sondern  es  müssen  k  derselben  durch  die  übrigen  bestimmt  sein, 
oder  zwischen  den  Functionen  «j,  ?<,,  .  .  .  n,,,^^  müssen  k  Relationen  Statt 
finden.  Da  in  dieser  Betrachtung  //  jede  Function  der  unabhängigen  Va- 
riablen bedeuten  kann,  und  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  in  Bezug  auf 

den    partiellen    DifFerentialquotienten    -r—    jede    partielle   Differentialgleichung 

erster  Ordnung,  in  welcher  die  gesuchte  Function  nicht  selber  vorkommt, 
auf  die  Form 

bringen  kann,  so  folgt  aus  dem  Vorigen  folgender  Satz: 

„Es  sei  W  eine  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleickimg  erster 
Ordnung  mit  m  unabhängigen  Variablen,  in  ipelcher  die  unbekannte  Function 
W  nicht  selber  vorkommt;  enthält  W  ausser  einer  durch  Addition  hinztige- 
fUgten  m+k  willkürliche  Constanten  f<,,  «,,  ...  ß,„+i,,  so  müssen  zwischen  den 
7n-\- k  nach  diesen  genommenen  partiellen  Differentialquotienteu  von   W, 

dW        dW  dW 

d  W 
k  Relationen  Statt  finden,  d.  h.  k  Gleichungen ,  die  ausser  den  Grössen  --. — , 

d  W  d  W 

—, — ,  •••  -, ztvar    noch    die   willkürlichen   Constanten    enthalten   können, 

aber  nicht  die  unabhängigen    \  ariablen  selber." 

Ein  Beispiel  dieses  Satzes  habe  ich  oben  bei  Aufsuchung  derjenigen 
charaklerislisclien  Function  gegeben,  von  welcher  die  elliptische  Bewegung 
eines  Planeten  abhängt.  Die  dort  gefundene  charakteristische  Function  T'  ent- 
hielt eine  willkürliche  Constante  mehr  als  nölhig  war,  und  zwischen  ihren 
nach    den    willkürlichen    Constanfen,    die   sie    enlhält,   genommenen   partiellen 
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Diirereiitialffuolienlon  ergab  sich  die  Gleicliiingf: 

^da/'^  sm'tt  KäßJ   "       ' 

dV      dV 
welche,  wie  man  siehl,  ausser  -r— ,  -^j-  nur  die  willkürlichen  Consfanlen  In- 
da      dp 

volvirt. 

>;.   18.     Lösung  mit  überzähligen  Constauten,  wenn  die  partielle  DifFerentialgleicLung 

die  gesuchte  Function  selbst  enthält. 

Ich  will  jelzt  das  im  Vorigfen  gegebene  Theorem  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, in  welchem  die  parlielle  Dillerenlialgleichung  auch  die  unbekannte 
Function  W  selber  involvirt.  Die  hier  angestellten  Betrachtungen  werden 
ebenso  dazu  dienen,  das  Theorem  VII.  seiner  wahren  Natur  nach  näher  zu 
erläutern,  wie  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  das  Theorem  VI.  Licht 
werfen. 

Man  kann  die  im  Theorem  VII.  gegebenen  endlichen  Integralgleichungen 
durch  die  Gleichungen  ersetzen: 

dW 
df    dW  ,      ~d^    __   „ 


dW     da     '         dl 

indem  man  für  a  nach  und  nach  die  m-\-\  willkürlichen  Constanten  «,«,,...  a,„ 
setzt.  Diese  Gleichungen  sind  in  dem  Beweise,  welchen  ich  von  dem  Theo- 
rem VII.  gegeben  habe,  enthalten.  Sie  haben  zwar  die  Form  von  DilFeren- 
Ualgleichungen  erster  Ordnung;  da  man  aber  aus  ihnen  ersieht,  dass  die  Diffe- 
rentiale der  Logarithmen  der  Grössen 

dW         dW  dW 


alle  derselben  Grösse 

da    •> 

da^  '                      da,n 

und    daher  auch   unter 

einander 

selbst    gleich    sind , 

diese  Grössen 

dW 

dW                   dW 

da    ' 

Öa,   '                       Öa,„ 

SO   folgt  hieraus,    dass 


sich  wie  Constanten  verhalten  müssen.     Die  Gleichungen 

,dW 
d- 


df    dW    ^         da       ^ 


dW    da     '        dl 
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können  also  an  die  Stelle  der  im  Theorem  VII.  autgestellten   endlichen  Inte- 
gralgleichungen : 

dw    dyv    dw         dw      .    ,j    ,j 

-^—  :  -^ —  :  -^ —  :  . . .  :  ^ —  =  1  :  /i,  :  /i,  :  . . .  :  ß,„ 
da        öctj        da^  da^  '        '  '  '" 

gesetzt  werden,  in  welchen  ßi,  ß-,-,  ■  ■  ■  ß,„  willkürliche  Constanten  waren. 
Man  kann  aber  auch  jede  einzelne  dieser  Gleichungen 

aw 

dW   da  '^      dt        " 
besonders  beweisen,  ohne  dass  man  darauf  Rücksicht  nimmt,  ob  W  noch  andre 
willkürliche  Constanten  ausser  a  enthalte.     3Ian  hat  nämlich  folgenden  Satz: 

„Es  sei  eine  Function    W  gegeben,   welche  der  partiellen  Di/ferential- 
gleiclmng 

Genüge  leistet;  es  sei  ferner  zwischen  den  Grössen  t,  ^i,  </2,  .  •     q„,  das  System 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  vorgelegt : 

dq^  _  jjf_         dq^__df_        dq,„  _    df 
dt         dp^  '       dt         dp^  '       dt         dp,,, ' 

dW     dW  dW 

WO  der   Kürze  halber  pi,  pi,  .  . ,.  p,„  für  -t; — ,  ^ — ,  •■•  ^ —   geschrieben  ist; 

enthält  die  Function    W  eine  willkürliche  Constante  «,  d.  h.  eine  Constaute  cc, 

die  nicht  in  der  partiellen  Differentialgleichung  vorkommt,  so  findet  rermittelsf 

der  vorgelegten  gewöhnlichen  Differentialgleichungen   die  identische   Gleichung 

Statt : 

I  dW 

;         df    dW  ^        da       _    „_ 


dW  da  ^      dt 

enthält  die  Function   W  irgend  zwei  willkürliche  Constanten  a,  ccj,  so  wird 

I  dW 

l  da. 


dW 
da 


=  Const. 


ein  Integral  des  vorgelegten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen." 
Es  wird  nämlich  die  Gleichung: 


dW 
df  dW  da 

dW  da  +      dt 


=  0, 
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vveiiii    man    die   Differentiation    ausführt    und    die    vorgelegten    Differentialglei- 
chungen substituirl: 

df  dW       d'W        d'W     df        d'W     df  ,     d'W     öf-    _  ^ 

dW   da'^  dadt^  dadq,    dp,  '^  dadq,  dp,  ^ " '  +  d^^,  d^,    "    "' 


und  diese  Gleichung  wird  identisch  erfüllt.    Denn  der  Ausdruck  links  vom  Gleicii- 

nnrli    ft  o-ennmmf>nn    nnriipllp  nifTpppnliol/mnlinnl  vnn    

dt 


heitszeichen  ist  der  nach  a  genommene  partielle  Differentialquolient  von  ~ — h/" 


d\V 
und  also  identisch  null,  da  -^  +  f  identisch    null    ist.     Enthält    W  noch   eine 

zweite  willkürliche  Constante  «,,  so  hat  man  ebenso: 

dW 
df  dW  ,     ~d^    __ 


dWda,^      dt 


Mau  hat  daher  auch  vermittelst  des  vorgelegten  Systems  gewöhnlicher  Diffe- 
renlialufleichungen  die  identische  Gleichung 


oder 


dW 
dW  ^da, 

^dW 

dW  ^'  da 

da        dt 

da,        dt 

dW 

'^  dW 

dW 

da             , 

da, 

=  0, 


=  Const. 


dt       ~    '      dW 

da 

was  zu  beweisen  war. 

Wenn  die  Function  W  m-\-k+i  willkürliche  Constanten  a,  «,,  k,,  ... 

ß,„^j[.  enthalt,  so  erhält  man  nach  dem  Vorigen  m  +  k  Integrale  des  vorgelegten 

Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen : 

d]V  _  ;,  dW       dW__  _,  dW_  dW  _  ^j       dW 

'd^,   -  ''•  da  '       da,  -''-da'      '   '    '      da„+,  ~  '^"'  +  *  da  ' 

in  welchen  ß,,  /%,  .  .  .  /:?„,_n  Conslanten  sind.  Diese  Constanten  können  aber 
nicht  alle  willkürlich  sein,  sondern,  wenn  m.  von  ihnen  willkürlich  sind,  müssen 
die  übrigen  h  durch  sie  und  die  Constanten  «,  «,,  ...  ct^+t  bestimmt  sein. 
Man  hat  daher,  wenn  man  m  statt  m+l   setzt,  folgenden  Satz: 

„Wenn  mnn  von  einer  partiellen  Di[l'erentialijleichnng  erster  Orrinnntj 
mit  m  unahhänr/igen  Variablen  eine  Lösung  mit  m-\-k  willkürlichen  Constanten 
hat,  so  finden  zwischen  den   Verhältnissen  der  nach  diesen  willkürlichen 

49* 
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Constanteu  genommenen  partiellen  Diff'erentiahjiwtienten  der  Lösung  k 
Relationen  Statt,  das  heissf,  k  Gleichungen,  welche  ausser  diesen  Verhält- 
nissen nur  noch  die  willkürlichen  Constanten  enthalten.''' 


§.   19.     Andre  Darstelluug.     üeber  die  zweite  von  Hamilton  aufgestellte 
partielle  Ditferentialgleichung. 

Man  kann  die  im  Vorigen  gegebenen  Beweise  auch  noch  auf  eine  andre 
Art  darstellen.     Es  sei 

y  =  0 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  m  unabhängigen  Va- 
riablen ^1,  gfj,  ...  q,„,  in  welcher  die  abhängige  Variable  oder  die  gesuchte 
Function  W  nicht  selbst  vorkommt.  Es  enthalte  ein  Werth  von  W  eine 
willkürliche  Constante  ß,  die  mit  ihm  nicht  durch  blosse  Addition  verbunden 
sei,  und  man  setze 

dW 

^j—  =   u. 

Die  partiellen  Differentialquotienten  von  VF  nach  ^j,  ^j,  .  .  .  q,„  bezeichne  man 
wieder  mit  /;,,  /^,,  .  .  .  p,„,  so  werden  die  partiellen  Differentialquotienten 
dieser  Grössen  nach  a  die  partiellen  Differentialquotienten  von  u  nach  q^, 
q,,  ...  q,„  sein.  Differentiirt  man  nun  die  Gleichung  q  =  0  nach  «,  so  er- 
hält man 

Q   ^  Jhf^dp^.dc^dp^. d(p_öp^ 

6p^    da        6p.,   da  dp,,,    da 

oder 

^   dcp    du        d(p    du  d(p    du 

dp,   dq,       äp^  dq.^  dp,,,  dq,„ 

Werden  in    dieser   Gleichung    die   Grössen   -^,  -^,  •••  ^^   als    gegebene 

^l\       dp,  '  dp,,,  "^  * 

Functionen  von  q^,  </,,  ...  q,„  betrachtet,  so  g-iebt  es  /«  — 1  von  einander  un- 
abhängige Functionen  u,  welche  dieser  Gleichung  Genüge  leisten,  und  jede 
andre,  welche  dieses  ebenfalls  thut,  ist  eine  Function  derselben.  Hat  man 
daher  m  +  k~l  solcher  Functionen,  so  müssen  zwischen  ihnen  k  Relationen 
Statt  finden.  Enthält  W  eine  Anzahl  von  m  +  k—l  willkürlichen  Constanten, 
so  sind  nach  dem  Vorigen  die  partiellen  Differentialquolienten  von  W  nach 
ihnen  solche  m+k—i  Functionen;  es  müssen  daher  zwischen  denselben  k 
Relationen  Statt  finden,  was  zu  beweisen  war. 
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Wenn  (p  noch    W  selber  enthält,  so  hat  man:  , 

^   _     d(p  ö(f    du        d(f    öu  .dtp    du 

~   ÖW^'''^  dp^    d<i,        dp,  dq,'^  dp7,dq^' 

Kenn!  man  noch  eine  zweite  Function  «j,  welche  diesen  Gleichungen  Genüge 
leistet,  so  hat  man  auch: 

^   _   ^  ^c^       _ö^  aMj_  ,    dcp   du, 

dW"'-^  dp,    dq,  "^  dp,   dq,^'"^  dp,,,  dq,„  ' 

Man    dividire    die   erste  Gleichung    durch   v,   die    zweite    durch  //,    und    ziehe 
sie  nachher  von  einander  al),  so  erhall  man,  wenn 


die  Gleichung: 


b 


f^   d(f    die    .    d(p   dw  d(p   dw 

dp,   dq,        dp,  dq,  dp,,,  dq,„ 

Man  hat  hierdurch  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt.  Man  sieht  da- 
her durch  dieselben  Betrachlungen,  dass,  wenn  man  w^  +  Ä  — 1  Functionen  w 
kennt,  welche  dieser  Gleichung  Genüge  leisten,  zwischen  ihnen  k  Relationen 

Statt  linden  müssen,  oder  was  dasselbe  ist,  zwischen  den  Functionen  e"  ~  —  ■ 

ii 

Man  erhält  aber  m  +  k—i  Functionen  e"',  wenn  man  w  +  k  Functionen  w  kennt, 
welche  der  Gleichung: 

d(p  dqi    du         dcp    du  ,    d(p    du     __    .-. 

Genüge  leisten,  und  durch  eine  derselben  die  übrigen  dividirt;  es  müssen 
daher  zwischen  den  Verhältnissen  solcher  m-^k  Functionen  k  Relationen  Statt 
linden.  Da  nun  ferner  m-\-k  solcher  Functionen  u  erhalten  werden,  wenn 
W  eine  gleiche  Zahl  willkürlicher  Constanten  enthalt  und  nach  ihnen  partiell 
diH'erentiirt  wird,  so  müssen  für  den  Fall,  dass  W  m  +  k  willkürlicher  Coii- 
stanten  enthält,  zwischen  den  nach  ihnen  genommenen  partiellen  Dilferenlial- 
quotienlen  von    W  sich  k  Relationen  ergeben,  was  der  obige  Salz  war. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  werfen  auch  auf  den  Umstand  Licht, 
dass  HamUfo7i  seine  charakteristische  Function  durch  zwei  partielle  Differential- 
gleichungen,  denen  sie  gleichzeitig  genügt,  definiren  konnte.  Nach  dem 
Vorigen  nämlich  ist  dies  immer  möglich,  wenn  die  Zahl  der  willkürlichen 
Conslanlen  um  eine  grösser  ist,  als  zu  einer  vullslüiidigen  Lösung  nölhig  ist. 
Denn  es  ist  im  Vorigen  bewiesen  worden,  dass  in  diesem  Falle  zwischen 
den  willkürlichen  Constanten  und  den  nach  ihnen  genommenen  partiellen  Dil- 
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ierenlialquolienlcn  der  gefuudenen  Losung  eine  Gleichung  Stau  findet.  Hat 
mint  daher  von  einer  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichntig  erster  Ord- 
Huuq  eine  Lösung  gefunden  mit  einer  willkürlichen  Constante  mehr,  als  die  Zahl 
der  nnabhüngigen  Variablen  betragt  oder  als  zur  vollständigen  Lösung  nöthig 
sind,  so  genügt  dieselbe  Function  gleichzeitig  zwei  partiellen  Di/ferentialglei- 
chunqen,  nämlich  der  vorgelegten  zwischen  den  nnabhängigen  Variablen,  der 
inibchannten  Function  und  ihren  nach  den  unabhängigen  Variablen  genommenen 
partiellen  Di/ferentialquotienten,  welche  die  willkürlichen  Constanten  nicht  ent- 
hält und  einer  andern  zwischen  den  unllkürlichen  Constanten  und  den  nach 
ihnen  genommenen  partiellen  Di/f'erentialquolienten  der  unbekannten  Function, 
welche  die  unabhängigen  Variablen  nicht  enthält.  Die  charakteristischen  Fun- 
ctionen V  und  W,  \velche  Hamilton  braucht,  genügten  den  partiellen  DiiTe- 
rentialgleichungen: 

r)W 

H  =  h,       ^  +  ^=0, 

welche  die  gesuchte  Function  nicht  selber  enthalfen.  In  der  ersten  dieser 
Gleichungen  sind  die  m  Grössen  </,,  q.^  ...  q„,,  in  der  andern  die  m+1  Grössen 
</i7  9">  ■  ■  ■  qm,  t  die  unabhängigen  Variablen;  jedoch  kommt  in  den  Fallen, 
welche  Hamilton  betrachtet,  in  der  letztern  nicht  t  selber,  sondern  nur  der  par- 
tielle DiiVerenlialquotient  von  W  nach  /  vor.  Die  von  Hamilton  gegebenen,  oben 
niitgetheilten  Ausdrücke  von  V  und  W  enthalten  als  willkürliche  Constanten  die 
Anfangswerthe  der  Grössen  (/j,  q,,  ...  q,„.  zu  denen  noch  durch  blosse  Addi- 
tion eine  willkürliche  Constante  hinzugefügt  werden  kann;  ausserdem  kann  in 
l'Fnoch  /  in  <+r  verwandelt  werden,  wo  t  ebenfalls  eine  willkürliche  Constante. 
Auf  diese  Weise  erhallen  beide  Functionen  V  und  W  eine  willkürliche  Con- 
stante mehr,  als  die  Zahl  der  unabhängigen  Variablen  beträgt,  so  dass  sie 
zwei  partiellen  Differentialgleichungen  gleichzeitig  genügen.  Man  erhält  für 
die  i^'imction  W  die  zweite  von  Hamilton  gegebene  partielle  DilTerentialglei- 
chuiiii.-  wenn  man  für  -^  den  ihm  gleichen  Ausdruck  -rr-  und  t  =  0  setzt. 

t;.  20.     Nachweis,  dass  sich  die  in  grösserer  Anzahl  vnrliandenen  willkürliclien 
Constanten  aus  der  gefundenen  Function  mit  Hülfe  ilirer  DifFerentialquotienten 

wirklich  eliniiniren  lassen. 

Wenn  eine  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mehr  willkürliche  Constanten  enthält,  als  zu  einer  vollständigen  Lösung  er- 
forderlich sind,  so  finden,  wie  wir  im  Vorigen  gesehen  haben,  zwischen  ihren 
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nach  diesen  willkürlichen  Conslanlen  genommenen  partiellen  Diirerentialqiio- 
tienten  Relationen  Statt.  Es  lassen  sich  aber  die  hierüber  gefundenen  Satze 
auch  umkehren.  Man  kann  nämlich  auch  umgekehrt  zeigen,  dass,  wenn  diese 
Relationen  Statt  finden,  die  Constanten  sich  sämmtlich  vermittelst  der  partiellen 
DifFerentialquotienten  der  Function  eliniiniren  lassen.  Es  reicht  hin  dies  für 
den  Fall  zu  zeigen,  wenn  die  Function  nur  eine  willkürliche  Constanle  mehr 
enthält,  als  zur  vollständigen  Lösung  erfordert  wird.  Denn  wenn  von  jeder 
der  überzähligen  Constanleu  besonders  gezeigt  ist,  dass  sie  bei  der  Elimina- 
tion der  zu  einer  vollständigen  Lösung  erforderlichen  Anzahl  Coiislanten  von 
selbst  mit  herausgeht,  so  hat  man  bewiesen,  dass  bei  der  Elimination  der 
letztern  gleichzeitig  sümmtUche  andere  Conslanlen  mit  herausgehn. 

Ich  will  zuerst  wieder  den  Fall  betrachten,  wemi  die  vorgelegte  par- 
tielle Differentialgleichung  nicht  die  unbekannte  Function  selber  enthält.  Für 
diesen  Fall  kann  man  den  Satz,  welchen  ich  im  Vorigen  bewiesen  habe,  so 
ausdrücken: 

A.     .,Es  sei 

W{t,  q,,  q,.  ...  q,,,  a,  a,,  «.,,  . . .  «„,) 

irgend  eine  Function  der  2;w-f-2  Grössen  t,  </,,  ^y,,  .  .  .  q,„,  «,  «,,  .  .  . 
K,„,    von  denen  keine  mit   der  Function   durch   blosse  Addition  cer- 


dW 


bunden  sei;  es 

sei  ferner: 

(1-) 

dW 

dt    =P' 

dW 

(2.) 

da   ~P' 

da,  -''" 

dq^ 

dW 
da,,, 


=  /l„ 


so  wird  man,  icenn  der  Fall  eintritt,  dass  man  aus  dem  ersten  Sy- 
steme von  m-\-i    Gleiclmmjen  die  m-\-\    Grössen   a,    «, ,    «j,    ...    «„, 
eliminiren   kann,    so    dass    man   eine    Gleichung   bloss   zwischen    den 
Grössen  t,  qi,  q,^  ...   </,„,  p,  pi,  p,^  ...  p„,  erhält,  immer  auch  aus 
dem  zweiten  Systeme  von  m+i  Gleichungen  sümmtUche  ?m+1  Grössen 
t,  (/,,  (/,,  .  .  .  q,„  eliminiren  oder  eine  Gleichung  bloss  zwischen  den 
Grössen  a,  «j,  «,,   ...  a,„,  ß,  ßy^  ß.,,  .  .  .  /!?,„  erhalten  können." 
Wenn  man  diesen  Satz  umkehren  will,  so  hat  man  zu  beweisen,  dass, 
wenn  man  aus  den  Gleichungen  (2.)  die  Grössen  /,  (7,,  </,,  .  .  .  q,„  eliminiren 
kann,  man  immer  auch  aus  den  Gleichungen  (1.)  die  Grössen  a,  ctj,  a,,  .  .  .  a,„ 
eliminiren  kann.      Dieser  Satz  lässt  sich  aber  aus  dem  Vorigen  ohne  weiteres 
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Iblgern,  wenn  man  nur  die  Grössen  t,  qi,  «y,,  ...  </,„,  /;,  p,,  p.>,  .  .  .  p„,  mit 
den  Grössen  a,  «j,  «,,  ...  a,„,  ß,  ß^,  ß,,  .  .  .  ß„,  verlauscht. 

Für   den  Fall,    dass    die   vorgeleg-te   partielle  Dillerentialgleichung   die 
unbekannte  Function  selber  enthält,  wird  der  oben  gefundene  Satz  folgender: 
B.     ..Es  sei 

W  =  /.{qi-,  q-.-,  ■■■  q,„,  «,  cfi,o!2,  ...  ß,„), 
ferner : 

,A  s  dy  Sy  dv 

,2.)       ^  =  ß,     ^  =  /^„     #  =  A,     ...     S-  =  ß,.; 

^      '  da         '  '       öa,         '   "       dttj        '  ■'  au„,        ' 

kann  man  ans  der  Gleichung  W  =  x  und  den  m  Gleichungen  (1.)  die 
m+i  Grössen  a,  «,,  «o,  ...  «„,  eliminiren.  so  dass  man  bloss  eine 
Gleichung  zwischen  W,  qi,  q^.,  ...  q„,  /),,  />2,  .  ■  ■  p,n  erhält,  so 
kann  man  auch  aus  den  m  Gleichungen 

^    ''         ö«,         ß    da  '       öttj  ß    da  ''      '    '    '      da,,,         ß   da„, 

die  m  Grössen  </, ,  (jr,,  .  .  .  q,„  eliminiren,  so  dass  man  eine  Gleichung 
hloss   zwischen   den    Grössen   «,    r/j,    er.,,    ...    «„,   —J-,  --|- ,  .  .  .   -^ 

erhält." 
3Ian  kann  diesen  Satz  aus  dem  vorigen  abieilen,  wenn  man  darin  für 
W.  p,  pi,  P2-,  ...  p,n  schreibt  //,  W,  tp^.,  fp..,  .  .  .  tp,„,  und  diese  Bemerkung 
dient  auch  dazu,  den  umgekehrten  Satz  zu  beweisen,  da  wir  gesehen  haben, 
dass  man  den  vorigen  Satz  umkehren  kann.  Es  ist  nämlich,  da  x  n^ch  der 
Voraussetzung  nicht  t  enthalten  soll,  dasselbe,  ob  man  sagt,  man  könne  aus 
den  Gleichungen  (3.)  die  Grössen  ^i,  </, ,  ...  q„,  eliminiren,  oder,  man  könne 
aus  den  Gleichungen: 

t.^-ß      t-^-ß  f-^-l-J 

die  Grössen  /,  (/,,  g,,  .  .  .  </,„  eliminiren.  üenn  stellt  man  die  Elimination 
so  an,  dass  man  zuerst  /  und  dann  die  übrigen  Grössen  eliminirt,  so  hat  man, 
um  t  herauszuschaffen,  die  vorstehenden  Gleichungen  durch  eine  derselben  zu 
dividiren,  wodurch  man  auf  die  Gleichungen  (3.)  kommt.  Kann  man  aber 
aus  den  Gleichungen: 

t-^  =  ß,     tp-  =  ß,,'  .  .  .     t^  =  ß,„ 
da        '  '         da,        '  "  (9a_        '  '" 
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sämmtliche  Grössen  t,  </i,  9,,  ...  q„  eliminiren,  so  folgl  aus  der  Unikehrung 
des  vorigen  Theorems  A.,  wenn  man  darin  tx  für  W  und  W  für  p  selzl, 
dass  man  auch  aus  den  Gleichungen 

sämmtliche  Grössen  a,  «i,  «.,  .  .  .  a,„  eliminiren  kann,  wodurch  man  eine 
Gleichung  hloss  zwischen    W,  7,,  «70,  ...  (/„.,  -^,  ^,  ...  ^  erhält.     Oder 

wenn  man  pi,  p^-,  ■  ■  ■  p,n  '^"'"  /  •>  "T'  ■  •  ^  schreibt,  so  wird  man  aus 
den  Gleichungen: 

df/,        ^"       cV/,        ^-'  o^™       '^"* 

sämmtliche  Grössen  a,  «,,  cf,,  ...  a,„  eliminiren  können,  so  dass  man  eine 
Gleichung  hloss  zwischen  W,  7,,  «73,  .  .  .  (7,,,,  p,,  p,^  ...  p„  erhält.  Man 
sieht  also,  dass,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  (3.)  die  Grössen  «71,  ^o,  ...  q,„ 
eliminiren  kann,  man  auch  aus  der  Gleichung  W  =  x  und  den  Gleichungen  (1.) 
die  Grössen  a,  «i,  r/,,  ...  «„,  eliminiren  kann,  welches  die  Umkehrung  des 
Satzes  B.  ist,  die  wir  beweisen  wollten. 

Ich  will  noch  im  Folgenden  einen  directen  Beweis  des  Satzes  A.  geben; 
es  wird  dies  nur  für  diesen  Salz  nöthig  sein,  da  der  Satz  B.  auf  die  von 
mir  angedeutete  Weise  sich  aus  ihm  ableiten  lässt. 

In  dem  Satze  .4.  wurde  angenommen,  dass  sich  aus  den  Gleichungen: 
dW  _         dW  _  dW  _  dW  _ 

dt    ~P'       dq,-P''       dq,-P">       ■•■      d^~P'^ 

die   Grössen   a,  Kj,  cto,  ...  a„,   eliminiren   lassen.     Man   kann    dies    auch    so 

ausdrücken,  dass,  wenn  man  vermittelst  der  Gleichungen: 

,.  ,        BW  dW  dW 

Bq^       '^"       üq.,       '^  8q^       ^^ 

die  Grössen  a, ,  «o,  ...  «,„  durch  /,  (7,,  (7,,  ...  q„,  p,,  p_, ,   .  .  .  p,„,    o.  aus- 

BW 
drückt   und    diese  Ausdrücke  für  dieselben  in  ^^  subsliluirt,    in  dem  so  er- 

BW 
haltenen  Werthe  von  ^7—  die  Grösse  a  nicht  vorkomme.     Betrachtet  man  da- 

dt 

her  ß,,  «2,  ...  ß„  als  Functionen  der  angegebenen  Grössen  und  nimmt  in 
diesem  Sinne  iiiro  partiellen  DiHerenlialquotienlen,  so  hat  man  in  dem  ange- 
nommenen Falle  die  Gleichung: 

fo\        n  _    ^'^    >     «^'H^    5«,    ,     B-W    da,    .         .     d'W    da„ 


BtBa        dtda,     da         dtda.,    da  dtBa„,    Ba 


.lacobi,    Dynamik.  50 
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Man  denke  sich  ferner  durch  die  Gleichungen: 

^     '  da,  oa.^        '     '  dam 

die  Grössen  9,,  (/o,  .  .  .   ry„.  durch  ;,  a,  ß^,  «,,  ...  «,„,  /^i,  /^s,  •  ■  •  /:?„  aus- 
gedrückt und  diese  Ausdrücke  in 

f^  =  /* 

0«         ' 
substituirt,  so  soll  bewiesen  werden,  dass  der  so  erhaltene  Werlh  von  ß  die 
Grösse  t  nicht  enthält,  oder  dass: 

d'W    ,     d'W    cki,    ,     d'W    dq,    ,         ,     Ö=W'    dq„,    ^   ^ 


öiöoe        dadq^    dt        cJadq^    dt  dccdq,„   dt 

Da  die  Ausdrücke,  welche  man  in  (2.)  für  «j,  a.,,  .  .  .  a,„  subslituirl  hat,  die 
Gleichungen  (1.)  identisch  erfüllen,  so  hat  man,  wenn  man  diese  Gleichungen 
nach  (t  dillerentürt,  und  die  Gleichung  (2.)  hinzufügt: 

d'W     ,      d'W     da,    ,      d'W     da,    ,         ,      d^W      dttm 


0  = 


dtäa   "^    dlda,     da  '^    dtda,     da  ^  "^   dtda,,,      da    ' 


cl</,  öa  ö^,  da^     da  dq^  da^    da  dq^  da,,,  da    ' 

(4.)        (       _     d'W  d'W     da,  d'W    da,  d'W  da,, 

'              dq.^da  dq,da^     da  öq.^da,    da  dq.^da,,,  da    ' 

-      <3'''^'  ^"'W     da, c?=W^öo^  ,       d-W  da,,. 


m} 


dq,„da       dq„,da,    da        dq„,da,    da  dq,nda,„    da 

Setzt  man  ferner  für  qi,  </o,  ...  q,„  solche  Ausdrücke  in  t,  a,  cii^  a,,  ...  « 

/i'i,  /y^,  •  •  .  />',„,  vvelche  die  Gleichungen  (3.)  identisch  erfüllen,  und  dilTeren- 

tiirt  jene  Gleichungen  in  diesem  Sinne  partiell  nach  /,  so  hat  man: 

d'W  d'W     dg,         d'W     dg,  d'W     dq,^ 

"   ~    da^dt^  du^  dg,     dt    '^  da,dg,     dt    ^         ^  da^dq^     dt    ' 

,Q   _     d'W  d'W     dg,  d'W     dq,  d'W      dq„, 

(5.)         \  da, dt        da,dq,     dt         da,dq,     dt  da,dg,„     dt    ' 

0   _     ^'^^  d"''^     d(h  c)^fr     dq,  ,      d'W     dq,„ 


da,,,  dt       da„,dq^     dt        da,,,  dg,     dt  da„,dg,„     dt 

Mulliplicirl  man  die  Gleichungen  (4.)  der  Reihe  nach  mit  1,  -^,  -$j-^  •••  -^ 
und     addirt,     so     verschwinden    wegen    der    Gleichungen    (5.)    die    in    -j^  ^ 
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O«,  da„. 


da  '  da 


imilfiplicirten  Grössen,  und  man  erhalt: 


"    ~    dadl'^  Badq,     dl    '^  dadq,    dt    "'  ''dadq,„    dt    ' 

welches  die  zu  beweisende  Gleichung-  ist. 

§.  21.     Gleichungen  zwischen  den  Differentialquotienten  der  Variablen  nach  den 
Constanten  und  denen  der  Constanten  nach  den  Variablen. 

Die  im  Vorigen  gebrauchte  Analysis  giebt  noch  andere  Theoreme, 
welche  sowohl  auf  das  vorige  Lichl  werfen,  als  auch  an  sich  sehr  merkwürdig 
sind  und  als  Fundamentaltheoreme  belrachiel  werden  können. 

Es  sei  W  irgend  eine  Function  von  </,,  q,^  ...  q^,  a,,  «.,,  ...  «„, . 
Differentiirt  man  die  Gleichungen: 

,.  ,         dW  dW  dW 

^1-)    -d^=p^^  ^=P'-  ■  •  ■  d^=p-" 

nach  </,,  indem  man  «j,  cfo,  ...  (/„,  als  solche  Functionen  von  </,,  (/_,,  .  .  .  </„, , 
p,,  jWo,  ...  p,^  betrachtet,  welche  diese  Gleichungen  identisch  machen,  so  er- 
hält man: 

_      d"-W  B-W     da,  d"-W     da,  ,      dnv      da,,, 


5^1  dqi        dq,  da^     Bq,       dq,  äa^    dqi  dq,  da,,,     dq<  ' 

^    _       d'W  d'-W      da,  d'W     da.,  ,_ö'W"       öccm 


dq,  dq,        dq,  da,     dq,        dq,  da,    dq,  Bq,  öa„     dq,  ' 


0  -      g'W"  d''W     da,         d"-W     da,  j__8'W     da„ 


dq,ndqi       dq^da,     dq,       dq,„da,    dqt  dq,nda„,     dq, 

üilferenlürt  man  ferner  die  Gleichungen : 

nach  «i,  indem  man  q,^  </_>,  .  .  .  q„,  als  Functionen  von  «,,  a,,  ...  «„, 
p'i ,  /)',,  .  .  .  /?,„  betrachtet,  welche  diese  Gleichung  identisch  machen,  so  er- 
hält man: 

_       g'^^  B'W      Bq,  d''W      dq,  ,      d'W      dq,. 

"    —      n„    ']..     ~r    -Tl..   ;j,.       II-     T    n„    'i,       3„    "I 


da, da,,    '    da,dq,    dttk        da,dq,    da,,  da,dq„   da,,  ' 

d'W  B'W     dg,         d"-W     Bq,  dnv     dq„ 

da,Ba,,  "'    da.,8q,    da^    '    Ba,Bq,    c*«*  Ba,dq,n   Ba^  ' 


0    -       g'^^"  d'W      dq,  d'W      dq,  dnv     dq„, 

~   da,„dtti,~^  dumdq,    buk       damdq,   äa^  Ba^dq,,,  da,, 
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Multiplicirt  man  die  erstem  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

dttk '      Bcik  '      "   '    ■       duk 
und  addirf,  so  erliält  man  durch  die  letzteren  Gleichungen: 

Ö'W      8q,    ,      d"-W     8q,  ,      Ö'W     Öq^. 


dq,dq,     dak        dq^dq,     da^  dq^dqi    da,, 

d'W     da,         d'W     da,  ,      d'W     da„ 

""T  a„  ri„.    a„    ~r' 


dcc^duk    dq,        da^dctk    dq,  dumdctk    dq, 

Addirt  man  zu  den   heiden  Ausdrücken,   die  wir    einander  gleich  ge- 

d"W 
t'unden   haben,    noch  -^ — r — ,    so    kann    man    diese    Gleichungen    kürzer    so 

oq.dctk 

darstellen : 

Sp,    _   dßk 
dak    "~     dq,  ' 

wenn  man  in  p,  =  -^—   die   Grössen   </j,   (/j,   ...  q„,   durch   «,,  «o,   ...    «„, 

0(1% 

p\,  /?2,  ...  ß,„  vermittelst  der  Gleichungen 

und  umgekehrt  in  ßk  =  -K—  die  Grössen  «j,  «j,  •  •  •  «„,  durch  ^, ,  qi.  ■  ■  .  q,„, 

/;,,  />2,  ...  p„.   vermittelst  der  Gleichungen 

dW  _  d]V__  äW  _ 

ausdrückt. 

Man  erhält  auf  dieselbe  Weise,  wenn  man  die  Gleichungen  (1.)  nach 
p,,  die  Gleichungen  (2.)  nach  u^  differentiirt : 

dqi     _         dßk  . 
dak    ^         dp,  ' 

wenn   man    die  Gleichungen  (1.)  nach  q,,  die  Gleichungen  (2.)   nach  ßk  dif- 
ferentiirt : 

dp,     _    __  dok^ 
dßk    ~  dq,' 

endlich,  wenn  man  die  Gleichungen  (1.)  nach  p,,  die  Gleichungen  (2.)  nach 
ß„  dilFerentiirt :  ■ 

Bqi  _   So* 

dßk  ~    Bpi  ' 

Ich  will  diese  Resultate  in  folgendem  Theorem  zusammenstellen: 
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Funtlamentaltheorem. 


„Es  sei 


■   q., 

,   ß., 

«2, 

ÖW 

dqm 

=  P<n, 

dW 
da,,, 

=  iL; 

W{qt,(],,  ...  f/„.,«,,  «2,  ■••«») 
irgend  eine  Function  der  2m  Grössen  </i,  ^j,  ...  q„,,  «i,  «si  •■.  '«».,■  ferner 
dW  _  dW  __ 

drückt  man  vermittelst  dieser  Gleichungen  einmal  die  Grössen  ^, ,  q,^  .  .  ■  q,„, 

Pi,  P21  ...  Pm    uls  Functionen  von  a^,  «,,  ...  «„,,   /ij,  ßi,  ■  ■  ■  ß,„   ««*   und 

nimmt  in  diesem  Sinne  ihre  nach  den  letztern  Grössen  genommenen  partiellen 

Di/ferentialquotienten ,    und  drückt  man  umgekehrt  wieder  vermittelst  dersellten 

Gleichungen  die  Grössen  «i,  «21  •  •  •  <^mj  /^n  ß2i  •  •  ■  ßm  durch  ^1,  5^2,  ...  q,„, 

Pi-,  P21  •  •  ■  Pm  ttits  und  nimmt  in  diesem  Sinne  ihre  nach  den  letztern  Grössen 

genommenen  partiellen  Differentlalquotietiten,  so  hat  man: 

dp,  _  dßn         Bpi  _       duk 
da,,.  ~  dqi  '       dßn  ~       dq,  ' 

dg,   _  dak-  dqi  _  _  dßk    ^ 

dßk        dp,  '       dai,  dp, 

In  dem  vorstehenden  Theorem  ist  angenommen,  dass  die  Grösse  a^ 
eine  der  Grössen  et,,  ßj,  ...  «,„,  und  dass  die  Grösse  q,,  eine  der  Grössen 
^1,  9,,  ...  q,„  sei.  Aber  der  von  diesem  Theoreme  gegebene  Beweis  setzt 
dieses  auf  keine  Weise  voraus,  sondern  ist  eben  so  gültig,  wenn  a,,  und  q, 
irgend  welche  noch  ausser  den  angegebenen  2m  Grössen  in  der  Function  W 
enthaltene  Grössen  sind.  Man  erhält  dann  folgendes  Theorem,  welches  das 
vorige  mit  in  sich  begreift: 

„Es  sei 

^iqi  iqif-  qm+n , «, ,  «2 ,  •  •  •  «,»+; ) 

irgend  eine  Function  der  Grössen  ^f, ,  «j'j,  ...  q„+„,  «i,  «j,  •  •  •  «m^;?  »""' 
dW  _  dW  _  dW  _ 

dw  _       dw  _r,  ew"  _/?    . 

man    drücke  vermittelst   dieser   Gleichungen   die  Grössen   ^i,  ^21  •  •  ■  q,,,,  Pii 
Pi-,  ■  ■  ■  Pm+u  durch  «1,  «2,   ...  a„_^.,,    /?,,  ßn,  ...  /?„,  5',,,+,,  ^„+2,  •  •  ■  qn,+„, 
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nnd  migekehrt  die  Grössen  Kj,  «,,  .  .  .  a,„,  /?,,  /?>,  ...  /3,„+;  dnrch  q^,  q^-,  •  ■  • 
qm+„,  Vi-,  Pi-,  ■  ■  ■  pm,  (^-m+ii  «m+2 ,  •  •  •  «„,+?  dtis,  tiud  fulire  iH  diesem  Sinne  die 
partiellen  Differentiationen  aus,  so  hat  man 

1)  wenn  i  und  k  irgend  einen  der  Indices  1,  2,  ...  m  bedeuten, 

dg,  _  ('ctk  _ 

2)  wenn  i  einen   der  Indices  1 ,  2 ,  ...  m  und  k  einen   der  Indices  1 , 

2.  3,  ...  m-f/  bedeutet, 

dg,    _        8ßk  _ 
Bat  Bpi  ' 

3)  wenn  i  einen  der  Indices  1,  2,  3,  ...  m^n  nnd  k  einen  der  Indices 

1 ,  2 ,   ...  m  bedeutet, 

dpi    _  dcck 

dßk   ~  dgi  ' 

4)  loen?}  i  einen   der  Indices  1,  2,  3,  ...  m  +  w  und  k   einen  der  In- 
dices 1 .  2 ,  3 ,  ...  m-\-l  bedeutet, 

duk  dg, 

Man  siebt,  dass  für  den  Fall  1)  alle  vier  Gleichungen  gelten,  welches 
das  obige  Fundamentallheorem  ist.  Ebenso  gilt  die  Gleichung  4)  auch  für  den 
Fall  2)  und  3).  Man  kann  auch  in  diesem  zweiten  Theorem,  ohne  seiner  All- 
gemeinheil in  etwas  zu  schaden,  n  =  0  setzen,  indem  man  die  Grössen  q,„^i^ 
q,„+-,,  ...  q,„+„  mit  zu  den  Grössen  ß,„^_i,  «,„+_,  etc.  zählt.  Wenn  man  in  der  Glei- 
chung 4)  eine  der  Grössen  ^,„^.1,  5'„,+2-,  •  •  •  9,„+,.  niit  a  und  eine  der  Grössen 
«m+M  ^m+2^  •  •  •  (^m+i  "iit  t  bezcichnet,  so  erhalt  man  als  besondern  Fall  das 
im  vorigen  §.  gegebene  Theorem  A.  Denn  die  Gleichheil  der  beiden  Aus- 
drücke in  4)  lehrt,  dass,  wenn  der  eine  verschwindet,  der  andere  zugleich 
mit  verschwindet,  und  dieses  giebt  das  Theorem  A.,  wenn  man 

;  «i  =  ^     ßk  =  p,     q.  =  ß,     p,=  ß 

setzt.     Dasselbe  Theorem  giebt  auch   sogleich    die  Differentialgleichungen  der 
Dynamik  aus  den  Integralgleichungen : 

dW  _  dW  _  dW  _ 

da,    -'^"      öa,   ^'  -'       •    •    •      da,-^'"" 
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in  welchen  W  eine  Function  von  </,,  r/j,  ...  q„,,  t,  «i,  a^,  ...  «,„  ist,  und 
die  Grössen  «,,  «_,,  .  .  .  «„,,  /:^, ,  /j'^,  .  .  .  /:/,„  als  Conslanlen  angesehen  werden. 
Wenn  man  njimlicli  in  den  Gleichungen  2)  und  4)  a^  =  /  setzt,  so  er- 
hält man: 

-^  a  — =-—  -,  d  -T—- 

oqi  __  dt  dp,  dt 


dt  öp,      '       dt  dqi 

Ist  nun,    wie    dieses  in  Bezug    auf  die  Integralgleichungen  der  Dynamik  der 
Fall  war, 

^^     H  =  0, 


dl 

wo  H  eine  Function  der  Grössen  //i,  9,,  ...  </,„,  />,,  p.,,  ...  p,,,,  l  ist,  welche 
die  Conslanten  «, ,  k,,  ...  «,„  nicht  enthält,  so  hat  man  hieraus,  wenn  man 
bei  DüFerentiirung  einer  Function  von  t  und  willkürlichen  Constanten  nach  / 
wieder  die  Charakteristik  d  braucht,  die  Gleichungen: 

dq^_dH_         dp,  __       dH 

dt    ""   dp,  '       dt    ~       dq,  ' 

welches  die  Difl'erentialgleichungen  der  Dynamik  sind. 

Das  aufgestellte  Theorem  giebt  eine  merkwürdige  Wechselbeziehung. 
die  zwischen  den  beiden  Formen,  unter  welchen  man  die  Integralgleichungen 
eines  Systems  von  Diflerenlialgleichungen  zu  betrachten  pflegt,  für  die  Probleme 
der  Dynamik  Statt  findet,  wenn  man  diejenige  Wahl  der  willkürlichen  Con- 
stanten triH't,  welche  nach  der  oben  gegebenen  Theorie  die  Integration  der 
partiellen  Diiferentialgleichung,  auf  welche  sich  das  Problem  zurückführen 
lässt,  von  selber  an  die  Hand  giebt.  Man  betrachtet  nämlich  in  der  einen 
Form  die  Variablen,  welche  in  den  Integralgleichungen  vorkommen,  sämmt- 
lich  als  Functionen  einer  von  ihnen  (der  Grosse  t)  und  der  willkürlichen 
Constanten.  Oder  man  stellt  in  der  andern  Form  diejenigen  von  einander 
unabhängigen  Ausdrücke  der  Variablen  *)  auf,  welche  willkürlichen  Constanten 
gleich  werden.  Jede  solche  Gleichung,  welche  eine  Function  der  Variablen  einer 
willkürlichen  Constante  gleich  setzt,  wird  vorzugsweise  ein  lufcfjra/  des  vor- 
gelegten Systems  von  Dilfercnlialgleichungen  genannt,  und  das  Charakteristische 
einer  solchen  Integralgleichung  besteht  darin,  dass  ihr  Differential  vcM-mittelst 
der  blossen  vorgelegten  Differentialgleichungen,  ohne  auch  die  Integralglei- 
chungen selbst  zu  Hülfe   zu    nehmen,    ideulisck   verschwindet.     Man   kann    in 


*)    Wenn   die  Integrale   aucli   die  Diri'ercntialquotienten  der  Variablen    entlialteii. 
so  betrachte  ich  diese  hier  als  besondre  Variablen. 
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der  einen  Form  die  Ausdrücke  der  Variablen  nach  den  willkürlichen  Con- 
slanten,  in  dei;  andern  die  Ausdrücke  der  willkürlichen  Conslanten  nach  den 
Variablen  partiell  diffcrentüren,  und  das  vorstehende  Theorem  lehrt,  dass  in  dem 
hier  betrachteten  Falle  und  bei  der  hier  getrofFenen  Wahl  der  willkürlichen  Con- 
stanten die  beiden  Arten  von  partiellen  DilTerentialquolienten  unmittelbar  aut  ein- 
ander zurückkommen.  Wenn  man  die  Anfangswerthe  der  Variablen,  die  einem 
Werthe  /  =  0  entsprechen,  als  willkürliche  Constanten  einführt,  so  werden  beide 
Formen  der  Integralgleichungen  sogleich  aus  einander  erhalten,  wenn  man 
die  Variablen  und  ihre  Anfangswerthe  mit  einander  vertauscht,  und  zugleich 
—  /  statt  t  setzt,  wobei  jedoch  zu  bemerken  ist,  dass  die  Wurzelzeichen, 
welche  die  Formeln  enthalten,  hierbei  geändert  werden  können. 

§.  22.     Anwendung  der  entwickelten  Formeln  auf  die  freie  Bewegung. 

Ich  will  noch  den  ersten  der  beiden  gefundenen  Sätze  auf  den  be- 
soiidern  Fall  anwenden,  wenn  die  Bewegung  des  Systems  materieller  Punkte 
ganz  frei  ist,  und  die  Kräftefunction  nicht  die  Zeit  /  implicirt.  Für  diesen 
Fall  kann  man  für  die  Grössen  q,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  .c,,  y,,  z, 
annehmen ,  die  Grössen  p,  werden  dann  ihre  mit  der  zu  ihnen  gehörigen 
blasse  multiplicirten  Differentialquotienten  m,x\,  n/iy,,  m,z'i.  Sind  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  Problems 

d^_dlJ_  d%_d£  ä%  _  du 

'"'  df-  ~  dxi  ■>      '"'  dt'  ~  d>u  '      '"'  df-  ~  6h,  ' 
wo   U  die  Kräftefunction  ist:  so  hat  man  die  partielle  Differentialgleichung  zu 
integriren. 

>-ii(f  )'+(f  )V(f  )1  ^  u^,„ 

wo  It  eine  willkürliche  Constanle.  Ist  w  die  Zahl  der  materiellen  Punkte,  so 
enthält  eine  vollständige  Lösung  V  ausser  einer  durch  blosse  Addition  hin- 
zukommenden Conslante,  von  der  ich  abstrahire,  und  ausser  li  noch  3».  — 1 
willkürliche  Constanten  a.  Kennt  man  eine  solche  Lösung-  ]\  so  erhält  man 
die  Integralgleichungen  des  Problems  zufolge  des  oben  bemerkten  Theorems 
durch  die  3?<  Gleichungen: 


'&^ 


öx, 
durch  die  3«— 1   Gleichungen 


'"•■^'=0:^'     "^••'/'  =  -ö^'     "''^'  =  ^^ 


dV 


ß, 


« 
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und  durch  die  Gleichung: 

dV  .  , 

-M  =  ^+'- 

Die  3«— 1  Constanten  a,  die  3«— 1  Consfanlen  ß  und  h  und  r  sind 
die  6n  willkürlichen  Conslanten  des  Problems.  Drückt  man  nun  einmal  die 
Grössen  .r,,  y,,  z,,  x',,  y',,  z,'  durch  die  6/^  —  2  Grössen  a,  ß  und  durch  li 
und  T  +  f,  und  dann  umgekehrt,  a,  /?,  h,  T-\-t  durch  jene  aus,  so  hat  man 
zufolge  des  ersten  der  beiden  gefundenen  Satze: 

^_dß_  dy.  _    da 

"^'  da  ~  dy,  '      ^'  dß  ~  dy'.  ' 

^_dß_  eis.  _   Sa 

"*'  da  ~   dz  '      "*'  dß  ~  dz'.   ' 


ferner 


-^-—-^  ^^.  _      Sß 

"**  ö/J  ~      dx. '  "'-"Ö^  ~  ~  öZ ' 

"*'  <9/S  -        ö*/.  '  '''•  ö«  -       dy',  ' 

_^___Öa_  ^ss.   _        dß 

"*•  ö/?  ~       dz.  '  "*•  öa  ~       ÖS',  ' 


endlich  hat  man  noch: 


öx',        5(r  +  0  dx,  dh 


1 


^'dh''       dx^       '  "*'ö(r  +  0  "~  öa?; 

"'^dh-    dy,    '  '«'öct+o-^;' 

"*'  dh  -     dz,    '  ''^'öCt  +  o  ~  dz', ' 

"**  0(7  +  0"       ö^,  '  "^*~dh~  dx,      ■ 

m  —^-1—  -       ^^  ^  ^'J*  -       ^C'^  +  O 

S^l  äh_  öz,  _      d(T  +  i) 

'"•ö(r+0  -       dz,  '  "*•  ÖA  ~  ßz;      ■ 
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wo  die  drei  letzten  Gleichungen  links  und  die  drei  ersten  rechts  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  Problems  selber  sind.  Es  ist  nämlich  in  ihnen  für  h 
der  Ausdruck  zu  setzen: 

und 

dxi  dxi  I  dx'i  dx'i         d'x, 

=  x. 


d(T+f)         dt  •'       cl(r+0         dt  dt'    ' 

und  ebenso  für  die  andern  Ordinaten. 

Will   man   für    diese    Formeln   zum  Beispiel   die  elliptische   Bewegung 
eines  Planeten  nehmen,  so  wird  man  zufolge  der  oben  mitgetheilten  Integration 
der  auf  dieses  Problem  bezüglichen  partiellen  Differentialgleichung""')  für  die  Con- 
stanten ßj,  «2  und  die  entsprechenden/:?!,  /)\  folgende  Annahmen  machen  können: 
«1  .  .  .  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 
«2  ...   Ämal  der  Quadratwurzel  aus  dem  halben  Parameter, 
/i,  .  .  .  —  A-mal  der  Quadratwurzel  aus  dem  halben  Parameter  mal  dem 

Cosinus  der  Neigung  der  Bahn, 
ß,  ...  die  Entfernung  des  Perihels  vom  aufsteigenden  Knoten, 
//    ...   —  If-  dividirt  durch  die  grosse  Axe, 
—  r    ...  Durchgangszeit  durch  das  Perihel, 
welche  Elemente  auf  unendlich  viele  Arten  variirt  werden  können.     Die  Con- 
stante  k'  ist   hier   die   anziehende  Kraft   für   die   Einheit    der   Entfernung,    so 
dass  die  Differentialgleichungen 

d'x  k'x  d'y  k'y  d'z  /c's 

HF"        r^'      'dF^~l^'      ÜF^        r^ 

ZU  Grunde  gelegt  sind. 

§.  23.     Behaudlung  der  Aufgabe,    bei   überzähligen  Constanten   die  zu  grosse 

Anzahl  von  Integralgleichungen  auf  die  binreiclieude  zurückzuführen,  deren 

Constanten  Functionen  der  früheren  sind.     Fall  der  Planetenbewegung. 

Ich  will  jetzt  noch  eine  andre  Aufgabe  behandeln,  welche  man  sich 
stellen  kann,  wenn  die  Lösung  einer  partiellen  Differentialgleichung,  aus 
welcher  man  die  Integralgleichungen  des  vorgelegten  Systems  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  ableitet,  mehr  willkürliche  Constanten  enthält,  als  zu 
einer  vollständigen  Lösung  nöthig  ist,  und  man  die  überzähligen  willkürlichen 
Conslanten  nicht  auf  irgend  eine  Art  fortschaffen  will,  indem  man  sie  gleich 


*)    Vgl.  p.  340  folgg. 
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Null  setzt  oder  ihnen  irgend  einen  andern  l)estinimtcn  Werlli  giebt,  oder  sie 
beliebigen  Functionen  der  andern  Constanlen  gleich  setzt,  oder  sie  durch  eben 
so  viele  Gleichungen  climinlrt,  welche  man  bildet,  wenn  man  die  nach  ihnen 
genommenen  partiellen  Dillerentialquolienten  der  Funclion  gleich  Null  setzt, 
oder  auf  andere  Art.  Wir  haben  für  diesen  Fall  oben  gesehen,  dass  die 
m-\-k  Gleichungen 

dyV_  dW_  dW    _  ,, 


da,  ""'""      da.,   ~'  -'       ■    •    •      da 


m+k 


nur  die  Stelle  von  in  Gleichungen  vertreten,  indem  k  derselben,  z.  B. 

dW   _  dW   _  ^  dW  _  ,^ 

eine  blosse  Folge  der  übrigen  m  Gleichungen 

dW^.,       dW  _  dW  _   . 

ö«,  ~^'"        da.^-'-'       ■    •    ■       da,,,-''''"' 

und  die  Conslanten  ß„,+i,  /5,„+2,  ...  /?,„+*  nidi'  mehr  willkürlich  sind,  sondern 
bestimmte  Functionen  der  übrigen  /?, ,  /?2,  ...  ß„,  und  der  Conslanten  a,, 
c'ai  •  •  •  «m+i-    Diese  letztern  m  Gleichungen  verbunden  mit  den  m  Gleichungen: 

dW  _  dW  _  dW  _ 

dq,   ~^"       dq,  -P'^      •    •    •      d^.-P"' 

bilden  die  sämmtlichen  Integralgleichungen,  die  aber,  wie  wir  sehen,  2m+/f 
willkürliche  Constanten  «i,  cfo,  ...  «,„+<;,  ßi^  ßi-,  ■■■  ß,„,  enihalten,  während 
sie  nicht  mehr  als  2?«  willkürliche  Constanten  enthalten  dürfen.  Eis  nniss 
daher  immer  möglich  sein,  die  2m  Gleichungen: 

da^  -''"       ö«, -'  -'      •    •    •      da,,,-'''-' 
dW  _  d\^_  dW  _ 

durch  solche  2m  andere  Gleichungen  zu  erselzen,  in  welchen  ausser  den 
Grössen  /,  </i,  q.-,  ■■•  Im,  i»i,  Jh-,  •••  p,n  «»'•  2m,  Functionen  der  2m+k 
willkürlichen  Constanlen  «,,  ctn,  ...  a,„_^^,  ßy,  /?,,  .  .  .  ß,„  vorkommen,  welche 
man  statt  der  letzlern  als  willkürliche  Conslanten  einführen  kann,  deren  Zahl 
dann  in  der  That  auf  2m  zurückgeführt  ist. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  oben  für  die  Bewegung  eines  Punktes 
um  ein  anziehendes  Centrum  gegebenen  Formeln.  Es  waren  dort  nur  drei 
unabhängige  Variablen,  die  drei  Coordinalen  des  Punktes,  da  die  Zeil  /  in 
der  partiellen    Dill'erentialgleichung  nicht  vorkam.     Die   gefundene   Lösung   V 

51* 
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brauchte  also  nur  zwei  willkürliche  Constanten  zu  impliciren,  um  eine  voll- 
ständige Lösung  zu  sein,  da  wir  immer  von  einer  willkürlichen  Conslanle, 
die  noch  durch  blosse  Addition  hinzukommen  kann,  abstrahiren.  Die  Lösung, 
welche  wir  fanden  (p.  336): 

r  =  6  Are  cos  (cos  cj  cos?;  +  sin«  sin?/ cos  (i9-  —  /:?)) 


-vffm>-)  +  '^h-^dr 


enthält  aber  deren  drei,  b,  a,  ß,  da  die  Constante  h  in  dieser  Lösung  nicht 
als  willkürliche  Constante  betrachtet  wird,  weil  sie  schon  in  der  partiellen 
Dill'erentialgleichung  selbst  vorkommt.     Setzt  man: 

co$w  =  cosacosr;  +  sinofsin7;cos(>?— /?), 
so  leiten  wir  aus  dieser  Lösung  durch  partielle  Differentiation  nach  b,  a,  ß, 
r,  7],  i9  die  Integralgleichungen  ab: 


w  —  0  I _,     =  b', 


6 (sin «cos»?  —  cos a sin »? cos (5-  —  /5))    _      , 
sin  w 

—  6siuasin?/sin(i9' — /?)    -,, 

sin  w  '    ' 


j 


/ 


2K0+a-f  =  ^, 


&(cos«sinJj  —  sino!cosjjcos(i9' — /^))  dt] 

r'simo  dt  ' 

6siiiasin(i9'  —  ß)  d& 


/•"sin?/siu?€>  dt 

Es  wurde  schon  oben  bemerkt,  dass  die  zweite  und  dritte  Gleichung  nur  die 
Stelle  von  einer  vertreten,  weil  man  aus  ihnen  erhalt: 

siu"a 
also  eine  blosse  Gleichung  zwischen  den  willkürlichen  Constanten,  die  da- 
durch, wenn  man  wieder  h  nicht  mitrechnet,  auf  fünf  reducirt  werden.  Sie 
müssen  sich  aber  auf  vier  reduciren  lassen.  Dieses  kann  man  keineswegs 
auf  den  ersten  Blick  erkennen,  und  es  würde  sogar  nicht  ohne  einige  Weit- 
läuftigkeit  gezeigt  werden  können,  wenn  man  nicht  einige  einfache  geome- 
trische Betrachtungen  zu  Hülfe  nehmen  könnte. 
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Zuerst  leite  ich  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  folgende  ab: 

et' 

sinf<cos/;  — cosßsin/yCOs(i^— /i)  +  -^sinßsin?;sin(i9'— /:?)  =  ü, 
oder 

sin  a  cos  7?  —  fcos  a  cos  /?+  -^  sin  a  sin  ßj  sin  ry  cos  i9- 

—  (^cosßsin/i — ^sinc{cos/5*Jsin//sini9  =  0. 


ß' 
Für  diese  Gleichung  setze  ich: 

cos  «■  cos  V?  +  sin  «cos«,  sin?;  cos  .9^+ sin  2  sin  «.sin?/ sin  i9  =  0. 

indem  ich  zwei  Winkel  /  und  a  einführe,  welche  durch  die  Verhältnisse: 

sin«  :  cosacos/?+-ärSinasin/9:  cos« sinp'  —  -™- sine; cos/:? 

=  cos  i :  —  sin  i  cos  «  :  —  sin  i  sin  a 

bestimmt  werden.     Diese  Proportion  giebt  zugleich: 

sin«  ß'         sinasin»9sin(i9-  — /?) 

cos^  =  —  =-  =  —■—  = -. ^^ ^-^, 

/        a'a'siir«  !>  sin«; 


V' 


ß'ß' 


und  es  wird  daher  die  letzte  der  Integralgleichungen: 

bcosi      d& 

r'sin''»?  (//   ' 

ferner  giebt  dieselbe  Proportion 

cos«cosß  +  sinicosa.sinßcos/3+sin«sina.sino:sin/3  =  0. 

Nennen  wir  /  die  Linie,  die  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren 
Cosinus  cos«,  sinr/cos/i,  sincsin/)'  sind,  und  E  die  Ebene,  welche  mit  den 
Coordinatenebenen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus  cos?',  sin?'cos«,  sin/sin^/ 
sind,  so  folgt  aus  den  Gleichungen: 

cosicos?/  +  sinicosa.sin>yCOSi?-fsinisina.sin/;siniy  =  0, 
cosJcosc.  +  sin«cosa.sinacos/?+sin«sina.sinßsin/':?  =  0, 

dass  der  Radius  Vector  (der  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren 
Cosinus  cos?/,  sinrjcosO,  sin?/sini9-  sind)  und  die  Linie  /  in  derselben  Ebene 
E  liegen.  Die  Linie  /  ist  zugleich  eine  ganz  willkürliche  Linie  in  der  Ebene 
E,  so  dass  der  Winkel  w,  welches  der  \A'inkel  zwischen  /  und  dem  Radius 
Veclor  ist,  die  Redeutung  hat,  dass  er  ein  Winkel  zwischen  dem  Radius  Vector 
und  einer  willkürlichen  Linie    der  Ebene  E   ist.     Diese  Willkürlichkcil    wird 
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al)er  auf  keine  Weise  vermehrt,  wenn  ich  von  w  die  willkürliche  Constante 
//  abziehe,  wie  die  erste  der  Integralgleichungen: 

dr 


w 


-b'   =   b 


erfordert;  es  vereinigen  sich  hier  nur  zwei  willkürliche  Constanten  durch 
Addition  in  eine  einzige.  Nennt  man  nämlich  v  und  l  die  Winkel,  welche 
der  Radius  Veclor  und  die  Linie  l  mit  einer  bestimmten  Linie  der  Ebene  E 
machen,  so  ist 

iii  =  v—l,     w  —  b'  =  V  —  l  —  b', 

und  /.-f//  ist  nur  für  eine  willkürliche  Constante  anzusehen,  wodurch  die 
Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  auf  vier  beschränkt  wird,  wie  verlangt 
wurde.     Es  lassen  sich  nämlich  die  Integralgleichungen  jetzt  so  darstellen: 


v  —  l  —  b'  =  b 


^y2/-(r)  +  ; 

cos  i  cos  ?;  + sin  «sin??  COS  (5^— ö)  =  0, 


■2h-K 
r' 


M)  +  2Ä-^  =  -|-, 


b  cos  i  d& 


r'siu"»;  dt    ' 

hb         (  dn  \-  ,     .   .    /  dO-  \' 

wo  v)  —  l  —  b'  der  Winkel  ist,  den  der  Radiusveclor  mit  einer  beliebigen  Linie 
der  Ebene  E  bildet;  zu  diesen  Gleichungen  kommt  noch  der  Ausdruck  der  Zeit: 

dr 


t  +  T 


n  dr 

J  l/2/-M  +  2 


pf(.r)^2h-^ 
in  welchem  keine  Reduction  vorzunehmen  nöthig  ist. 

§.  24.  Allgemeine  Behandlung  derselben  Aufgabe. 
Da  das  hier  gewählte  einfache  Beispiel  schon  zeigt,  dass  die  verlangte 
Reduction  der  willkürlichen  Consfanten  auf  ihre  wahre  Anzahl  bisweilen 
Schwierigkeiten  machen  kann,  welche  hier  nur  durch  einige  geometrische  Be- 
trachtungen gehoben  wurden,  so  wird  es  der  Mühe  werth  sein,  allgemein  zu 
zeigen,  wie  diese  Reduction  geleistet  werden  kann.     Zu  diesem  Ende  nehme 
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ich  an,  es  sei  eine  vollständige  Lösung  gegeben, 

mit  m  willkürlichen  Constanlen  «,,  «o,  .  .  .  «,„,  von  denen  keine  durch  blosse 
Addition  mit  den  übrigen  Tennen  von  W  verbunden  ist;  und  es  sei  aus 
dieser  Lösung  eine  andere  abgclcilcl   mit    m  +  k  willkürliciien  Constanten    «, , 

W+  ip  (a, ,«,,...  «,„ ,  a, ,  ßj ,  . . .  «,„_|_4) , 
in  welcher  die  Grössen  «, ,  «, ,  ...  a„,  vermillelsl  der  Gleichungen : 

d(W+xiJ-)  ^_  ^       d{,W+xp)  ^  ^       _  _     d{W-V^)  ^  Q 
^a^  '  da.^  '  da„, 

zu  eliminiren  sind.  Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  man  bei  der  partiellen 
Differentiation  von  W-^ip  nach  irgend  einer  Grösse  auf  die  Veränderlichkeit 
der  Grössen  «j,  o>,  ...  «,„  keine  Rücksicht  zu  nehmen  braucht.  Die  2w 
Integralgleichungen  sind  daher,  da  W  die  Grössen  «,,  f<2,  ...  a,„+t  und  xp 
die  Grössen  t,  g, ,  ^2,  ...  <^,„  nicht  enthält: 


öl/;        ,,         dW 


Die  ?«  Gleichungen  links  zeigen,    dass  die  Grössen  a^,   a_,,    .  .  .    «„.    ebenfalls 
willkürliche  Constanfen  werden,  und  daher  auch  die  Grössen 


Nennt  man  diese  —  6j, 


dxp 
(9  a, 

'  1 

dtfj 
da,' 

■     • 

öxp 
da,,, 

-6i, 

-b,. 

-b,., 

so 

werden  die  In 

BW 

ö«, 

-b,, 

dW 

=  ft., 

dW 
dam'' 

-  b,„. 

dW 

■Pi, 

ew 

=  P21 

ew 

-Pm; 

die  2?»  Functionen  der  2/«-f  ä"  Grössen  «,,  r/o,  ...  «,„,<.,  ß,,  (i^^  ...  ß„,. 
welche  man  als  die  auf  ihre  wahre  Anzahl  reducirlen  willkürlichen  Constanten 
zu  wählen  hat,  sind  die  Grössen  «,,  «2,  •••  «„o  ''n  b^^  ...  b,„,  wie  sie 
durch  die  Gleichungen  bestimmt  werden: 
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dxp  _       ,,         ^  _       /^  dxp   _       ^ 

ä^  -    ^'"    ö«,  -    ' -'    •  ■  ■    ö«,„  -    i'"" 

dxp  _       ,  dxp   _       .  c))/;   _       , 

ö^-"''"       ö^-~    -'      •    •    •       ö^-       ^"'■ 

Wenn  die  Lösung^  noch  eine  Conslanle  li  enthält,  die  auch  in  der  partiellen 
Differentialgleichung  seiher  vorkommt,  und  man  zu  den  Integralgleichungen 
noch  eine  neue  hinzufügt,  indem  man  den  nach  h  genommenen  partiellen  Dif- 
ferentialquotienten der  Lösung  -jjT  +  'ßr  gleich  einer  neuen  Variahlen  ver- 
mehrt um  eine  willkürliche  Constante  t  setzt,  so  hat  man,  um  auch  in  der  neuen 
Gleichung  die  Reduction  der  Constanten  zu  bewerkstelligen,  bloss  t — ^  für  r 

als  willkürliche  Constante  einzuführen.  Es  ist  dies  der  Fall,  wenn  in  einem 
Probleme  der  Mechanik  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  und  man  die 
Integralgleichungen  des  Problems  aus  der  Function  V  statt  aus  der  Function 
W  ableitet. 

Die  Lösung,  welche  die  m-\-k  willkürlichen  Constanten  ßj,  «j,  ... 
o;,„^i-  enthüll,  kann  auch  aus  W  erhalten  werden,  wenn  zwischen  «i,  a,,  ... 
a,„  und  0!,,  k,,  .  .  .  a,„_^_^  gewisse  Gleichungen  t/'i  =  0,  (/'2  =  0  etc.  Statt  finden, 
und  man  aus    W+if  die  Grössen  «j,  «o,  ...  «„  vermittelst  der  Gleichungen: 

öa,  da^  da^  ' 

dOV+xp)      ,    dxp,  dxp, 

da,  da,  da,  ' 


"2 


da».  dam        ~  da,„ 


n>i  =  0,    V'2  =  0,     .  .  . 
eliminirt.     Durch    diese   Gleichungen   werden    sowohl    die   Multiplicatoren   Aj, 
Ao,  .  .  .,  als  auch  die  Grössen  «j,  «o,  ...  «,„  als  Functionen  von  t,  qi^  qo-,  •  ■  ■ 
q,».,  «M  <^2i  •  •  •  ^m+k  bestimmt.     Bedeutet  a  eine  der  Grössen  o:,,  «2,  ...  «m, 
so  hat  man,  wenn  ß  eine  willkürliche  Constante  bedeutet, 

d(W+xp) 


'^-           da 

dQW+xp)  da, 

dOV^xp)  da. 

<9(fF+i/;)  da„, 
da„         du 

dxp 

da,          da 

'          da,          da    ' 

da  ' 

oder  wegen  der  vorstehenden  Gleichungen: 
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^         fdrp,    da,        dif},    da.,                 dip,  da„\ 
''"^^^Vöa,     öa'^da,     da  ^'"^  da,,,    da) 

,  if^^2    t^«,    ,   dxp.,    da,               drp,  ^a,„\ 

"■  V  öa,     da        da,    da                 da,n  da ) 

_    dijj 

Differeiiliirt  man  aber  die  Gleichungen  i/',  =  0,  i/m  =  0,  ...  nach  a,  so 
erhall  man: 

dijj,    da,        öl//,    da,                dip,   da,,,  dxp. 


0 


da,     da        da.     da  da^    da         da    '' 


und  daher: 


^   _    dw,    da,       d\p,    da,    d\p,   da,,,       dip, 

da,     da        da,     da  da,,,    da         da    ' 


da  üa  da 


Setz!  man  in  dieser  Gleichung-  für  a  die  Werlhe  «, ,  «j,  •••  «,„  und  l'iir  (i 
■willkürliche  Conslanten,  so  erluill  man,  wenn  man  die  Gleichungen  i/'j  =  0, 
i^/j  =  0  etc.  hinzunimmt,  eine  hinlängliche  Anzahl  von  Gleichungen  um  «j,  «., ,  .  .  . 
a,„,  so  wie  die  Mulliplicatoren  Aj ,  L^  ...  aus  den  willkürlichen  Conslanten 
a  und  ß  zu  bestimmen,  so  dass  vermillelst  dieser  Gleichungen  o, ,  a,,  .  .  .  u,„, 
/,,,  Zo,  ...  ebenfalls  willkürlichen  Constanten  gleich  werden,  und  daher  auch 
die  Ausdrücke 

da,    '    *  da,    '    ^  da,     ' 

dip  dxp,  dip,    , 

"t'-i^t:. — r '"■-'■ 


da.,       ''  da.,        ''  da.. 


dip  dip,  dxp. 


da,„  da,,,        '  da,,, 

Nennt  man    diese   letzlern  willkürlichen  Constanten    —  ^i,    —  i.,,  ...  —h,„,    so 
hat  man  die  Gleichungen: 


dW 

da, 

-w. 

dW       , 
da.,           ' 

.  .  . 

dW 
da,,, 

=  b„. 

es 

ie  Gleichungen 

1  verbi 

Luiden 

mit  den  Gleichung 

>;en 

dW 

dl,   ' 

=  Pi, 

dW 

.  .  . 

dW 

dq„ 

=  p,„ 

J 
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geben   die   2m  Integralgleichungen  in    der   verlangten    Form,  in  welcher  sie 

statt  der  2m  +  k  willkürlichen   Constanten   ß,,   Kj,  ...  «,„_,.,,,   /?i,   /?,,  ...  ß,„ 

nur  noch  die   2/«  willkürlichen  Constanten   a,,   «j,    ...   a,„,    6i,   b^-,    ...  b,„ 
enthalten. 

§.  25.     Wie  man  aus  einer  gegebenen  vollständigen  Lösung  eine   andre  ableitet, 
deren  Constanten  die  Anfangswertlie  der  Variablen  sind. 

Ich  will  noch  zeigen,  wie  man  aus  einer  gefundenen  vollständigen 
Lösung  eine  andere  ableiten  kann,  in  welcher  die  willkürlichen  Constanten 
die  besondere  Bedeutung  haben,  dass  sie  in  den  Integralgleichungen,  die  man 
aus  der  vollständigen  Lösung  erhält,  die  Anfangswerihe  oder  die  einer  be- 
stimmten Zeit  (Epoche)  entsprechenden  Werthe  der  Variablen  werden. 

Es  sei  wieder 

W(t,  (/i ,(/.,.. .  q,„  _,  ß, ,  f/o ,  . . .  a,„) 
die  vollständige  Lösung   mit   den  m  willkürlichen  Constanten   Kj,  «ji  •  •  •  «mj' 
es  sei  ferner  W„  der  Werlh  dieser  Function,  wenn  man  darin  für  t,  q^,  q^^  . .  ■ 
q,„   die   Grössen   t,   a^^  a,^   ...   a,„   setzt.      Eliminirt    man  jetzt  aus    PF— M^, 
Grössen  ßj,  a,,  ...  a„,  vermittelst  der  Gleichungen: 

SO  erhält  man  eine  neue  vollständige  Lösung,  in  welcher  «, ,  Oj,  .  .  .  a,„  die  will- 
kürlichen Constanlen  sind,  und  in  welcher  man  t  =  0  oder  einem  andern  bestimm- 
ten Werth  gleich  setzen  kann.  Da  man  nämlich  zu  W  für  den  Fall,  welchen 
ich  hier  betrachte,  in  welchem  die  partielle  DilTerentialgleichung  nicht  W  selber 
enthält,  immer  noch  eine  willkürliche  Constante  addiren  muss,  wenn  die  Lö- 
sung so  viel  willkürliche  Constanfen  als  unabhängige  Variable  enthalten 
soll,  so  nehme  ich  IF— IFj,  für  die  vollständige  Lösung.  Aus  dieser  erhalte 
ich  nach  einer  bekannten  Regel  die  sogenannte  allgemeine  Lösung,  wenn 
ich  die  eine  der  willkürlichen  Constanfen,  W„^  einer  Function  der  übrigen 
«1,  «2,  ...  «,„  gleich  setze  und  diese  letztem  vermittelst  der  Gleichungen: 

ö«!  '  öwj  '      ■    ■    ■  da,,, 

eliminire.  Der  hier  betrachtete  Fall  ist  der,  wenn  die  willkürlich  anzu- 
nehmende Function  der  Grössen  ofj,  Cj,  ...  a,„  die  besondre  oben  angegebene 
Form  hat: 
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in  welcher  ausser  «j,  «j,  ...  «,„  noch  die  Aviilkürlichen  Consfanten  r,  «,, 
«i,  ...  a,„  vorkommen. 

Hat  man  nach  Elimination  von  «,,  «2,  ...  «„,  die  Function  W—  W^ 
durch  /,  (/i,  f/,,  ...  (jr,„,  r,  «,,  r/.,  .  .  .  a,,,  ansg-edrückt,  so  werden  die  Inte- 
gralgleichung-en,  welche  man  aus  der  neuen  Lösung   W—  W,,  ableitet, 

d{W-\\\)  _  a(H^-VFJ_  ^(W^-W-„)__      , 

wo  /»i,  6,,  ...  6,„  neue  willkürliche  Constanten  sind.  Setzt  man,  um  die 
partiellen  DilTerentialquotienten  von  W—  W„  in  diesen  Gleichungen  zu  bilden, 
in  dem  ursprünglichen  Ausdruck  von  IK— l'F,,  für  ctj,  «n,  ...  k„.  ihre  Werthe, 
wie  sie  sich  aus  den  Gleichungen 

öor,  '  öoj  1      ■    ■    ■  Q^^ 

ergeben,  so  hat  man  nicht  nöthig,  nach  </,,  7..,  .  .  .  </,„,  «1,  «, ,  .  .  .  «,„  auch 
in  so  fern  zu  dilferentüren,  als  sich  diese  Ausdrücke  auch  in  «,,  ß, ,  ...  a,„ 
vorfinden,  weil  die  daraus  hervorgehenden  Terme  wegen  der  vorstehenden 
Gleichungen  verschwinden.  Man  kann  daher  die  Integralgleichungen,  weil 
in  H^  nicht  die  Grössen  «j,  a,,  ...  a,„,  in  IFi,  nicht  die  Grössen  (/j ,  (7..,  ...  r/,„ 
explicite  vorkommen,  folgeudermassen  darstellen: 

-T —  Ol  ,        -^:; —  0 )  ,         ...         -K —  0,„  . 

oa,  da,^  dUm 

Die  letzten  ?»  Gleichungen 


'ö^ 


öir„  övr„  _ ,  ew. 


da,  '       da.,   ~    '-'>      '    '    '       da„  '" 

lehren  hier  bloss,  dass  die  Grössen  «,,  a-,,  ..  .  ct,„  Constanten  gleich  werden, 
und  zeigen  ihre  Abhängigkeit  von  den  willkürlichen  Constanten  «,,  a, ,  ...  «„,, 
6,,  />. ,  .  .  .  6„, .  Als  die  eigentlichen  Integralgleichungen,  d.  h.  als  die  er- 
forderlichen 2m  Gleichungen  zwischen  den  2m  Variablen  7,,  9.,  ...  q„,  /?,, 
/>2,  ...  p„,  hat  man  sich  daher  die  Gleichungen  zu  denken: 
dW  _  dW  _  dW  _ 

52* 
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in  welchen  für  cj^,  cjj,  ...  a,,,  die  constanlen  Werthe  zu  setzen  sind,  wie  sie 
sich  aus  den  Gleichungen: 

dW  dW  dW 

ergehen. 

Aus  den  angegebenen  Integralgleichungen  kann  man  die  Grössen  ^i, 
^2,  ...  q,,,,  />,,  jBj,  ...  p,„  durch  t  imd  die  willkürlichen  Constanlen  be- 
stimmen. Ich  will  jetzt  die  Werthe  dieser  Grössen  für  t  =  t  aufsuchen. 
Man  setze  hierzu  in  W  für  t,  yi,  </, ,  ...  q,„  die  zweilheiligen  Ausdrücke 
t  +  (/-t),    ai  +  (?i-«i),   «.  +  (^2-02),  ■-     ö,„  +  (?,»-«J,    mid   entwickle    die 

Ausdrücke 

dW       dW  dW 

(9a,  '       da^  '  da,,, 

nach  den  aufsteigenden  Potenzen  von  1  —  t,  </i  — «i,  qi  —  ai-,  ■  •  ■  9»  — «/«• 
Es  verwandeln  sich  hierdurch  in  den  Gleichungen 

d(W-w;)  _       dQv-w;)  _  d(yv^-w^_. 

a,  da.,  '  öa,„ 

wenn  man  t  —  T  =  Q  setzt,  die  Ausdrücke  links  in  Reihen,  die  nach  den  posi- 
tiven, aufsteigenden  Potenzen  von  qi  —  a^^  q^  —  ai^  ...  (j'»,  — «,»  fortgehen  und 
kein  ganz  constantes  Glied  enthalten.  Man  wird  daher  aus  diesen  Gleichungen 
folgende: 

«jfj  -  a^  =  0,     q.  -  «.,  =  0,     ...     q„,  —  «„,  =  0 

schliessen  können,  oder  es  werden  a^.,  a.,  ...  a,„  die  Werlhe  von  f/i, 
gfi,  ...  q„i  für  /  =  T.     Setzt  man  ferner  in  die  Ausdrücke 

_  dW  __  dW  _dW 

P    ~  dqr      P'  ~  ö^'       •    •    •      P'"  ~  W^. 

ür  t  den  Werlh  t,  und  zugleich  für  </,,  </,,  ...  q„,  die  Werthe  «i,  «,,  ...  a„,, 
so  erhält  man  dafür  die  Werthe 

"1  —  377"  ■>     "i  ~  inr  t    ■  ■  ■     ^m  — 


da,  '        -        (9a,  '      ■   ■    •      "'"  ~  öa,„ 
Es   werden    daher   die   willkürlichen  Constanten   «j,   a,,    ...    «,„   die  Werlhe 
von   (/i,    ^,,  .  .  .    q,„    und    die    willkürlichen    Constanten    6j,   6,,    .  .  .    b,„   die 
Werthe  von  pi,  yj,,  •.•  Pm,  welche  dem  Werthe  t  =  r  entsprechen. 

Ganz  ähnliche  Resultate  erhalten  wir  in  Rezug  auf  die  Function  V, 
welche  t  nicht  enthält,  sondern  ausser  den  willkürlichen  Constanten  cfj,  a.,,  ... 
«„_i  noch  eine  gegebene  Cpnstante  h,    die  in  der  partiellen  Differentialglei- 
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chung  seibor  vorkominl.  BezeichncI  man  mit  T^,  den  Werth  von  V,  wenn 
man  darin  «, ,  «,,,  .  .  .  «,„  für  y,,  q.,,  ...  </,„  setzt,  so  erhält  man  die  neue 
Lösung,  wenn  man  aus  F— 11,  die  Grössen  «,,  a,,  ...  a,„_,  vermillelsl  der 
Gleichungen 


lie  Gleichi 


eliminirl.     Fügt  man  hierzu  die  Gleichung 


so  erhall  man  für  /  =  t  aus  diesen  Gleichungen,  ganz  wie   früher,  die  Glei- 
chungen : 

<jr,-a^  =  0,     «/_,-«,  =  0,     ...     (j^-a„,  =  0. 
Es  verwandeln  sich  ferner,  wenn  man  diese  Werlhc  subsliluirt,  die  Ausdrücke 

^       ^      .  .  .     J^     ■       ^      ^  ^ 

Man  sieht  daher  aus  den  Integralgleichungen: 

dq,  "  dq,  ~ P''  da,         ~       da,    ~      "" 


dqm.  dq,„       ^""  c)a,„  da,,,  "" 

dass  6,,  62,  ...  b,„  die  Werthe  von  /;, ,  p,,  .  .  .  p,„  für  ^  =  t  sind. 


§.  26.     Beispiel  der  Planetenbewegung. 
Als  Beispiel  will  ich  die  charakteristische  Function 


V  =  b  Are  cos  (cos  a  cos  ?/  +  sin  a  sin  j;  cos  (.'/  —  ß))  +  /\i2f(r)  +  2/« 5-  f/r, 

welche  wir  oben  (p.  336.)  für  die  Bewegung  eines  nach  einem  festen 
Centrum  angezogenen  Punktes  fanden,  in  eine  andere  verwandeln,  in  der  die 
Anfangswerlho  von  r,  t],  0,  die  ich  mit  r,,,  //„,  «9^1,  bezeichne,  die  willkürlichen 
Constanten  sind.     Setzt  man 

C0S40    =  cosacos?; +sinasin?/ cos(i9- — /?), 

cos  «Co  =  cosacos%+sinasin?/,|COs(«9-,j— /5), 
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so  wird  die  neue  Lösung : 


'  0 

wenn  man  darin  die  Constanlen  a,  ß,  b  vermitlelst  der  Gleichungen: 

d^         ~"'  dß         ~    '  db 

eliminirt.     Die  beiden  ersten  geben: 

diw  —  w,)  _^        dQw  —  tcJ  _^ 
da  ""'  dfi  "     ' 

und  man  kann  zeigen,  dass  eine  dieser  Gleichungen  aus  der  andern  von  selber 
folgt.  Hierzu,  und  um  die  verlangte  Elimination  von  o;  und  ß  auszuführen, 
können  folgende  geometrische  Betrachlungen  dienen. 

Man  bilde  ein  sphärisches  Dreieck,  in  welchem  zwei  Seiten  n  und  rj  und 
der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  d  —  ß  sind,  und  ein  anderes,  welches 
mit  demselben  die  Seite  a  gemein  hat,  und  in  welchem  die  andere  Seite  und 
der  von  beiden  eingeschlossene  Winkel  i],,  und  &„—ß  seien. 

Zufolge  der  für  cos«'  und  costo.,  angegebenen  Ausdrücke  sind  w  und 
'«),,  die  dritten  Seiten  dieser  sphärischen  Dreiecke,  welche  den  W^inkeln  i/  — /:? 
und  1%  —  ß  gegenüberstellen,  und  man  hat  nach  den  bekannten  Dilferenlial- 
formeln  des  sphärischen  Dreiecks: 

dw  .  dw  —  die         .         .      . 

_  =  cosA     ^^_:rß^  =  -^^  =  smasmA, 

wenn  A  der  der  Seite  -tj  gegenüberstehende  Winkel  ist.  Ebenso  hat  man, 
wenn  A„  der  der  Seite  7/11  im  zweiten.- Dreieck  gegenüberliegende  Winkel  ist, 

dn\,  .  dw„  —^>*>o  ■         ■      i 

und  es  giebt  daher  jede  der  Gleichungen : 

aw  dw„  dw  dtc„ 


Sa  da    '        dß  dß 

dasselbe  Resultat 

A  ^=  yl||, 

oder  beide  Dreiecke  haben  auch  den  der  Seite  a  anliegenden  und  den  Seiten 
?/  und  ;/,,  gegenüberstehenden  Winkel  A  gemein.  Mau  sieht  hieraus,  dass  w~w„ 
die  dritte  Seite  in  einem  sphärischen  Dreieck  ist,  in  welchem  die  beiden  anderen 
Seilen  1]  und  ij^  und  der  von  ihnen  eingeschlossene  W'inkel  ß^  —  &a  sind.    Man 
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hat   daher 

cos(w5  — M\i)  =  COS /^  COS  J/  + sin  jjd  sin?/ COS  (i9-— >!>„), 

und  die  charakteristische  Funclion  wird : 

V—V„  =  6Arccos(cos*/(iCos?/  +  siii?/i,siii//cos(.9'  — <9-„)) 


+/y2r 


ir)  +  2h-^dr. 


aus  welchem  Ausdruck  a  und  ß  eliminirl  sind,  und  nur  noch  die  eine  Grösse 
b  vermiltclsl  der  Gleichung 

db  ~  " 

oder 

bdr 


W  —  Wn     = 


Si 


y2/-(r)  +  2A- 


zu  eliminiren  ist,  wo  w  —  Wa  den  Winkel   zwischen   der  Anfangs-  und  End- 
posilion  des  Radius  Vectors  bedeutet. 

Es  wird  nicht  ohne  Nutzen  sein  zu  zeigen,  wie  man  die  Elimination 
von  a  und  ß  auch  auf  einfachem,  rein  analytischem  Wege  ausführen  kann, 
wobei  ich  die  Formeln  auf  n  Variable  ausdehnen  werde.     Es  sei 

Ol  a,  +  «•  «2  H h  a„  a„  =  AA, 

a;,  Xi  +  .To  j-.>  H \-x„x„  =  rr, 

ferner 


cosw    — 


Ar 


,i  «,a;°4-fl,.,  x'H [-a„x° 

COSW      =         '     '    —T^ 

Ar" 
Man  soll  vermittelst  der  Gleichungen: 

d(w-w':i  _  dQiP-w")  __       _  diw-io")  _Q 
^a^  öa..j  da,i 

die  Grössen  a,,  «,,  .  .  .  a„  aus  dem  Werthe  von  w  —  w"  eliminiren.  Wenn 
man  die  Werthe  von  cosw,  cosjp"  substituirt,  und  bemerkt,  dass  die  Glei- 
chung dw  —  dtp"  =  0  sich  auch  so  darstellen  lässt: 

sin  w"d.  cos  w  — sin  IV  d.  cosw"  =  0, 

so  werden  die  angegebenen  Gleichungen  folgende: 
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r 


smw  -^ — siiifi'— 2-  =  sin(«)  —  «')— 7-, 

r  »■  A 


Sin  w sin  w  —5-  =  sin  (w  —  w)  --7- 


Von  diesen  n  Gleichungen  sind  zwei  eine  blosse  Folge  der  übrigen,  so  dass 
sie  nur  die  Stelle  von  w  — 2  Gleichungen  vertreten.  Denn  niulliplicirt  man 
die  n  Gleichungen  mit  -^,  -^ ,  ...  -y  und  addirt,  so  erhält  man  eine  iden- 
tische Gleichung,  und  ebenso,  wenn  man  die  n  Gleichungen  mit 

,.     X,       ,       .  X,  ,  [)    ^.,        ,       .  X  .  ,,    X,i       ,       .  Xn 

sin  «'  — !-  +  sm  w  -^ ,     siii  w  — f-  +  sin w  —^ ,     ...     sin  «' 1-  sin  ?/?  -^ 

mulliplicirl  und  addirt,  wodurch  man  die  identische  Gleichung 
siir?y?"  — sin"?/'  =  sin  («i?"  —  ?;?)  sin  («'"-f-?/;) 

erhall.  Multiplicirt  man  aber  die  n  Gleichungen  mit  ^^,  — ^,  .  .  .  — ^  und 
addirt,  so  erhält  man: 


sin  w—  sin  w  — —^ -——„ =  sin  [w  —  w )  cos  «r. 


Es  ist  aber 
und  daher 

oder 


sin«?"— sin(w"— M))cosw  =  sin  w .  cos  (?/?"—«?) , 

cos(«p  — «r")  = 


a-».r,  +  a-°a;,H ^xlx., 


«5  —  n-f   =  Are  cos  — —^ — ^— V 1 

welches  der  verlangte  Ausdruck  ist,  da  «1,  o.,  .  .  .  o„  aus  ihm  eliminirt  sind. 
Man  erhält  aus  diesen  Formeln  die  vorigen,  wenn  man  w  =  3  setzt  und  statt 
der  rechtwinkligen  Coordinaten  die  Polarcoordinaten  einführt. 


•o^ 


g.  27.  Die  Lagrangescheu  Störungsform  ein. 
Die  Form,  welche  Hamilton  den  Dilferentialgleichungen  der  Bewegung 
giebt,  wenn  man  irgend  welche  Besliminungsslücke  der  Punkte  des  bewegten 
Systems  zu  Variablen  wählt,  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  sämmtliche  Va- 
riable sich  in  zwei  Systeme  theilen,  und  jeder  Variablen  des  einen  Systems 
eine  des  andern  Systems  in  der  Art  entspricht,    dass  der  nach  der  Zeit  ge- 
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nommene  Differenlialquolient  einer  Variablen  des  einen  Systems  gleich  ist  dem 
partiellen  Dillerenlialquotienlen  einer  gegebenen  Function,  nach  der  entspre- 
chenden Variablen  des  andern  Systems  genommen;  und  der  nach  der  Zeil 
genommene  Diflerenlialqiiutienl  dieser  gleich  ist  dem  nach  der  erstem  ge- 
nommenen partiellen  DilTerentialquotieriten  derselben  Function  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen.  Ich  will  der  Kürze  halber  diese  Form  die  ca/iotdsche 
Form  der  DifTerentialgleichungea  nennen.  Auf  dieselbe  Form  der  Dillerential- 
gleichungen  waren  schon  Irüher  Lagramje  und  Poisson  in  ihren  Arbeilen  über 
die  Variation  der  Conslanlon  in  den  Problemen  der  Mechanik  gekommen, 
wenn  die  der  Zeit  /  =  0  entsprechenden  Anfaiigswerlho  der  Grössen  q^,  p,, 
oder  der  Grössen  c^,  b^,  als  die  veränderlichen  Elemente  betrachtet  werden. 
Ist  nämlich  //i  die  Störmigsfunctioii,  so  dass  man  die  üiflerentialgleichungen 
des  gestörten  Problems  aus  den  Differentialgleichungen  des  ungestörten  er- 
hält, indem  man  H+H^  statt  H  schreibt,  so  hat  man  (Mec.  Analyt.  T.  I., 
pag.  336)  die  Formeln: 


rfc, 

dH, 

db, 

dH, 

dt 

-   Ö6,   ' 

dt 

de,   ' 

de. 

dH, 

db. 

aH, 

dt 

~~   db^   ' 

dl 

de,  ' 

dc„i 

dH, 

db„, 

dH, 

dl 

"   öb,„  •> 

dl 

dc,„  ' 

welche,  wie  man  sieht,  die  angegebene  Form  haben.  Hamilton  hat  diesen  For- 
meln und  den  Formeln  für  die  Variation  der  Conslanfeu  überhaupt  die  merkwür- 
dige Ausdehnung  gegeben,  dass  die  Storungsfunclion  //;  eine  beliebige  F'unclion 
sowohl  der  Grössen  q,,  als  der  Grössen  p^  sein  kann,  während  man  dieselbe  vorher 
immer  als  eine  blosse  Function  der  Grössen  q^.  betrachtete.  Hierdurch  hört  die 
Eigenschaft  der  bisherigen  Formeln,  dass  die  ersten  üillerentialquolienten  der 
Coordinaten .  oder  was  dasselbe  ist,  der  Grössen  q,^,  auf  dieselbe  Weise  im 
gestörten  und  ungestörten  Problem  ausgedrückt  werden,  auf  ihre  Gültiokeit  zu 
haben.    Man  sieht  nämlich  aus  den  üilferenlialgleichungen  des  gestörten  Problems : 

dg,  ^  djH+H,^         dp,  __       dCH+HJ  ^ 
dt  dp,         '       dt  dq,         ' 

dq,         dQH+H,)         dp,  _       äljn  +  H,^ 


dt  dp,         '  dt                    dq,         ' 

dq,„  ^   aig+tf,)  dp„  ^        d(II+H,) 

dt  dp,,,         '  dt                    dq,n        ' 

Jacobi,    Dynamik.  oS 
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dass,  wenn  //,  die  Grössen  p,  gar  nicht  enthält,  die  Werthe  der  Grössen 
— ^  dieselhen  wie  im  ungestörten  Problem  werden,  dass  dieses  aber  aufhört, 
sobald  //j  auch  diese  Grössen  involvirt.  In  letzterem  Falle  werden  die  Grössen 
q,,  und  jt?A  zwar  durch  dieselben  Formeln  im  gestörten  Problem  wie  im  un- 
gestörten durch  t  und  die  Elemente  ausgedrückt,  aber  die  Art  der  Abhängig- 
keit der  Grössen 

dqk 

dt 

von  den  Grössen  pt  und  q^  ist  nicht  mehr  dieselbe. 

Es  giebt  bekanntlich  zweierlei  Formen  der  Störungsgleichungen;  die 
eine,  die  Lagraiigesche,  drückt  die  partiell  nach  den  Elementen  genommenen 
DifTerentialquotienten  der  Störungsfunction  durch  die  DilFerentialquotienten  der 
Elemente  aus;  die  andere,  die  Poissonscbe,  drückt  diese  durch  jene  aus.  Die 
Poissotischen  Störungsformeln  geben  daher  direct  die  gesuchten  Ausdrucke, 
während  die  Lagrangeschen  nur  lineare  Gleichungen  geben,  aus  denen  man 
durch  Elimination  die  gesuchten  Ausdrücke  abzuleiten  hat.  Gleichwohl  haben 
Lagrange  und  Poisson  selbst  bemerkt,  dass  diese  indireclen  Formeln  bis- 
weilen in  den  Anwendungen  auf  bestimmte  Probleme  vorzuziehen  sind.  Denn 
die  Bildung  der  Lagrang  eschen  Formeln  setzt  die  Ausdrücke  der  Grössen  q^ 
und  joa  durch  /  und  die  willkürlichen  Conslanten  als  gegeben  voraus,  welche 
weniger  complicirt  sind,  als  die  umgekehrten  Ausdrücke  der  willkürlichen 
Constanten  durch  /  und  die  Grössen  q,,  und  p,,,  welche  man  bei  der  Bildung 
der  Po/sso«schen  Formeln  kennen  muss.  Auch  gelten  die  Lagrangeschen 
Formeln  unverändert  für  den  Fall,  wo  zwischen  den  Grössen  q^  Bedingungs- 
gleichungen gegeben  sind,  auf  welchen  sich  die  andern  Formeln  nicht  aus- 
dehnen. Ich  will  jetzt  zuerst  die  Gültigkeit  der  Lagrangeschen  Störungs- 
formeln für  den  Fall  nachweisen,  dass  H^  ausser  den  Grössen  q^  noch  die 
Grössen  p,,  involvirt. 

Beim  DiiTerentiiren  nach  f  denke  ich  mir  im  Folgenden  vermittelst  der 
Formeln  des  ungestörten  Problems  alles  durch  t  und  die  willkürlichen  Con- 
stanten oder  die  Elemente  ausgedrückt,  und  werde  mich,  wenn  ich  diese 
Elemente  auch  als  Functionen  der  Zeit  betrachte,  wie  es  im  gestörten  Pro- 
blem geschieht,  der  Charakteristik  d  bedienen;  dagegen  der  Charakteristik  d, 
wenn  ich  partiell  nach  t  differentiire ,  oder  die  Elemente  als  constant  setze. 
Man  wird  daher  haben: 
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dagegen 


und  daher 


vqk        dH 

dt         dp,  ' 

dpi! 
dt 

dH 

"        dqk' 

dqk 

dH 

dH, 

dt     ~~ 

dpk   ' 

dpk  ' 

dpk 

dH 

dH, 

dt 

dq, 

dq,  ' 

dH, 

dqk 

dqk 

dpk 

'    dt 

dt    ' 

dH, 

OQk 

dp, 
dt 

dpk 

dt 

Nennt  man  daher  a  ein  Element,  und  dehnt  das  Summenzeichen  -S"  auf  alle 
Elemente  a  aus,  so  hat  man 

dH,  _    y  dqk    dcc 

dpt  ^    '~  da     dt    ' 

<9ff,  _    ^  dpk    da 


dqk  du     dt 

Bezeichnet  man  mit  ß  irgend  ein  bestimmtes  Element,  und  setzt 


(r,    f^-]    -    r^^i    öp,        dq.,   dp,    ,  dq^dp^l 

l«W^>l    -   La«    dß'^dcc    dß'^         ^  da     ds\ 


dß    '    da    dß    '  '    da     dß- 

dq^      dp^dq^  dp,,,  dq,„ ' 

dß  "^  da    dß  "'  ^  da     dß- 


so  erhält  man  hieraus: 


dH,  .       o\  da 


dß  ^   "  '  dt 

WO  man  das  Summenzeichen  nur  auf  a  erstreckt,  während  ß  ein  bestimmtes 
Element  bleibt.  Die  vorstehende  Gleichung  kommt,  wenn  //,  nicht  die  Grössen 
p^  enthält,  mit  den  Lagrangeschen  Störungsformeln  überein.  Es  bleibt  noch 
zu  zeigen  übrig,  dass  auch  für  den  hier  betrachteten  allgemeinern  Fall  der 
berühmte  Lagrangesche  Satz  gilt,  dass  (a,  ß)  eine  blosse  Function  der  Ele- 
mente ist,  oder 

d(,a,ß')     ^    ^ 


dt 
Hierzu  bemerke  ich,  dass 


{^,ß)    = -ß da 

53* 


Da  ferner: 


so  erhall  man: 


— 
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dqk 
dt 

dH 

^  dp,' 

dt 

=   - 

dH 

dqr 

d[p 

.^+p 

dq, 
'   da 

■+-+P 

dq,n~ 
da  J 

dt 

rdH  dq, 

löq,     da  '^ 

dH 

dq. 

da  + 

dH 
^dq^ 

dq„ 

da 

+  ti 

'ir+P' 

dq\ 
da 

+  --+P,, 

dq',„' 
*  da  J 

d[p, 

du  , 

äH 

dp. 

+  -+Pn 

dH 

'  dp,„ 

H 

oa 
Differentiirt  man  noch  einmal  nach  /:?,    so  erhält  man  einen  Ausdruck, 
in  welchem  man  a   und  p'  vertauschen  kann,  weil  es  erlaubt  ist,  die  Ordnung 
der  in    dem    zuletzt   stehenden  Ausdruck  erst  nach  a  und   dann   nach  ß  vor- 
zunehmenden Differentiation  umzukehren.     Man  erhält  daher: 


L'  '   da        '^^  da  da  J 


dßdt 
d\t>  ^^  V   ^4-...-!-»    ^1 

''K-  dfi^P-'  dß^    +^"'  dß\ 

da  dt 

_    d(a,  ßl  _ 

~     dt     ~"' 

was  zu  beweisen  war.  Da  die  Grössen  («, /i)  die  Coefficienten  der  Differen- 
tialquotienten der  Elemente  in  dem  Ausdrucke  der  partiell  nach  den  Elementen 
genommenen  Differentialquolienten  der  Störungsfunclion  H^  sind,  und  daher 
von  der  besondern  Wahl  der  Variablen  q^  nicht  abhängen  können,  so  folgt, 
dass  die  Grössen: 

'''''^_^  ~  l'd^-dß^^~dß  +'"+^^^J 
rdp,    dq,        dp.^   dg.,  dp,„  dq„l 

Ida    dß  '^  da     dß^         ^  da    dß^ 

unverändert  bleiben,  welche  Bestimmungsstücke  der  Punkte  des  Systems  man 


wenn    man    in   die    Ausdrücke  —, — ,  — =^ —    für    die    Grössen    p,   und    0.    ihre 
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auch  als  die  Variablen  q^  setzt,    wenn  nur   die  Elemente   dieselbe  Bedeutung 
behalten. 

Man  kann  den  Beweis  des  La grm/ gesehen  Satzes  auch  auf  folgende 
Art  darstellen,  indem  man  ihn  aus  einer  leicht  zu  beweisenden  identischen 
Gleichung  abieilet.  Wenn  nämlich  die  Functionen  />,,  und  q„  irgend  drei  Va- 
riable f>r,  ß  und  f  enthalten,  und  man  sich  der  angegebenen  Bezeichnung 
bedient,  so  wird  identisch: 

d(_a,ß)  d(ß,0  d{t,a-)     _ 

dt         ^       da        ^       öß        ^ 

Für  den  hier  betrachlelen  Fall  sind  die  Grössen  q,,  und  p^  solche  Funclionen, 
dass  man  identisch  hat: 

öq,,-  _  dH         dpk  öH 

"öT^öpT'      ~df  ^  ~~ 'dq',  ^ 

dH  oH 

dpt  '         dqt 
Werlhe  in  /,  a,  j-J  und  den  übrigen  Elementen  setzt.     Hierdurch  wird: 

und  daher  für  den  hier  betrachlelen  Fall: 

diß,t)     ,d{t,a-)_  ,       . 

Öct       +     'dß        ^   '^' 

wodurch  die  obige  identische  Gleichung  das  gesuchte  Resultat  giebt: 

dt        " 
Sind  «,  ß,  y  drei  beliebige  Elemente,  und  setzt  man  in  die  angeführte  iden- 
tische Gleichung  y  statt  /,  so  sieht  man,  dass  je  drei  Ausdrücke  (/■?,  7),  (/,«), 
{a,ß)  durch  die  Gleichung: 

d{^ß,y)    ,  d{j,<^)      d{a,ß)   _ 
da       '^      dß      ^      dy        ~ 
verbunden  sind. 

§.  28.     Die  Po«s.«onsctien  Ötörungsformeln.     Der  fomonsche  Satz. 

Die  von  Poisson  gegebenen  Störungsformeln  können  auch  für  den  all- 
gemeinern Fall,  wenn  Hy  die  Grössen  p,  enthält,  folgendermassen  abgeleitet 
werden.  '  ,  ■ 

Es  sei  durch  die  Integralgleichungen  der  ungestörten  Bewegung  das 
Element  c  durch  die  Grössen  q^,  p,    und    durch    /    ausgedrückt,    so  hat  man 
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vermittelst  der  Difl'erentialgleichungen  der  ungestörten  Bewegung,  indem  man 
nach  der  Zeit  differentiirt: 

~    dq,    dt   '^  dq,    dt    ^  ^  dq,n   dt 

da   dp,        da   dp^  da  dp^        da 

"*"  dp,    dt    ''   dp^    dt    "^ "  "^  dp,^    dt    '^  dt 

da    dH   .    da    dH  ,    da    dH 


dq,    dp^        dq^  dp^  dq„,  dp,„ 

r  da   dH       da  dH  da    dH^       da 

Vdp,   dq,  ^  dp^  dq,  '^        '"dp^,dq„J^   dt 

Vermittelst  der  DifFerentialgleichungen  der  gestörten  Bewegung  erhält  man: 

da     _     da    dq,         da   dq.^  da  dq^ 

dl  dq^    dt         dq.,    dt  dq,,,    dl 

da  dp,         da   dp.^  da  dp,n        da 


^  dp^    dl    ^  dp^    dl    ^      ^  dp,,,   dt    ~  dt 

^    da  d(H  +  H,:)        da    dCH+H,-)  da    d(H  +  H,) 

dq^  dp,  dq^  dp.^  '  dq„,  dp,n 

rda  a(g+g.)        da    djH+H,)  da    d(H+H,)-\      da 

Lop,  dq,  '^  dp,  dq,  '^""^dp...  dq„.        A^  dt    ' 

und  daher,  wenn  man  die  vorstehende  Gleichung  abzieht: 

da_  _     da__^,öa_dH^  da   dH, 

dl     ~    dq,    dp,        dq,    dp,  dq,„  dp,,, 

r  da    dH.     ,    da    dH.     ,         .    da    dH,-\     ' 


Ldp,    dq,         dp,    dq,  '   dp,,,   dq,„-i 

Bezeichnet  ß  wieder   ein  Element,    und   dehnt    man   das  Summenzeichen   auf 
alle  Elemente  aus,  so  hat  man: 


dH, 

dpk 

= 

2 

dH, 

dß 

dß 

dp,' 

^ 

dH, 

dqk 

= 

^ 

dH, 

dß 

dß 
dq,' 

und 

daher. 

wenn 

man 

da 
dq, 

dß 
dp, 

^dq. 

dß 
dp. 

+• 

•■  + 

da    dß 
dq„,  dp,,, 

Idp,  dq,  '^dp,   dq,  '^""^dp„,dp„J    -    L«.PJ 


setzt, 
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da  p        „  OH, 

in  welcher  Formel  unter  dem  Sunimenzeichen  für  ß  nach  und  nach  alle  2m 
Elemente  zu  setzen  sind.  Diese  von  Poisson  zuerst  aufgestellte  Gleichung-  giebt 
direct  die  DilTerentialquotienten  der  veränderlichen  Elemente.  Sie  gilt,  wie  wir 
sehen,  auch  für  den  zuerst  von  Hamilton  betrachteten  allgemeinem  Fall,  wenn 
die  Störungsfunction  //,  auch  die  Grössen  p,  enthält;  nur  werden  dann  wieder 

die  Grössen  ~-~    nicht    mehr    durch    dieselben   Formeln    wie    im    ungestörten 

dt  " 

Problem    durch    f   und    die  Elemente   ausgedrückt   werden,   indem    die  Tenne 


'1 


noch  hinzukommen. 


dpi 

Da  die  Gleichungen 


da  „I-      ,,-,  dH. 


d- 


durch  Elimination  aus  den  La(/rangeschen  Gleichungen: 

dß ^    ''^  da 

gefunden  werden  müssen,  so  folgt  daraus,  dass  wenn  die  Coefficienten  («,  ß) 
blosse  Functionen  der  Elemente  ohne  /  sind,  dieses  auch  mit  den  Coefficienten 
[ß,  ß'\  der  Fall  sein  wird.  Ich  will  indessen  den  directen  Beweis  hierfür, 
da  er  mehrere  lehrreiche  Formeln  enthält,  hier  wiederholen. 

Man   hat,    wenn    man    die  DifFerenlialionen   nach    /   auf  die   ungestörte 
Bewegung  bezieht,  zufolge  der  Differentialgleichungen  dieser  Bewegung: 

da 

"^  _      d'^-a  y  r    d-g  dH   _     d-a  dH  1 

dt  dqkdt  k'  Vdqkdqk'  dpk-       dq^öpt  ög*- J' 

da 

'd^  _      d'a  ^  r     d^a  dH  d-a  dH  T 

dt  ~   dptdt  k'  Ldpkdq/,.  upu.        dpkdpk-  öf//,- J 

Dem  Index  k'  sind  hier  die  Werthe  1 ,  2,  ...  m  zu  geben ;  ich  habe  den- 
selben, um  dadurch  anzuzeigen,  dass  nach  ihm  summirt  wird,  unter  dem  Sum- 
menzeichen -2"  beigefügt.     Diil'erentiirt  man  die  oben  gegebene  Gleichung: 

0  -    ci«      ^r  (9«     dH        da     dH  1 

~     dl         A'  L  dqi,.     dpk-        dpk-    dqk-  J 

partiell  nach  q,  und  nach  p^,  und  zielit  die  dadurch  erhaltenen  Ausdrücke 
von  den  vorstehenden  beiden   Gleichungen  ab,  so  erhält  man: 
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da 
'^'8^    ^  ^r da       d"H  da       d'H     -[ 

dt       ~    ;,'  L      dq^,    d(]kdpi,.        dpk-    dqkdquA'' 

da 

v,r       da  ■    d'H  da       d'H    -[ 

1'  L      dai-'    dvkdvi'       do^,    dpidui-'  -I 


dt  t'  L       dqk'    dpudpk'       dp,,,    dpidqt 

Ich  miiltiplicire  die  erste  Gleichung  mit  -7=r^,  die  zweite  mit  ^=^,    und  sinn- 

mire  auf's  neue,  indem  icli  dem  Index  k  ebenfalls  die  Werthe  1,  2,  ...  m 
gebe.  Wenn  man  dann  die  DiH'orenz  der  aus  beiden  Gleichungen  erhaltenen 
Doppelsummen  nimmt,  und  darin  die  Indices  k  und  A'  vertauscht  (wodurch 
sich  der  Werth  der  Doppelsummen  nicht  ändert,  weil  beide  Indices  über  die- 
selben Werthe  ausgedehnt  werden),  so  erhält  man  denselben  Ausdruck,  als 
wenn  man  unter  dem  doppelten  Summenzeichen  die  beiden  Elemente  a  und 
ß  mit  einander  vertauscht.     Es  wird  daher  auch  der  Ausdruck: 


roß      dqk         dß      dpk     I 
dpk      dt  dqi,      dt       1 


ungeänderl  bleiben,  wenn  ich  darin  a  und  ß  vertausche,  oder  man  erhält 


2: 


I    dp  dqk        oa      dpk    I 

L  dpk  dt     "^  dq,      dt     J 

dß  dpk        da  _dqk_  I   ^   ^ 

dqk  dt  dpk      dt     J 


Der  Ausdruck  linker  Hand  ist  ein  genaues  Differentiale  des  Ausdrucks 

r        JT  vfc^«     <5/5        da     dßl 

*  f-dqt    dpk       dpk    dqk-i^ 

wodurch  sich  die  vorstehende  Gleichung  in  folgende  verwandelt: 

dt  ^  ^' 
welche  zu  beweisen  war.  Man  kann  übrigens  auch  für  die  Grössen  [a,  ß] 
bemerken,  dass  ihr  Werth  derselbe  bleibt,  welciie  Bestimmungsstücke  der 
Punkte  des  Systems  man  auch  für  die  Grössen  q,,  annimmt,  wenn  nur  die  Bedeu- 
tung der  Elemente  sich  nicht  ändert.  Ich  bemerke  ferner  noch,  dass  sowohl 
die  Lagrangeschen  als  die  fomowschen  Slörungsformeln  ungeändert  bleiben, 
wenn  H  ausser   den  Grössen  q^,  p,  noch   /  explicile   enthält,   und   dass    auch 
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für   diesen  Fall  die  Ausdrücke  («,  ß)  und  [et,  /?]    blosse  Fiinclionen  der  Ele- 
mente sind. 

Wenn  das  System  ganz  iVei  ist,  und  man  für  die  Grössen  q,,  die  reclil- 
winkligen  Coordinalen  selber  nimmt,  so  wird  die  Grösse  p^,  je  nachdem  q,, 
die  Wertlie  .r.,  y,,  z,  erbäll,  die  Wcrtbe  m,.v,,  m,y\,  m,z-',  annehmen.  Es 
verschwinden  für  diesen  Fall  die  Grössen 

d'H 

und  die  Grössen 

dpißp'k 

erhalten  nur  einen  Werlh,  wenn  k  —  k' ,  und  zwar  den  Werlh  —  •   Man  er- 

nii 

hält  daher  aus  den    obigen  Formeln  für  ein   freies  System  die   merkwürdigen 
Gleichungen: 

da 


axi 

da 

dt 

dx,  ' 

ayi 

da 

dt 

%.  ' 

^•5« 

'^ö.; 

da 

dt 

d-.,  ' 

welche  bereits  Lagrange  angemerkt  hat.  Man  sieht  aus  diesen  Formeln,  dass 
jedes  Integral  (d.  h.  ein  Ausdruck  von  l  und  den  6h  Grössen  a;,,  y.,  z,,  Xi,  y,,  z,, 
welcher  einer  willkürliciien  Conslanle  gleicii  wird,  ohne  dass  der  Ausdruck 
selber  noch  andre  willkürliche  Conslanlen  eulhäll),  wenn  es  eine  Coordinate 
enthält,  auch  ihren  nach  der  Zeit  genommenen  Dillerentialquolienien  enthalten 
muss,  und  umgekehrt,  wenn  der  nach  der  Zeit  genommene  Dill'erenlialquotient 
einer  Coordinate  gar  nicht  oder  bloss  linear,  mit  einer  Constante  mulliplicirt, 
in  dem  Integral  vorkommt,  auch  die  entsprechende  Coordinate  in  dem  Integral 
nicht  vorkommen  wird. 

Ich    bemerke    noch,    dass,    wenn    der   Satz   der   lebendigen  Kraft   gilt, 

immer  auch  — —  eine  blosse  Function  der  Elemente  ist.     üenn  man  erhält  in 
dt 

diesem  Falle  2»«— 1  Gleichungen  mit  2m— i  willkürlichen  Conslanten  zwischen 
den  2m  Grössen  q,,,  p„,  ohne  t,    und  durch  eine  2m"   Gleichung  <+/,    wo  t 

Jacobi,    Dynamik.  54 
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die  2m"  willkürliche  Constante  ist,  durch  die  Grössen  q^,  p,  ausgedrückt.    Wenn 
daher   «    eine  jener   2m— 1   willkürlichen  Constanten   ist,   wird  -^  =  0,  und 

nur,  wenn  a=r,  wird  -^  =  —^     Es  wird  daher  auch,  wenn  a  irgend  eine 
Function  aller  willkürlichen  Constanten  ist, 

da         da     dr    _        da 

oder  ebenfalls  einer  Constante  gleich. 

§.  29.     Andrer  Beweis  des  Poissowschen  Satzes.     Wie  aus  zwei  Integralen  der 
dynamischen  Gleichungen  weitere  gefunden  werden. 

Ich  will  auch  für  den  Satz,  dass  der  Ausdruck  [a,ß]  sich  bloss  durch 
die  Elemente  ohne  die  Zeil  /  darstellen  lasse,  den  Beweis  noch  auf  eine 
andere  Art  darstellen,  indem  ich  wieder  von  einer  rein  identischen  Gleichung 
ausgehe. 

Es  seien  o,  ß,  y  irgend  drei  Functionen  der  Grössen  ^f,,  9,,  ...  q„ 
und  der  Grössen  pi,  /?,,  ...  p,„.  Man  setze  wieder,  wenn  f,  l,  zwei  Fun- 
ctionen dieser  Grössen  sind, 

L^'^J    -     dq,   dp.'^dq,   dp,'^"'^dq,„dp^ 

di_jdC_ ^_^_ di     dC 

dp,   dq,        dp^  dq,  dp,,,  dq,,. 

Nach  dieser  Bezeichnung  sei 

[/^,r]  =  A,     [r,«]  =  B,     [a,ß]  =  r, 
so  hat  man  identisch: 

Indem    ich    den    leicht   zu    ergänzenden   Beweis    dieser   identischen    Gleichung 
übergehe,  will  ich  bloss  zeigen,  wie  daraus  der  zu  beweisende  Salz  folgt. 

Es  seien  nämlich  of  und  ß  solche  Functionen  von  den  Grössen  q,  und 
p,  und  der  Zeit  /,  welche  vermittelst  der  Integralgleichungen  des  ungestörten 
Problems  einer  willkürlichen  Constante  gleich  werden,  so  müssen  die  Glei- 
chungen : 

dt    ~^'      rf<    ^" 
identisch  erfüllt  werden,  wenn  man  darin  die  Differentialgleichungen  des  Pro- 
blems, d.  h.  die  Werthe 
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dqi^_dH_      dp,  _     en 

dl    ~  dp,  '       dt    ~       dq,  ' 
subsliluirl.      Dies  giebt  die  identischen  Gleichuiiaen: 


oder  wenn  man 


setzt,  die  Gleichungen: 


0/3  n  _    ^" 


Wenn  man  daher  in  der  oben  aufgestellten  identischen  Gleichung: 

[A,a]  +  [B, /:?]  +  [/;;.]  =  0 
die  Function  H  für  y  setzt,  so  verwandelt  sie  sich  in  die  Gleichung: 

Man  hat  aber: 

L    dt  ''^^löi  ' 'U ^Idt  ' I'}  +L  '  dtJ-     dt     ~'df 

und  daher  die  identische  Gleichunj»; 

dl 
dt 


-^+[/;h]  =0. 


Jy-? 

Der  Ausdruck  links  wird  dem  Ausdrucke  -y-  gleich,  wenn  man  darin  die 
Differentialgleichungen  des  Problems  subslituirt,  und  daher  J'  selbst  vermittelst 
der  Integralgleichungen  des  Problems  eine  Constanle,  was  zu  beweisen  war. 

Wie  grossen  Werlh  auch  immer  Alle,  welche  sich  mit  analytischer 
Mechanik  beschäftigten,  auf  Poissons  Arbeit  über  die  Variation  der  Constanten 
in  den  Problemen  der  Mechanik  gelegt  haben,  so  scheint  mir  noch  Niemand 
die  wahre  und  merkwürdige  Bedeutung  des  Satzes,  dass  [«,  ß]  sich  durch  die 
Elemente  ohne  /  ausdrücken  lasst,  gehörig  hervorgehoben  zu  ha!)en.  In  den 
Anwendungen,  welche  Poisson  selbst  von  seinen  Formeln  auf  die  elliptische 
Bewegung  eines  Planeten  und  auf  die  Rotation  eines  festen  Körpers  um  einen 
seiner  Punkte  gemacht  hat,  wurden  von  ihm  solche  Elemente  r/,  ß,  gewählt, 
für  welche  fast  immer  der  Ausdruck  [«,/>']  eine  bestimmte  Grösse,  z.  B.  -f-1 
oder  —1  oder  0  wurde,  und  der  Zweck,  welchen  man  sich  vorgesetzt  halte, 
machte  eine  solche  Wahl  sehr  wünschenswcrih.  Dies  ist  aber  nur  ein  be- 
sonderer Fall  und  gewissermassen  ein  Ausnalimefall.  Im  Allgemeinen  wird 
der  Ausdruck  [a,  ß]  eine  Function  von  den  Grössen  q,  und  p,  und  der  Zeit  t 

54* 
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sein,  welche  sich  auf  keine  Weise  durch  die  Functionen  cf  und  ß  ausdrücken 
lässt.     Man  hat  also  im  Allnremeinen  das  merkwürdige  Theorem: 

„Wenn  H  irgend  eine  Function  von  t,   den  Grössen  9,,  qr,,   ...  q^^ 
und  p,^  P2,  .  .  .  p„,  ist,  und  man  von  den  Di/ferentialgleichungen: 

dq^  _  dH  dq,  _  dH  dq,„  _  dH 

~df "  'dp^ '  IT  ~  Öjb7  '  '      ~dr  ~  dp„  ' 

rfjB,  dH  dp^  _  dH  dpm  _  dH 

dl  dq,  '  dl  dq.^  '  dt  dq,n 

zwei  Integrale  kennt,   so  kann  man  daraus  durch   blosse  partielle  Diffe- 
rentiation ein  drittes  ableiten.'^ 
Hieraus  folgt  der  Salz: 

„Wenn  man  von  einem  Problem  der  Mechanik,  in  welchem  der  Satz 
von  der  lebendigen  Kraft  gilt,    noch  zwei  Integrale  kennt,   so  kann  man 
daraus  durch  blosse  partielle  Differentiation  ein  drittes  ableiten.^'' 
Der  vorige    Satz   ist   aber   auch   noch   auf  mechanische    Probleme    anwendbar, 
in  welchen  der  Satz  der  Erhaltung   der  lebendigen  Kraft  nicht  gilt. 

Es  hindert  nichts,  das  gefundene  dritte  Integral  mit  einem  der  beiden 
gegebenen  zu  combiniren,  um  nach  derselben  Regel  ein  viertes  abzuleiten. 
Wenn  dieses  nicht  bereits  in  den  gefundenen  Integralen  enthalten  ist,  kann 
man  so  fortfahren,  und  es  können  auf  diese  Weise  bei  jedem  Problem  der 
Mechanik,  in  welchem  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  aus  zwei  In- 
tegralen sämmtliche  übrige  durch  blosse  partielle  Differentiation  nach  einer 
bestimmten  Regel  abgeleitet  werden. 

§.  30.     Einfachste  Störungsformeln  für  ein  System  canoniseher  Elemente. 

Da  die  Ausdrücke,  welche  mit 

[(t,ß),        [a,ß] 
bezeichnet  worden  sind,    unverändert  bleiben,   wenn  man  /  =  0  setzt,   indem 
sie  nicht  von  /  abhängen,  so  hat  man  auch: 

(n   /•?!    -      ^c,    dh,       de,    db,  I   dc„  db„ 

^'^'l-'>  da     dji^da     dfi^'"^  da     dß 

^dc^    db,        dc^   db.,  dc,„  db„,\ 

\dii    du  '^  dß    da  '^         ^  dß    daJ' 

r       r,-,  da     dß    ,    da     d3     ,  ,     da     dß 

oc,    oft,        dCj    db,  dCm  db,„ 

/■da     dß         da    ^dß_  A-~    ^'^^ 
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wenn  wieder  e,.  und  h^  die  dem    q,  und  p^  für  f  =  0  entsprechenden  Werihe 
bedeuten. 

Nimmt  man  die  Grössen  c.  und  l>^  selber  zu  Elementen,  so  folgt  hier- 
aus, wenn  /  und  k  verschieden  sind, 

yC„  b,)  =  0,       [C„  />,]  =  0, 

wenn  k  =  i, 

Es  folg-en  daher  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen: 

dß ^"'"^^  dl  ' 

dl  ^  ' '  J  dß 

für  diese  Annahme  der  Elemente  die  einfachen  Gleichungen,  welche  ich  be- 
reits oben  mitgetheilt  habe: 


rfc, 

dH, 

db,           dH, 

dt 

-Ö6.  ' 

dl    ~~      de,  ' 

de. 

dH, 

db,           dH, 

dt 

~  db,  ' 

dt             de,  ' 

dc„, 

dH, 

rf6„  __      dH, 

dt 

"  db,„  ' 

dl             dc,n 

Nimmt  man  bei  einem  freien  System  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
für  die  Grössen  </,,,  und  nennt  wieder  «,,  b,,  c,,  a,,  b,,  c'i  die  Anfangswerthe 
von  Xi,  y„  z,,  x\,  y,,  z,,   so  verwandeln  sich  die  vorsiehenden  Gleichungen 


in  folgende: 


da, 
"'^   dl 

dH, 

da   ' 

da' 
'"^   dt 

dH, 

da.  ' 

db. 
"""   dl 

dH, 

"~  db\  ' 

db 
"*'  dl 

_      dH, 

~       db.  ' 

dCi 
"*•   dl 

dH, 

-  de.  ' 

de 

_      dH, 

oCi 

Diese  von  Lagrnnge  in  der  Mecanique  Analylique  gegebenen  Gleichunsren  gelten 
daher  auch  für  den  Fall,  wenn  die  Störungsfunction  H,  auch  die  Grössen  p, 
oder  x\,  y,,  z,  enthält 

Setzt  man  in  //,.  welches  man  vermittelst  der  Formeln  der  unsestörlen 
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Bewegung   durch   die  Elemente  h,,  6,,  .  .  .   6,„,  c,,  Cj,  ...  c„  auszudrücken 
hat,  für  bi,  63,  ...  b,„  die  Ausdrücke 

dw     dvv  ew^ 

da,  '      da,  '  (9a„, ' 

so  findet   man  nach  dem  Theorem  VI.    die  Elemente   als  Functionen   der  Zeit 
durch  die  Integralion  der  partiellen  Differentialgleichung: 

dt    ^      ' 

Ist  nämlich  W  eine  vollständige  Lösung  dieser  Gleichung  mit  m  will- 
kürlichen Constanten  «j,  «,,  ...  «,„,  zu  welchen  eine  mit  W  durch  blosse  Ad- 
dition verbundene  nicht  gerechnet  wird,  so  sind  die  Gleichungen: 

d^--^"      da,  -    -'      •    •   •      da,,-"-' 

dW_.        dW_  §K-,-i 

da,  "''"       da,  -''''       ■    ■    ■      da^"'^"" 

in  welchen  /?i,  /^2i  •••  ßm  neue  willkürliche   Constanten  sind,   die  Integral- 
gleichungen für  die  veränderlichen  Elemente. 

§.  31.     Die  Störungsformeln  für  die  Planetenbewegung. 

In  der  Theorie  der  Störung  der  elliptischen  Bewegung  der  Planeten 
haben  die  bekannten  Differentialgleichungen  für  die  sechs  Elemente  beinahe 
eben  dieselbe  einfache  Form,  welche  oben  näher  bezeichnet  ist.  Hamilton 
führt  sie  genau  auf  diese  Form  zurück,  indem  er  statt  der  Neigung  den  Sinus 
versus  der  Neigung,  mulliplicirt  mit  der  Quadratwurzel  aus  dem  halben  Pa- 
rameter, als  Element  einführt.     Setzt  man  nämlich  mit  Hamilton: 

M  die  Jlasse  der  Sonne, 

m  die  Masse  des  Planeten, 

w  die  Länge  des  Periheliunis, 

V  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 

r  die  Durchgangszeit  durch  das  Perihel, 


ferner 


_        M+w. 
^~  2a     ' 


A    =  ^M+m-\/p, 
l  =  yM+m|'p(l  — cos«J, 
wo   a,  p,  i  die   halbe  grosse  Axe,    den    halben  Parameter   und    die  Neigung 


—    431     — 

der  Ebene  der  Bahn  gegen  eine  feste  Ebene  bedeuten,  so  giebt  Hamilton  die 
folgenden  Formeln,  welche  sich  leicht  aus  den  bekannten  ableiten  lassen: 

rfr   _  dil        du  _      d£> 


dt 

-  ö^' 

dt              dr  ' 

dx 

d£i 

dw            d£i 

dl 

~  dw  ' 

dt              dx  ' 

dv 
dt 

dl             dil 

dt    ^       dv 

Diese  Gleichungen  haben  genau  jene  caiionische  Form.  Sie  gelten  auch  un- 
verändert für  jedes  beliebige  Anziehungsgeselz,  wie  Hamilton  bemerkt,  wenn 
man  /'  den  conslanlen  Theil  des  halben  Quadrats  der  Geschwindigkeit  und 
X  die  doppelte  Arealgeschwindigkell  bedeuten  lässt  und  —  wieder  dem  Sinus 
versus  der  Neigung  der  Bahn  gleich  setzt.  Die  Störunosfunclion  S2  ist  hier 
in  dem  gewöhnlichen  Sinne  genommen,  so  dass 

d'x  „  a; 

dt  r   ^ 

de   ~      ^  r  ' 

le    ^   ~r' 

WO  R  durch  das  Gesetz  der  Anziehung  als  Function  der  Entfernung  gegeben 
ist,  die  Differentialgleichungen  der  ungestörten  Bewegung,  und 

'de    ~  ~     r'^'d^' 

dt'  ~  ~"-~^'di' 

'dF  ~  -^ir^  ^^  ^ 
die  Differentialgleichungen  der  gestörten  Bewegung  sind.     Für  die  elliptische 
Bewegung  um  die  Sonne,  auf  welche  sich  die  obige  Bedeutung  der  Elemente 

bezieht,  ist 

M  +  m 

R  =  -^^ 

zu  setzen. 

Zufolge  des  Theorems  VI.  kann  man  die  Integral*; leichungen  für  die 
gestörten  Elemente  unmittelbar  angeben,  wenn  man  eine  vollständige  Lösung 
der  partiellen  Diilerentialgleichung: 

dt  ^ 
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kennt ,    in    welcher  für  die  Grössen  u ,  w ,  Ä ,  welche  in  £2  vorkommen ,    zu 

setzen  ist, 

dW  dW  .         dW 


ör    '  dx    ''         '         dv 

Wenn  W  ausser  einer  hloss  hinzuaddirfen  Constante  noch  die  drei  willkür- 
lichen Conslanten  a,  ß,  y  enthält,  so  werden  die  sechs  Elemente  als  Functionen 
der  Zeit  durch  die  Gleichungen 


dW 

dT    ' 

dW 

dW 

^  ~  dv' 

dW 
da  ' 

dW 

,  dW 
^  ~~   dy 

bestimmt,  in  welchen  a' ,  ß' ,  y'  drei  neue  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

§.  32.     Ueberganp;  von  einem  System  canonischer  Elemente  zu  einem  andern. 

Wenn  man  die  Anfangswerihe  der  Grössen  p  und  q  als  Elemente 
wählt,  so  erhallen  in  der  gestörten  Bewegung  die  Differentialgleichungen  für 
diese  Elemente  in  allen  Problemen  der  Mechanik,  in  denen  der  Salz  von  der 
lebendigen  Kraft  gilt,  wie  wir  gesehen  haben,  die  einfache  Form,  die  ich  die 
canonische  genannt  habe.  Aber  dieselbe  Form,  sehen  wir  aus  dem  Vorigen, 
erhält  man  bei  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  auch  für  ein  ganz 
anderes,  wesentlich  verschiedenes  System  von  Elementen;  denn  unter  den 
sechs  Elementen  r,  /.,  v,  p,  w,  l  ist  keines,  welches  sich  als  Function  bloss 
der  Anfangswertbe  der  Coordinaten  des  Planelen  oder  als  Anfangswerth  einer 
Grösse  q  betrachten  Hesse.  Da  daher  die  Anfangswertbe  der  Grössen  q  und 
p  nicht  das  einzige  System  von  Elementen  bilden,  deren  Differentialgleichungen 
die  canonische  Form  haben,  so  bietet  sich  die  Frage  dar,  wie  man  für  jedes 
Problem  der  Mechanik,  für  welches  der  Salz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt, 
alle  solche  Systeme  von  Elemenlen  finden  könne.  Diese  Frage,  welche  nach 
den  bekannten  Methoden  schwer  zu  beantworten  sein  dürfte,  wird  durch  die 
Verallgemeinerung  des  Hamilfo?ischen  Theorems,  die  in  dem  Theorem  VI. 
enlhallen  ist,  leicht  erledigt.  Man  hat  nämlich  folgendes  allgemeines  Theorem, 
welches  als  ein  Fundamenlallheorem  in  der  Theorie  der  Variation  der  Con- 
slanten betrachtet  werden  kann. 

Theorem   IX. 

„Es  sei  H  eine  Function  von  t  und  den  Grössen  pi,  p2,  ■  ■  ■  Pm,  qi; 
q^,  ...  q„,  und 
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dq, 
dt 

dq, 
dt 

dH 

-dp,' 

dH 

dp,            dH 

dt               dq,  ' 

dp,            dH 

dt              dq,  " 

dq,n 
dt 

dH 

~  dp„  ' 

dp,„            dH 

dt    ~      (9g,„ 

die  Di/ferenUalgleichimgen  des  ungestörten  Problems,  aus  denen  die  Differential- 
gleichungen des  gestörten  erhalten  werden,  wenn  man  H-\-Hi  statt  H  schreibt^ 
wo  Hl  eine  beliebige  Function  der  2m  Grössen  q^  und  pt  und  der  Grösse  t 
sei.     Es  sei   W  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Di/ferenfialgleichung 


^  =    dt  +"' 

.  .  p,„ ,   die  in  H  vorkommen , 

respective  durch 

sind.     Man  nenne  «,,  «,,  .  . 

.  n,„  die  m  will- 

in  welcher  die  Grössen  />,,  p,, 

dW     dW  dW 

•^:-— ,  -, — .  •  •  •  -. —  zu  ersetzen 

dq,  '    dq,  dq„, 

kürlichen  Constanten,  die  ausser  einer  bloss  hinzu  zu  addirenden  die  Function 
W,   enthält,  und  es  seien 

dW  _  j        dW  _  j  dW  _  ^_, 

die  Integralgleichungen  des  ungestörten  Problems,  in  welchen  p'j,  /5\,  .  .  .  /?,„ 
neue  m  willlmrliche  Constanten  sind.  Drückt  man  vermittelst  dieser  Gleichungen 
und  der  Gleichungen 

dW  dW  dW 

die  Störungsf'unction  //,  durch  t  und  durch  die  Elemente  «,,  «,,  ...  «,,,  /:?,, 
Z?,,  ...  ß„,  aus^  und  betrachtet  in  dem  gestörten  Problem  diese  Elemente  als 
veränderlich,  so  werden  die  Differentialgleichungen  für  diese  gestörten  Elemente: 

da^  dH,  dß,  dH, 


dt 

äß,  ' 

dt 

-    da, 

da. 

dH, 

dß., 

dH, 

dt 

■       dß,  ' 

dt 

^   da. 

da,,, 

dH, 

dß.,. 

dH, 

dl 

■      dß..,  ' 

dt 

^    ÖOf„, 

In  der  llamiltonschen  Darstellung-  der  Integralgleichungen  des  unge- 
störten Problems  müssen  die  Constanten  «, ,  «,,  .  .  .  a,„  die  Anlangswerlhe 
der  Grössen  q,,  q^,  ...  q„,  sein,  und  die  Conslanlen  /?,,  /:?2,  ...  ß„  die  An- 

Jacobi,    Dynamik.  Du 


-    434    - 

fangswerthe  der  Grössen  j»j,  j»,,  ...  p„,,  mit  entgegengesetztem  Zeichen  ge- 
genommen. Das  Theorem  IX.  giebt  für  diesen  Fall  nur  die  bekannten  For- 
meln, welche  oben  mitgetheilt  sind,  in  welchen  die  Anfangswerthe  der  Grössen 
Qi,  Pi  f'ls  die  gestörten  Elemente  betrachtet  werden. 

Den  Beweis  dieses  für  die  Theorie  der  Variation  der  Constanten  wich- 
tigen Theorems  geben  folgende  einfache  Betrachtungen.  Man  schliesse  die 
partiellen  DiiFerentialquotienten  von  W,  wenn  dasselbe  als  Function  von  t  und 
den  2ni  Constanten  «,,  «,,  ...  «,„,  /i,,  /i,,  ...  ß,„  betrachtet  wird,  in  Klam- 
mern ein,  lasse  dagegen,  wie  früher,  die  Klammern  fort,  wenn  W  als  Fun- 
ction von  t,  den  m  Grössen  ^,,  ^o,  ...  q,^  und  den  m  Grössen  «i,  Kj,  .  .  .  ß„ 
betrachtet  wird.     Man  hat  nach  dieser  Bezeichnung: 

/dw\  _  dw_  d(u_    dw_  dq^  dw  dq„.  ,  dw 

Vö«iV   "    ^q^   dttx.      dq.^   da^  dq„  dUk   '    ö«* ' 

fdW\  __  öW^^  ,  ÖW[  Ö9^  dW  dq,„ 

\WJ   ~   'd^Wk       öq,    ö/S.+'"+ä^  dß,' 

oder  zufolge  der  Integralgleichungen  des  ungestörten  Problems,  welche  in 
unveränderter  Form  auch  für  das  gestörte  Problem  gelten  sollen,  nur  dass 
darin  die  Elemente  als  variabel  betrachtet  werden, 


V  dß,  )    -  V^  dß,  +P'  dß,  +       ^P"'  dß\ 

Wenn  a,  ß  irgend  zwei  von  den  2m  willkürlichen  Constanten  bedeuten, 
so  setzten  wir  oben: 

r«  p^  -     ^g<  ^P>   1  ^  ^  ,       ,  ^  ^ 

l«W^J     -         ß^       Qß   +    £,„       Qß    +••    +    Q„      Qß 

_(öp^dq^j_§fj_öq^_i_        I   '^P'n  dq,n\ 
Vö«    öß  '^  da    dß  '^        ^  da    dßJ 


-Bß 

^ 

dß  '^'''  dß  ~'        ^^""'dß- 


d(„  ^  +  „  ^  ....  +  „   ^) 


da 

Macht  man  daher  die  drei  Annahmen 


—    435    — 

a^a,,      ß  =  ß,, 

^  =  li,     ß  =  ß^> 
so  erhält  man  aus  den  vorstehenden  Formeln  diesen  Annahmen  entsprechend, 
da    die    aus   der   zweifachen  Differentiation  von    W  herrührenden  Terme    sich 
aufhehen ,   wenn  die  Elemente  «,  and  ß^  die  in  dem  Theorem  IX.  angegebene 
Bedeutung  hüben: 

K,«,)  =  0,        (/:?„/^,)=0, 

ferner  wenn  i  und  k  verschieden  sind, 

{"■„  ß.)  =  0, 
wenn  aber  k  =  i, 

Wenn  daher  ß  =  n,,  so  verschwindet  [c-,ß)  nur  dann  nicht,  wenn  a  =  ß,, 
und  wenn  ß  =  ß,,  so  verschwindet  («,/?)  nur  dann  nicht,  wenn  a  =  a,;  und 
es  erhält  im  erstem  Falle  {cc,  ß)  den  Worlh  +1,  im  zweiten  den  Werth  —1. 
Die  allgemeine  Lagrangesche  Formel : 

dp  ^   ' '  '  dt   ' 

in  welcher  unter    dem  Summenzeichen   für  a  nach    und    nach    sänimtlichc  2«« 

Elemente  zu  setzen  sind,  giebt  daher: 

dH^_dß^       oH,  _       da, 
ö^  "    dt   '      dßi  "       dt   ' 

was  zu  beweisen  war. 

Da  man  nach  den  fo/sso«schen  Formeln  auch  die  Gleichungen  hat: 

da  „,        ,,-,  dH 

wenn  man  unter  dem  Summenzeichen  für  ß  nach  und  nach  alle  2m  Elemente 
setzt,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen,  dass,  wenn  man  für  die  Ele- 
mente die  in  dem  Theorem  IX.  angegebenen  willkürlichen  Constanten  «,, 
«2,  ...  ß,„  und  /?,,  ßi^  .  .  ■  ß ,„  annimmt,  man  die  identischen  Gleichungen  hat: 

[«.,aj=0,      [Ä,ÄJ=0, 
ferner,  wenn  i  und  k  verschieden  sind: 

[Ci,ß,]    =    0, 

wenn  aber  k  —  i, 

[«.,Ä]=-[Ä,«.]  =  -1- 

55* 
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Diese  allgemeinen  Formeln  sind  von  grosser  Wichtigkeit,  sowohl  für  die 
Theorie  der  Variation  der  Constanten,  welche  dazu  die  Veranlassung  gab,  als 
für  die  Integration  der  DilFerentialgleichungen  des  ungestörten  Problems  selber. 
Ich  werde  im  folgenden  ein  System  von  Elementen,  wie  das  im  vor- 
stehenden Theorem  angegebene,  ein  canonisches  nennen. 

§.  33.     Eigenschaften  der  Ausdrücke    [a,,ak],    (a,,  a*)-     Bestimmung  einer  Störungs- 
function,  welche  beliebig  gegebene  Aenderungen  der  Elemente  liefert. 

Die  Poissonschen  Functionen 

in  welchen  «,,  «<  irgend  zwei  Elemente  oder  willkürliche  Constanten  bedeuten, 
haben  die  doppelte  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  sie  1)  von  der  Wahl  der 
Variablen  ^j,  9,,  ...  </,„  oder  der  Beslimmungsstücke  der  Orte  der  materiellen 
Punkte  unabhängig  sind,  und  dass  sie  2)  bloss  von  den  beiden  Elementen  a^ 
und  «t  selber  abhängen,  so  dass  der  Werth  des  Ausdrucks  [a,,  aj  derselbe 
bleibt,  welches  auch  die  willkürlichen  Constanten  sind,  die  man  zu  den  übrigen 
Elementen  gewählt  hat.  Die  erste  dieser  P]igenschaften  lässt  sich  durch  fol- 
gende Betrachlungen  erweisen. 

In  der  Form  der  Poissonschen  Störungsformeln  werden  die  Differential- 
quotienten  der  veränderlichen  Elemente  gleich  linearen  Ausdrücken  aus  den 
nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differenlialquotienten  der  Störungsfunction 
//, ,   und    die  Function  la,,a,A   ist  der  Coefficient   von  ^--*-  in  dem  Ausdrucke 

von  -j^  •  Um  diese  partiellen  Dilferentialquotienten  zu  bilden,  muss  man  //j 
durch  die  Elemente  und  /  ausdrücken,  und  dieser  Ausdruck  ist  gänzlich  davon 
unabhängig,  welche  Functionen  der  Coordinaten  der  bewegten  materiellen  Punkte 
man  als  die  Variablen  qi-,  (ji^  ...  q„,  gewählt  hat.  Die  Störungsfunction  Hi  kann 
ferner  in  derjenigen  Allgemeinheit,  welche  Hamilton  Aen  Störungsfornieln  ge- 
geben hat,  und  in  welcher  ich  sie  oben  aufgestellt  habe,  eine  beliebige  Fun- 
ction von  t  und  den  2?«  Grössen  </, ,  q,,  .  .  .  q,,,,  pi,  j»,,  ...  p,„  sein,  sie 
wird  daher  auch  eine  beliebige  Function  von  /  und  den  2m  Elementen  sein 
können;  die  Functionen  [«,,«;]  endlich  sind  gänzlich  von  der  Störungsfunction 
unabhängig  und  werden  bloss  durch  die  Formeln  der  ungestörten  Bewegung 
bestimmt.     Hat  man  nun  für  eine  Wahl  der  Variablen  </i,  q,,  .  .  .  q,„  gefunden: 

da,  _    .dH^        .  cH,    ,         ,    .      öH, 
^r  -  ^'  da,  +^^  ö^  +  '^'  +  ^^^-ä^" 
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und  für  eine  andere  Wahl, 


dt  '  da,    '      '  da,    '       ^ "-"  Öa2„  ' 

SO  wird 

wo  Ai,  A2,  ...  A,,„,  ß,,  Ä,,  ...  ß,„  Functionen  von  /  und  den  Elementen 
«,,  «,,  .  .  .  02,,,  sind.  Da  in  dieser  Gleichung  //,  eine  beliebige  Function  der- 
selben Grössen  sein  kann,  so  niuss  man  haben: 

A,  =  B,.     A,=  B,,     ...     A,„.  =  B,„,, 

und  da  A,,  A.,  ...  A,,„,  B,,  B.,  ...  B,,„  bloss  durch  die  Formeln  der  un- 
gestörten Bewegung  bestimmt  werden,  und  die  Formeln  der  ungestörten  Be- 
wegung keine  Gleichung  zwischen  a,,  «.,,  ...  a,,„,  /,  d.  h.  zwischen  den 
willkürlichen  Constanlen  und  der  Zeit  ergeben,  so  müssen  diese  Gleichungen 
identisch  sein ,  oder  die  Coefficienlen  .4j ,  yl, ,  ...  A-,,,,  sind  von  der  Wahl 
der  Variablen  </,,  q.^  ...  q,„  unabhängig,  was  zu  beweisen  war.  Ich  habe 
zu  diesem  Beweise  den  Umstand  nicht  benutzt,  dass  die  Coefficienten  yl,, 
^2,  ...  ^43,,,  von  t  unabhängig  sind. 

Die  zweite  Eigenschaft  der  Functionen  [«,,  «*]  folgt  unmittelbar  aus  der 
Gleichung : 

Btti   dük       dui  dai:  dui    da/., 

dp,    dq,        dp^   dq^  dp,,,  dq,„ 

Denn  diese  Gleichung  lehrt,  dass,  um  den  Ausdruck  [«,,«J  zu  er- 
halten, man  bloss  die  Ausdrücke  von  a,  und  «^  durch  /,  </, ,  q.,  ...  «/,„,  pi, 
p,,  ...  p,„  zu  kennen  braucht,  also  nur  zwei  Integrale  der  ungestörten  Be- 
wegung. Man  braucht  also  nicht  zu  wissen,  welche  Combinat Ionen  aus  den 
willkürlichen  Constanten  für  die  übrigen  Elemente  gewählt  sind,  oder  welche 
der  Functionen  von  /,  «jf,,  </,,  .  .  .  q,„,  pi^  pa,  .  .  .  p,,,,  die  zufolge  der  Inte- 
gralgleichungen des  ungestörten  Problems  willkürlichen  Constanten  gleich  sind, 
als  die  übrigen  2;«— 2  Grössen  a,,  «,,  ...  «,,„  angenommen  werden.  Man 
braucht  sogar,  wie  die  Natur  der  angegebenen  Formel  lehrt,  die  übrigen  In- 
tegrale des  ungestörten  Problems  gar  nicht  einmal  gefunden  zu  haben,  um 
den  Werth  von  [«,,«*]  angeben  zu  können.  Nur  wenn  man  diesen  Werth 
durch  die  willkürlichen  Constanten  allein  ausdrücken  will,  was,  wie  oben  ge- 
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zeigt  worden,  immer  möglich  ist,  muss  man  auch  noch  andere  Integrale  kennen. 
Und  zwar  kann  man  hierbei  folgendes  festhalten.  Kennt  man  eine  gewisse 
Anzahl  Integrale,  welche  eine  gleiche  Anzahl  willkürlicher  Constanten  ent- 
halten, so  kann  man  entweder  vermittelst  dieser  Integrale  die  Grösse  [a,,a^] 
durch  diese  willkürlichen  Constanten  ausdrücken,  oder  wenn  man  dies  nicht 
kann,  so  erhält  man  dadurch  selbst  ein  neues  Integral,  dass  man  [«,,  aj  einer 
willkürlichen  Constante  gleich  setzt,  welche  man  als  ein  neues  Element  an- 
sehen kann. 

Die  Lagrangeschen  Functionen  (a,,  «j)  haben  mit  den  Poissomchen 
Functionen  die  erste  der  beiden  genannten  Eigenschaften  gemein,  dass  sie 
ihren  VVerth  nicht  ändern,  welche  Functionen  der  Coordinaten  man  auch  als 
die  unabhängigen  Variablen  q^,  ^,,  .  .  .  q,„  angenommen  hat.  Man  könnte 
dies  daraus  folgern,  dass  die  Lagrangeschen  und  Poissotischen  Störungsformeln 
aus  einander  vermittelst  der  Auflösung  von  2m  linearen  Gleichungen  erhallen 
werden  können,  und  man  also  die  Functionen  {a,,  a^)  und  die  Functionen 
[a,,aj  immer  durch  einander  ausdrücken  kann;  denn  es  ergiebt  sich  hieraus, 
dass,  wenn  der  W  erth  der  einen  von  der  Wahl  der  Variablen  (^,,  q.^  ...  q,„ 
unabhängig  ist,  dies  auch  mit  der  andern  der  Fall  sein  muss.  Um  jedoch 
auch  für  die  Lagrangeschen  Functionen  diese  Eigenschaft  direct  zu  beweisen, 
bemerke  ich,  dass  es  nicht  möglich  ist,  für  zwei  verschiedene  Annahmen  der 
Variablen  qi,  </>,  ...  q„,  zwei  verschiedene  Störungsgleichungen: 


da,  '  dt     '      -  dt     '         '      -'"    dt 

dH,    _  fi    da       j^    da  ^      dui,, 

—       ^1  -TT  +^i  -n-  H rUi,, 


1 


dtti  '  dt     '      -  dt     '        '      -'"     dt 

zu  erhalten.     Denn  könnten  die  Grössen  C,,  C,,  ...  C^,,,  von  den  Grössen  D,, 
D,.  ...  D  2,„  verschieden  sein,  so  würde  man  die  Differentialgleichung  haben: 

{C~D,)da,  +  {  a  -D,)  da,  +  •••+(  a„.  ~D,,„)  da,,,,  =  0, 
in  welcher  G'i— Dj,  C^—D^  etc.  Functionen  von  den  Elementen  «i,  «j,  .  .  .  a„, 
und  von  t  sind,  die  bloss  durch  die  Gleichungen  des  ungestörten  Problems 
bestimmt  sind.  In  der  oben  gegebenen  Ableitung  der  Störungsffleichungen, 
in  welchen  die  Störungsfunction  //,  jede  beliebige  Function  von  t,  q,,  q^^  ... 
<]„,,  Jh'  fhi  ■  ■  ■  Pm  sein  konnte,  wurde  aber  keine  Annahme  gemacht,  welche 
auf  eine  Differentialgleichung  zwischen  den  Elementen  und  der  Zeit  führen 
könnte,  die  von  der  Störungsfunction  unabhängig  ist.  Auch  kann  man  die 
Störungsfunction   bei  der  Allgemeinheit,   in  welcher  sie  hier  genommen  wird, 
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leicht  so  bestimmen,  äass  die  veränderliehen  Elemente  jede  beliebige  Function 
der  Zeit  werden,  die  man  immer  so  annehmen  kann,  dass  sie  die  vorstehende 
Gleichung  nicht  erffillen. 

Unter  i\en  unendlich  vielen  Arten,  wie  man  //,  annehmen  kann,  damit 
die  2m  Differentialgleichungen 

d9j__öH__dH^        dp,       dH  __      dH, 

dt         dpi         dpi  '        dt         dq,  dqi 

erfüllt  werden,  wenn  die  Elemente  der  ungestörten  Bewegung  «, ,  «2,  ...  «o,,, 
irgend  welchen  gegebenen  Functionen  der  Zeit  /  gleich  gesetzt  werden,  will 
ich  des  Beispiels  wegen  nur  die  einfachste  angeben  und  die  sich  zunächst 
darbietet.  Da  «/,,  (/j,  ...  </,„,  p,,  //,,  .  .  .  p,,,  gegebene  Functionen  von  /  und 
Oj,  Ol,  ...  «,,„  sind,  welche  durcli  die  Gleichungen  der  ungestörten  Bewegung 
bestimmt  werden,  so  erhalt  man  die  Werthe  von  ^j,  gfj,  ...  q,„,  pi,  />,,  . . .  p„ 
für  die  gestörte  Bewegung,  wenn  m;in  die  für  «,,  a,,  .  .  .  a^,,,  gegebenen 
Functionen  von  /  substituirt,  wodurch  die  Ausdrücke  von 

(//         c'p,'       dt    "^  dl], 

ebenfalls  gegebene  Functionen  von  /  werden.    Es  seien  diese  Functionen  von  t, 

dq^_dH_  _  dp,       dH 

^'  "   dt        dp.  '     '^'^  dt   ^  dq,  ' 

SO  kann  man  für  //,,  welches  eine  beliebige  Function  von  t,  9,,  gi, ,  ...  q^^^ 
/y,,  />..,  ...  p,„  sein  kann,  den  Ausdruck  setzen: 

,  H,  =    T,p,+T,p,  +  -+T„,p,„ 

—  [Ti(J,  +  T.,q.-\ hr,„q,„). 

Denn  man  erbält  hierfür: 

dH^  aä, 

dp,-'''  dq,-^" 

SO  dass  die  Differentialgleichungen  der  gestörten  Bewegung  durch  die  Fun- 
ctionen der  Zeil,  die  man  für  die  gestörten  Elemente  gesetzt  hat,  erfüllt  werden. 

§.  34.     Beweis,  dass  die  partielleu  Differentialquotienten  der  Störungsfunction,  den 

Lngrangeachen  Formeln  entsprechend,  sich  nur  auf  eine  Weise  als  lineare  Functionen 

der  Differentialquotienten  der  Constanten  darstellen  lassen,  deren  Coefficienten 

von  der  Zeit  unabhängig  sind. 

Lagrange   macht    die   Annahme,    dass    die   ersten    Differentialquotienlen 
der  Grössen   </,,   q..   ...    q,„  unverändert  dieselben  bleiben,    ob  man  in  ihren 
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Ausdrücken  durch  die  Elemente  und  die  Zeit  die  Elemente  als  constant  oder 
als  veränderlich  betrachte.  Man  hat  daher  zwischen  den  Elementen  und  der 
Zeit  m  Differentialgleichungen: 


öa,        '       da.;,       '  da 

da,  da,  da^ 


'^''^  da,  +  ^da,+  ---  +  p^da,„  =  0, 


^da,  +  ^4^da,^--  +  P^da,^  =  0. 
da,  da,  ca>,n 


Aber  ungeachtet  dieser  Gleichungen  kann  man  beweisen,  dass  man  nicht  zwei 
Gleichungen 


da,  ^    dt     '      -    dt.  '      -""    dt 

dH,    ^   D^da^^D^d^^...^jy^J<^r 


dtti    ~~       ^   dt  ■   dt     '         '       -'"     dt 

erhalten  kann,   in  welchen    die  Grössen   Dj,    Z>2,    ■  ■  •    Di,„  von    den  Grössen 

C,,  C.,,  ..  .  Ci,,,  verschieden  sind,  wenn  man  als  Bedingung  die  für  die  Coef- 

ficienten  {ai,ai:)  bewiesene  Eigenschall  hinzutugl,  dass  die  Grössen  C,,  Cj,  ... 

Cn„,  und  Z>, ,  Dj,  ...  D.,„   blosse    Functionen   der  Elemente   a,,   a,.   ...    öj« 

ohne  die  Zeit  f  sein  sollen.     Setzt  man: 

Ci—Di  =  El,     C,~D2  =  E2,     .  .  .     C,,„— Z),„,  =  £2„,, 

so  ist   zu  beweisen,    dass   aus   den   angenommenen  m  Differentialgleichungen 

keine  Gleichung: 

Eidai+E.dUi-i \-E2„,da.„,  =  0 

gefolgert  werden  kann,  in  welcher  die  Grössen  £i,  ßj,  ...  £,,„  nicht  /  ent- 
halten, sondern  blosse  Functionen  von  a, ,  «,,  .  .  .  a^,,,  sind.  3Ian  erhält  auf 
die  allgemeinste  Weise  eine  Differentialgleichung: 

Eidui+EidUi-l \-E2„,da2,„  =  0, 

welche  aus  den  m,  angenommenen  Differentialgleichungen  folgt,  wenn  man 
dieselben  mit  m  Factoren  A^j,  iV,,  ...  iV,„  multiplicirt,  welche  beliebige  Fun- 
ctionen von  a,,  «2,  ...  «,„,,  f  sein  können,  und  hernach  sämmtliche  Gleichungen 
addirt.     Man  erhält  dann: 


da,     '     ^  ao,     '         '      '"  da, 


da,     '      -  5«,    '         '  ''"'  da,  ' 


da2,n  Ö02,„  ""  dU'} 


4 

—    441  —               ^     * 

Sollen  diese  Ausdrücke  nichl  /  enlhallen,  so  müssen  folgende  2m  Gleichungen 
Slalf  finden,  in  welchen 

,  _    8q,              ,  _    dq^  ,  __  dq„ 

i'-~dr'    '^'~~dr'  •  •  •    ^"'-  dt  ' 

_  ÖJV,             ,  _  dN,  ^,  _  dN„. 


gesetzt  ist: 


e<  '      '      ö<  '    ■  ■  ■      '"      dt 


0  =  iY.^  +  iv^-|^+..-+i^:,|^ 

^  da,  da^  da^ 

da,  da,  da. 


da,    '      '  öa,    '        '      "'  da. 


da,  '  da,  "  öa. 


0  =  n:^+k^+-+k^ 

..,  ;  daiii,  dttim  da^m 

+  iV,^+iV.^  +  -  +  iV„^. 

Aus  diesen  2m  Gleichungen  kann  man  die  2m,  Factoren  JVJ,  N'.,^  ... 
iV^,  A'i,  Nj,  ...  N,„  eliminireu,  und  erhält  dann  eine  Gleichung  zwischen  den 
partiellen  Differenlialquotienten  von  ^i,  (/,,  ...  q,„,  q',,  </'.,  ...  q„,  nach  «,, 
«2,  •••  «2,,,,  welche  anzeigt,  dass  /.wischen  den  Grössen  qi,  ^2,  ...  f/,„,  yl,  ^j,  ... 
gf„,  eine  Relation  existirt,  welche  nicht  zugleich  die  Grössen  «,,  Oj,  ...  o^;„ 
involvirt,  weiche  jedoch  die  Grösse  /  enthalten  kann.  Setzt  man  für  q\^ 
^2,  ...  q„,  ihre  Werihe 

dH  dff  _  dH 

^' ~  dp, '    ^'~  dp,'    •  •  ■    ^'" ~ äp„, ' 

so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  </,,  «/,,  .  .  .  q,„,  pi-,  fh-,  ■  ■  •  p,„,  t 
ohne  willkürliche  Gonstante,  welche  Gleichung  aus  den  vollständigen  Integral- 
gleichungen des  ungestörten  Prohlems  folgen  müssic.  Dies  ist  aber  unmög- 
lich, denn  man  könnte  eine  solche  Gleichung  aus  den  gegebenen  Dilferential- 
gleichungen  des  ungestörten  Prol)lems  nur  durch  eine  Integralion  erhallen,  die, 
da  die  Dillerenlialgleichungen  vollständig  integrirl  sein  sollen,  eine  willkür- 
liche Constanle  mit  sich  führen  müsste. 

Jacobi,   Dynamik  ilO 
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Wenn  man  Ö1,  «.,  ...  a.,„  als  Variable  betrachtet,  die  Functionen 
qi-,  ?'•)  ••  •  ?»'  willkürlichen  Constanten  gleich  setzt,  und  ausserdem  auch  noch 
t  als  eine  willkürliche  Constante  annimmt,  so  ergeben  die  im  Vorigen  ange- 
stellten Betrachtungen  folgendes  Theorem : 

„Es  sei  zwischen  den  2m  Variablen  «,,  a,,  ...  «,,„  eine  Differential- 
gleichung gegeben : 

Eidai-\-E,da,-\ [-E.,„da2„,  =  0, 

und  diese  Differentialgleichung  durch  ein  System  von  m  Gleichungen  integrirt: 

qi  =  Ci,     q.  =  C2,     q„,  =  c,n, 
in  welchen   c,,  c,,  ...  c„  willkürliche  Constanten   bedeuten,   die  in  den  Fun- 
ctionen   7i,    f/o,    ...    q,„  nicht  selber  vorkommen;    enthalten   diese    Functionen 
eine  von   Cj,    c,,    ...    c„,   ganz  unabhängige  willkürliche  Constante  t,  so  muss 
zwischen  den  2m  Ausdrücken 

dq,  dq.^  dq,n 

</!,    q--,    ■  ■  ■    q,n,    --Qf>    -Qf-,    ■  ■  ■     ^t 

eine  Relation  Statt  finden.'' 

Dieses  Theorem  ist  in  der  wichtigen  Theorie  der  Integration  der  Dif- 
ferentialgleichung 

Eidai  +  E,da,^, \-E.,„jla,,„  =  0 

durch  ein  System  von  m  Gleichungen,  welche  zuerst  Pf'aff  gelehrt  hat,  nicht 
ohne  Interesse.  ♦ 

§.  35.     Beweis  dass,  den  Poisso7ischen  Formeln  entsprechend,  die  Differentialquotienten 

der  Constanten    sich   nur   auf  eitie  Art   als   lineare    Functionen   der   partiellen 

Difffercntialquotienten  der  Störungsfiinction  so  darstellen  lassen,  dass  die 

Coefficienten  von  der  Zeit  unabbänftig  sind. 

Ich  will  auch  noch  in  Bezug  auf  die  Po«s*OMSchen  Störungsformeln 
a  priori  zeigen,  dass  selbst  für  den  Fall,  dass  man  nach  den  gewöhnlichen 
Voraussetzungen  annimmt,  die  Störungsfunction  enthalte  nicht  die  Grössen 
p,,  p,,  .  .  .  p,„,  man  keine  zwei  Gleichungen 

da,  .   dll,    ,    .   5//,    ,  .      5ff, 


dl               '  da,          '  da.,  ""*  öa?™ 

B,^-+B2^---\ \-Bo 


dl  ^  da,  ■  da,    '         '      -'"  öa.3„, 

erhalten  kann,  in  welchen  i?, ,  Z?,,  ...  /i,„  von  ^1.  .42,  .  ..  A,„  verschieden 

sind,    wofern  man   nur    die  Bedingung    hinzufügt,    dass    diese  Grössen   blosse 
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Functionen  von  o,,  «,,  ...  a.,„  ohne  /  sein  sollen.  Da  //,  jede  beliebig-e 
Funclion  von  «j,  a.,,  ...  «,,„,  t  sein  kann,  welche  so  beschallen  ist,  dass 
nach  Subslilulion  der  Ausdrücke  von  «, .  «,,  ...  «,„,  durch  </, .  o^,  ...  o 
Pm  /'.m  •••  Pm,  t  die  Grössen  /j^,  p,,  ...  ;y,„  aus  ihr  gänzlich  heraus^rehn, 
so  kann  man  für  /^  jede  Funclion  von  a,,  a^,  ...  aj„.,  f  setzen,  welche  den 
Gleichungen  genügt: 

SH^  S^   ,SH^  da^  .        ,    dH^  da^  _  ^^ 
da,    dp,  "^  da,   dp,  "^      "^  ea,.„    Öp,     ~  "' 


ö«,   cJp,„        d«,   dp„,  "*"      "^  dOj,„    ep„. 
Setzt  man 

so  muss  sich  aus  diesen  Gleichungen  die  folgende 

da,  cm,  -'"  da.,,, 

ableiten  lassen,  in  welcher  Fj,  Fo,  ...  F,„,  blosse  Functionen  von  o,,  Oj, 
a.,„,  ohne  /  sind.  Es  muss  daher,  wenn  man  m  Multij)licatoren  /f,,  /f,, 
/i'^  einführt,  den  2m  Gleichungen: 

dp,  dp,  dp,,,  -' 


dp,  dp,  dp,. 


Genüge  geschehen  können.  Man  denke  sich  q,,  q,,  .  .  .  q^  durch  a,,  «,,  ... 
Oj^,  ^  ausgedrückt,  und  dilicrentiire  diese  Ausdrücke  nach  /;,,  p^,  ...  j»„, 
wodurch  man  für  jedes  q,  die  /«  Gleichungen  erhält: 

dqi    da<„,    _ 


da,    dp,        da, 
dqi    da,         dqi 
da,    dp,       da, 

cp. 

^  a«2„. 

^p, 
da^m 
dp. 

=  0, 

dqi    da,         dq, 
da,   öp„       da. 

da, 
dp,n 

öa2„ 

dai,„ 

ÖPm 

=  0. 

56* 
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VermiUelst  dieser  Gleichungen  erhält  man  aus  den  vorigen  2m  Glei- 
chungen, wenn  man  sie  der  Reihe  nach  mit  den  Facloren 

dg,         dqi         _   _  _       Bgj 
9a,  '      da^  '  öai^ 

raultiplicirt  und  addirt: 

'  <9a,  öa^  da2,n 

Wenn  Fi,  F,,  ...  F-,„,,  wie  die  Voraussetzung  ist,  blosse  Functionen 
von  «1,  a,,  ...  a,„,  ohne  t  sind,  so  erhält  man,  wenn  man  die  vorstehende 
Gleichung  nach  /  differentiirt  und  für  i  seine  m  Werthe  1,  2,  3,  ...  m  setzt, 
die  2m  Gleichungen: 

F,-|^+F.-|^  +  ...  +  F„„j^  =  0, 


F,4^+F,|?^+---  +  F,,„|^  =  0, 
F.4^+F,-|^  +  .-  +  F.„.^  =  0, 


'^'  öa,    ^^-  ort.,.   ^      ^    -'"Öa.™ 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  es  entweder  eine  Gleichung  zwischen  den 
Grössen  (/j,  </, ,  ...  q,,,,  q'i^  q,^  ...  q,„,  t,  welche  keine  der  Grössen  «i, 
rt,,  ...  «,„,  enthält,  geben  muss,  oder  die  Grössen  F, ,  Fo,  ...  F,,,.  sämmtlich 
verschwinden  müssen.  Eine  solche  Gleichung  aber  wäre  eine  Integralglei- 
chung des  ungestörten  Problems  ohne  willkflrliciie  Gonstante,  die  es  nicht 
geben  kann,  weil  man  das  ungestörte  Problem  vollständig  integrirt  voraussetzt. 
Es  muss  also 

F,  =  F,  =  ...  =  F„„  =  0 
sein,  oder 

Äi  =  Bi,     Äi^B^,     A,^  =  B,„, 
was  zu  beweisen  war. 
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§.  36.     Weiteres  über  die  Ausdrücke  (ai,ai,). 
Der  Satz,  dass  der  Weiili  der  Funclionen 

(a   a)  =    ^?'     ^P'    I    ^^'    ^P^    I I    ^9m    c'Pm 

clq,      6p,  dq.:     dp^  dq„     c<p,„ 


düi,     (JUi         dui,     düi  dük     da, 

von  der  Wahl  der  Funclionen  der  Coordinalen,  welche  für  die  unabhänjriiren 
Variablen  </, ,  «/,,  ...  q,„  g-enommen  werden,  unabhängig  ist,  ergicbt  sich  von 
selber  aus  einer  wichtigen  Bemerkung  Po/ssons  in  seiner  zweiten  Abhandlung 
über  die  Variation  der  Constanten,  welche  sich  in  den  Memoiren  der  Pariser 
Akademie  der  Wissenschaften  vom  Jahre  1816  befindet.  Foisson  zeigt  näm- 
lich, dass  man  diese  Funclionen  unmittelbar  aus  den  Ausdrücken  der  Coor- 
dinalen durch  die  Elemente  und  die  Zeit  ableiten  kann,  ohne  dass  man  nölhig 
hat,  neue  von  einander  unabhängige  Variable  </,,  q,.  ...  fj,„  einzuführen, 
wodurch  also  die  besondere  Wahl  dieser  Variablen  bei  der  Bestimmung  der 
Werlhe  der  Functionen  («, . « j  gar  nicht  in  Betracht  kommt.  Die  neuen  von 
Poisson  gegebenen  Ausdrücke  dieser  Functionen  haben  ferner  die  merkwürdige 
Eigenschaft,  dass  sie  gänzlich  von  den  zwischen  den  Coordinalen  gegebenen 
Bedingungsgleichungen  unabhängig  sind.  Sind  nämlich  wieder  x,  y,  z  die 
rechtwinkligen  Coordinalen  eines  Punktes,  dessen  Masse  m  ist,  und  setzt 
man: 

,        dx  ,  _    dy  , dz 

^  ^üf     y  ^~dr'      ^  ""rfT' 

so  giebt  Poisson  die  Formel: 

,  ,  ^     /  dx    dx'        dx    dx'    ,    öu    ^V'        öy    dy'    ,    dz    dz'        dz    dz'  \ 

^     '    ^  ^düi    duit       öüu   dUi       dUi    üttk       da^   da,       da,    dau       dOk   düi-' 

in  welcher  die  Summe  auf  alle  Punkte  m  des  Systems  auszudehnen  ist.  Wenn 
das  System  ganz  frei  ist,  und  man  für  die  Grössen  «/,,  q^-,  ■  ■  ■  q,„  die  Coordi- 
nalen der  Punkte  nimmt,  so  erhält  man  diese  Formel  aus  der  obigen,  von 
Lagranye  gegebenen.  Aber,  wie  Poisson  bemerkt  hat,  gilt  dieselbe  Formel 
auch  unverändert,  wenn  das  System  irgend  welchen  Bedingungen  unterworfen 
isl.  Sie  gilt  auch  noch  für  die  verallgemeinerten  JJamil(oi/schei\  Stürungs- 
formeln,  in  weldien  Hi  eine  beliebige  Function  von  ^i,  ^,,  ...  q„,  pi, 
j»2 ,  ...  />„.  isl. 
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§.  37.     Aus   den  Störungsgleichungen   für   ein  System    canonischer  Elemente  werden 
die  Störungsgleichungen  für  ein  anderes  derartiges  System  abgeleitet. 

Da  man  aus  e/Her  vollständigen  Lösung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung alle  übrigen  abieilen  kann,  so  kann  man  auch  vermittelst  des  Theo- 
rems IX.  aus  einem  System  von  Elementen,  deren  Differentialquolienten  die  ca- 
nonische Form  haben,  alle  übrigen  ableiten,  deren  Difl'erentialquotienten  dieselbe 
einfache  Form  annehmen.  Nach  der  oben  auseinandergesetzten  Theorie  er- 
hält man  auf  die  allgemeinste  Art  aus  einer  vollständigen  Lösung  W  eine 
neue  vollständige  Lösung  W+ip,  wenn  man  für  ip  eine  willkürliche  Function 
der  Constanten  k,,  «5,  ...  «,„  annimmt,  welche  m  neue  willkürliche  Con- 
slanten  a'i,  «2?  •  •  •  "^i»  enthält, 

i//(c(,,  «2, ...  a„, «;,  «2, 


. .  ß„ 


und  vermittelst  der  Gleichungen: 


dW 


d^fj 


da, 
dW 


da, 

dxp 


=  0, 
=  0, 


ew  ,  djp 


0 


da,,,        öa,„ 

aus  W+ip  die  Grössen  »i,  «j,  ...  a„,  eliminirt,  wodurch  für  diese  Grössen 
in  W-\-yj  die  Grössen  «i,  «ö,  ...  a',„  eingeführt  werden.  Man  erhält  dann, 
wenn  man  W+yj  nach  aj,  Cj,  ...  a',,,  differentiirl,  die  Integralgleichungen 
des  ungestörten  Problems  unter  der  Form: 

d^W+xp)    _   dtp 


da, 

djW+xp) 
da' 


da', 

dip 
da. 


=  ßU 


d(w+^-)      Sxp 


da 


=  IL; 


und  es  müssen  zufolge  des  Theorems  IX.  die  neuen  Constanten  «J,  a!,,  ... 
a„  und  ß'^^  ß',,  .  .  .  ß'„,  wieder  ein  solches  System  von  Elementen  bilden, 
deren  Differentialquolienten  die  canonische  Form  haben.  Es  verwandeln  sich 
ferner  die  Gleichungen,  welche  man  für  die  ersten  Elemente  hatte, 

dW  __ 
da,    -   '^" 
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vermittelst  der  Gleichiinffcn 


in  die  Gleichunofen: 


öa,        da, 


da,  '  ' 


Man  hat  daher  folgendes  Theorem: 

Theorem   X. 
„Es  seien   die  Di/ferentiahjHoficnfe»   der  veränderlichen   Elemente   «i, 
«2 ,  ...  «,„ ,  ßx,  ßn,  ...  ß,„  durch  die  Gleichungen  gegeben  : 

dtt^  dll,  dß,    _  dll, 


dl 

~       c>ß,   ' 

dl 

-  d«,    ' 

da.. 

dH, 

dß. 

dH, 

dt 

-       dß,   ' 

dt 

-   da,    ' 

da„, 
dl 

_       8H, 

bß„,  ' 

dß.„ 
dl 

~   da,„  ' 

WO  H,  die  Störungsfunction  bedeutet;   es  sei  ferner 

■(//(«j,  «2, ...  a,„, «,,«;,...  «;„) 

eine  willkürliche  Function   der  m  Grössen  «,,   «i^    •■•    ^^m  ^^d  der  m  neuen 

Grössen  a[,  cfi,  ...  a',„;  bestimmt  man  diese  neuen  Grössen  und  die  m  andern 

neuen  Grössen  /?,,  /:?i,  .  .  .  ß',„  aus  «,,  «21  •  •  •  «,„5  ßi-,  ß^i  •  •  ■  ßm  vermittelst 
der  Gleichungen  : 

dW    _       o          oxp    _       j                       dtp    __  j 


da\  dtt\  '  "'      ■    ■    ■       cia'„ 

und  druckt  die  Störungsfunction  H,  durch  t  und  diese  neuen  Elemente  «,, 
«2,  •  •  ■  «li,  /^'n  ßi->  •  •  •  /^l.  ö*'*5  *o  erArt//  m««  rf«e  Di/ferentialquotienten  dieser 
neuen  Elemente  durch  die  ganz,  ähnlichen  Gleichungen: 

da,   _       ö/f,         dß,        811, 


dt 

-        dß',  ' 

dl 

~  da,  ' 

da\ 

dll, 

dß\ 

ÖH, 

dl     " 

'       dß,   ' 

dt 

-ö<' 

da 

m 

all. 

dß. 

dH,    1, 

dl 

'       ^'^„.  ' 

dl 

~  dal^ 
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Wenn  das  Theorem  IX.  in  Verbindung  mit  der  bekannten  Methode, 
aus  einer  vollständigen  Lösung  einer  partiellen  DilTerentialgleichung  erster 
Ordnung  unendlich  viele  andere  abzuleiten,  auf  das  vorstehende  Theorem  ge- 
führt hat,  so  ist  dasselbe  doch  seiner  Natur  nach  von  allen  vorhergehenden 
Betrachtungen  unabhängig  und  kann  direct  für  sich,  wie  folgt,  bewiesen 
werden. 

Man  denke  sich  durch  die  Gleichungen  des  Theorems: 
Bxi)   _       j         d^lJ    _        .  dip    _        . 


dV>    _  o,  dxp    _    ,,  dxp    _    ., 


da'         '''■'  da'         '  '■>  •    •    •        da' 

die  Grössen  «j,  «,,  ...  «,„,  /:?, ,  ß,,  ...  ß,„  durch  «,,  c^,  ...  a^,  /?',, 
/?2,  ...  ß'„  ausgedrückt,  und  in  diesem  Sinne  die  partiellen  Diflerentialquo- 
tienten  von  jenen  nach  diesen  genommen.  Giebt  man  dem  i  die  Werthe  1, 
2,  3,  .  .  .  m,  so  hat  man : 

dH,    _    ^dH^dj%^^dH,  da. 


dß'^  dß^   dß'^  '         da^  dß\ 

Da  nach  den  Gleichungen  des  Theorems: 

dt   ' 


dai   dßi 


dH, 

da,         dH, 

dß. 

dt  '       dui 

so  folgt  hieraus: 

Es  ist  aber,  da 

dH, 

^dß,    doi       ^ 
"  dß',    dt     ' 

'5'/'      _          y 

wenn  man  unter  dem  Summenzeichen  dem  Index  ^'  die  Werthe  1,  2,  ...  m 
beilegt, 

dßi    _  d'xp      da,, 

und  daher: 


dB,     ^    ^/da,./^    d'w      da,       dß,>\\ 
dßi  '^\dti',\'"  da.da..    dt   "^    dt))' 


dß'i,  "  ^dß'^  V      da.da.,    dt     '     dt 

Da  ferner  auch 

ß-.  =  _- ^ 

'  •  da,.  ' 

so   hat   man,   wenn   man  diese  Gleichung  differentiirt   und  dem  i  die  Werthe 
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1,  2,  ...  m  giebl: 

"^^  c 
und  daher 


Vöa^öa.,    dt   '^   dt  y   ~       "~  da'. da.,   dt  ' 

dß^  da'.da^,   d/f^     dt 


Aus  der  Gleichung: 


o  ■ 


^  =  ß'  '      " 

da'  1^' 

folgt  aber  durch  partielle  Differentiation  nach  ß',,,  wenn  man  dem  i'  die  Werlho 
1,  2,  ...  m  giebt: 

-^-T — TT  n":^  =  "     oder     1, 

an , da   öfi,  ' 

je  nachdem  i  und  A  verschieden,  oder  i  =  k  ist,  wodurch 

wie  zu  beweisen  war. 

Ebenso  erhält  man 

dB,     ^        ^^     d'xp       a«..   d<^',        ^     d'ip      da. 
da'i^  da'^da^,    da'j^    dt        ^  daßa'^^    dt 

Es  ist  aber,  wenn  man  dem  i'  die  Werthe  1,  2,  ...  m  giebt, 


und  daher: 


^    ay      da,.  d^rp       ^   ^ 

c)a.,da'    da'^        da  da,  ' 


dH,  __     /  ay    <f«,      ay    rf«A 


~     dt   ' 

wie  zu  beweisen  war. 

§.  38.     Noch  andere  vollständige  Lösungen  und  andere  Systeme 
canonischer  Elemente. 

Man  kann  bekanntlich    aus   einer  vollständigen  Lösung  einer  partiellen 

Differentialgleichung  erster  Ordnung  auch  noch  andere  erhalten,  welche  nicht 

in   der  vorhin  gegebenen  Methode  mit  einbegriffen  sind.     Ist  nämlich: 

Mi^(/,  71,^2,  ...(/„,  «X,,  «3,    ..  a„)4-a 

Jacobi,    Dynamik.  57 
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die  vollsländiffe  Lösung,  in  der  a  die  willkürliche  Coustante  bedeutet,  die 
man  immer  zu  W  addiren  kann,  so  nehme  man  k  der  m-pl  Conslanten  als 
Functionen  der  übrigen  an  und  setze  die  nach  diesen  g-enoramenen  partiellen 
Differentialquotienten  von  W-\-a  einzeln  gleich  Null.  Wenn  die  angenommenen 
Functionen  m  neue  Constanten  «j,  ß,,  ...  «„  enthalten,  so  wird  W-ra,  nach- 
dem man  durch  die  aiifgestellten  Gleichungen  a,  a,^  «,,  ...  «„  eliminirt 
hat,  eine  neue  vollständige  Lösung  sein.  Sind  die  k  Gleichungen,  durch 
welche  k  von  den  Grössen  a,  «j,  «.,  ...  «„  als  Functionen  der  übrigen  und 
der  neuen  Constanten  «i,  o4,  ...  a'„  bestimmt  werden,  folgende: 

a  =  xp      («,,  «2,  ...«„,«,,  ß,.  ...  ß„), 

0=      U'i        («1,  «,,...«„,  «1,  «2,    ...   «„), 
0     =     )/'2        («1,«^,    •••    «m,   «1-    «ir    •••    «m)? 


0   =   U-v.ifß,,  «,,...«„,  ß,.r4,  ...  aj, 


SO  wird    W+w  die  neue  vollständige  Lösung,  wenn  man  vermittelst  der  vor- 
stehenden Gleichungen  und  der  m  Gleichungen 


^»^ 


6W   ,     6w     ,-.    örp,  örp,    ,  drp,-i    _   ^ 

da^        aa,  '  öuj  c/Oj  da,  ' 


die  Grössen  u,  ß,,  ß,,  ...  ß„.  /-i,  /.o.  ...  /.4_i  eliminirt.  Differentiirt  man 
die  neue  vollständige  Lösung  nach  den  Constanten  ßl,  ß,,  ...  ß„,  die  sie 
enthält,  und  setzt  die  partiellen  Differenlialquotienten  respective  gleich  /?i, 
/ij.  .  .  .  ß„,  so  erhält  man: 

'    *  H«  Art'  ry/y  rV»/ 


Ott 


da.  da,  öa'  da„  da         da' 


Substituirt  man  in  diesen  Ausdruck  die  vorstehenden  Gleichungen  und  be- 
merkt, dass  durch  partielle  Differentiation  der  Gleichung  i/'^  =  0  nach  ß,  er- 
halten wird: 

dipp    öa,     ,    öyjp    öa^     ,  dxffpöa^   _  öip^ 


da^     da\  ^  da„    öa^  öa    ' 
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so  erhält  man: 

'  da  ^  da  da'     '  '■da. 

Verbindet    mau    diese    Betrachtungen    mit    dem    Theorem   IX.,    so   erhält   man 
folgendes  Theorem: 

Theorem    XI. 

„Es  seien  die  Differentialquotienten  der  gestörten  Elemente  «,,  «j,   ... 
a„,  /i,,  /ij,  ...  ß^  durch  die  (Ueichungen  gegeben: 

da,   _        (9//,  dß,  dll, 


dt 

dß,    ' 

dt 

da,  ' 

da^ 

dH, 

dß. 

dH, 

dt 

dß..  ' 

dt 

da,^ 

da„ 

dH, 

dß.„ 

dH, 

dt 

dß,„  ' 

dt 

da,,,  ' 

in  welchen  H^  die  Störnngsfnnction  bedeutet.  Es  sei  \fi  eine  beliebige  Function 
der  Grössen  «,,  a.,,  ...  «„,  und  der  tu  neuen  Grössen  «,,  «ä,  ...  «„,,  und 
zwischen  diesen  2m  Grössen  seien  die  k—i   Gleichungen 

i/'i  =  0,     V'2  =  0,     .  .  .     V4-i  =  0 

gegeben;  wenn  man  vermittelst  dieser  Gleichungen  und  der  2m  Gleichungen 

R    A-    ^"^  J^l  ^-Ul  i^-^...4-2         ^^*-'     -   0 
,3     ,     dxp       j    dxp,       j    dip,  .        dxp,-i    _   ^ 


'^^  -^'d^^'-'  da,  ^-^  da,  ^       ^''*-'     da 

_ß'^+JpL  +  l^p!L  +  x.^  +  ...  +  l^._^l^:±  =  0 
I  <"'    da  '  da  da  da^ 

m  >n  tu  "» 

nach  Elimination  der  Multiplicatoren  Ai,  Aj,  ...  A^.,  die  Grössen  «,,  «2,  ... 
«m,  /^i,  A,  •  •  •  /^m  durch  «,,  a.,  ...  «„,  ß'i,  ß^,  ...  /^„  bestimmt,  und  auch 

57* 
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die  SlörungsfuncHon  durch  t  und  diese  neuen  Elemente   ausdrückt,   so   erhält 
man  für  die  Diff'erentialquotienten  derselben   die   den   frühern  ganz    ähnlichen 

Ausdrücke : 

da,  dH,         dß,         dH, 


dt 

da'.,    _ 
dt 

dß',     ' 

dH, 

dß[  ' 

dt             da',  •> 

dß',         dH, 
dt     "    dcc'^  ' 

da 

ni 

dH, 

dß„  _  dH,   ^ 

dt  dß    '        dt  da' 

Man  sieht,  dass  das  vorstehende  Theorem  sich  vom  Theorem  X.  nur 
dadurch  unterscheidet,  dass  statt  if  der  Ausdruck 

*/' + ;i,  1//, + ;io »/',  H — h  Ai_,  (/'i_, 

gesetzt  ist,  und  dass  die  Gleichungen 

Vi  =  0,     ^2  =  0,      ...      !/'*_,  =  0 
hinzugefügt  sind,   wodurch   die   aus  der  Differentiation  der  Mulliplicatoren  A,, 
/In,  ...  >li_i   hervorgehenden  Terme   verschwinden.     Durch  dieselhe  Betrach- 
tung findet   man   auch   unmittelbar   aus    dem    für   das  Theorem  X.    gegebenen 
directen  Beweise  einen  directen  Beweis  für  das  vorstehende  Theorem. 

Giebt  man  dem  k  seinen  äussersten  Werth  k  =  m,  so  kann  man  «,, 
«2,  ...  a„  als  Functionen  von  a  und  den  neuen  m  Grössen  ctj,  «2,  ...  a'„ 
ansehen,  und  man  erhält  die  entsprechenden  Grössen  /i, ,  /?2,  ...  /?„  ver- 
mittelst der  Gleichungen: 

/9,^+/?2^+- 

'da        'da 

ß^^+ß..^fi+- 
'     da,  da, 

'      da,  da. 


+  '^'"  da 

=    -1, 

^'''"dcc', 

=    ß^, 

+  ß    ^""' 

=    /^2, 

ß^^+ß^-l^+-+ßj^  =  ß.. 


'da'     '  '  -da     '  '  '  '"da' 

m  m  m 

aus  welchen  man  a   durch  die  erste  von  ihnen  zu  eliminiren  hat. 

Auch  die  von  Poisson  und  Lagrange  gegebenen  Formeln,  in  welchen 
die  Hälfte  der  Elemente  die  Anfangswerlhe  der  ßeslimmungsstücke  q^  der  be- 
wegten materiellen  Punkte  sind,  und  die  andere  Hälfte  die  Anfangswerthe  der 
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nach  einer  beslimmlen  Regel  aus  ihnen  und  ihren  Differenlialquolienlen  ge- 
bildeten Grössen  p^,  umfassen  unendlich  viele  Systeme  von  Elementen, 
deren  Dill'erenlialquotienten  die  canonische  Form  haben,  da  man  irgend  m  von 
einander  unabhängige  Functionen  der  m  Beslimmungsstücke  q,  als  Bestimmungs- 
stücke ansehen  und  statt  der  vorigen  einführen  kann.  Aber  es  ist  wohl  zu 
merken,  dass  keines  von  allen  Systemen  von  Elementen,  die  man  auf  diese  Weise 
aus  einem  ableiten  kann,  eines  von  denjenigen  ergiebt,  welche  man  durch  die 
vorstehenden  Betrachtungen  aus  demselben  Systeme  ableitet.  Die  verschie- 
denen Systeme  von  Elementen,  welche  bloss  den  verschiedenen  Arten,  die 
Bestimmungsstücke  zu  wählen,  entsprechen,  können  durch  die  Betrachtung 
erhalten  werden, 

Theorem   XII. 

„dass  man  die  willkürlichen  Conslanten  «,,  er..,  .  .  .   a„  als  beliebige  Functionen 

von  m  andern  willkürlichen  Conslanten  «,,  o;,,  ...   a„.  betrachten  kann.     Man 

erhält  dann  die  andern  m  Elemente  /:)?,,  /ij,  ■  •  •  ßm,  welche  diesen  entsprechen, 
vermittelst  der  Gleichungen: 


da^        '      da,       '      da^  '       da, 

'  ^  da^         '  '  da'^       '  '  da'^  '  '  '"  da,  ' 

'  da  *      da  da  *       da 

in  m  m  m 

Die  Theoreme  X — XII.  umfassen  alle  möglichen  Systeme  von  Elementen, 
deren  Dilferentialquotienten  die  angegebene  canonische  Form  haben,  und 
welche  aus  einem  derselben  abgeleitet  werden  können.  Die  Form  der  In- 
tegralgleichungen des  ungestörten  Problems  kommt  hierbei  ganz  ausser  Betracht. 

§.  39.     Moditicationen,  welche  eintreten,  wenn  die  Kräftefunction  des  ungestörten 

Problems  die  Zeit  nicht  enthält. 

Wenn  in  dem  Theorem  IX.  die  Function  II  nicht  /  explicite  enthält, 
so  haben  die  Differentialgleichungen  des  ungestörten  Problems  das  eine  Integral 

H  =  h, 

wo  h  eine  willkürliche  Conslante  ist.     In  der  vollständigen  Lösung  Umkommen 
t  und  eine  willkürliche  Constante  /   immer  in  der  Verbindung  t^-'i   vor,  und 
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eine  der  Integralgleichungen  wird 

dW  _dW  _      „_ 

dr   ~  dt    ~  ~         ' 

Man  kann  daher  in  dem  Theorem  IX. 

«„  =  T,     ß,„  =  ~h 
setzen,    woraus    folgt,    dass   in   dem  gestörten    Problem    die   DilTerentialquo- 
tienten  der  beiden  Elemente  t  und  h  immer  durch  die  Gleichungen 

dt__dH^        dh  _       dH, 

dt    ~"öF'      "df  ~        dr 

gegeben  sind.  Die  zweite  dieser  Formeln  hat  Lagrange  in  der  analytischen 
Mechanik  aufgestellt  und  ihr,  wegen  ihrer  Anwendung  auf  die  Stabilität  des 
Weltsystems,  eine  besondere  Aufmerksamkeit  gewidmet.  Es  hat  aber  diese 
Anwendung,  welche  zu  den  berühmtesten  Resultaten  der  physischen  Astronomie 
gehört,  wie  Poisson  gezeigt  hat,  nicht  diejenige  Ausdehnung,  welche  man  ihr 
früher  geben  zu  können  meinte. 

Wenn  man  statt   W  die  Function 

V  =    W-it  +  r)'^ 
einführt,  so  kann  man  das  Theorem  IX.  folgendermassen  darstellen: 

Theorem   XIII. 

„Es  sei  H  eine  Function  der  Grössen  </i,  9.,  ...  q„,  pi^  p^^  .  .  .  p„, 

welche  die  Grösse  t  nicht  enthält,  und 

dq^_dll        dp,  _       dH 
dt    ~  dp,  '     '~dr~~  dq,'> 

dq^_dH_        dp,  _       dH 

dt    ~  dp,  '       dt    ~      dq,  ' 


dq^_dH_       dp„,  _       dH 
dt    ~  dp,„ '       dl    "       dq„, 


die  Di/ferentialgleichungen  des  ungestörten  Problems  ■,  aus  welchen  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  gestörten  Problems  erhalten  werden,  wenn  man  H-\-Hi 
statt  H  schreibt,  wo  /T,  eine  beliebige  Function  der  2m  Grössen  q,,  und  p^  und 
der  Grösse  t  bedeute.  Es  sei  V  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung : 

H  =  h, 
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in  welcher  die  Grössen  n, ,  p..  ...  «„,,  die  in  H  vorkommen,  respecline  durch 

"ä — ,  ^3 —  1  •  •  •  "n —  ZM  ersetzen  sind,  man  nenne  «■ ,  «^ ,  ...  «„.  ,  dte  will- 
dq,       dq^  dq,„  "       -' 

kürlichen  Constanten,  welche  ausser  einer  bloss  durch  Addition  mit  ihr  ver- 
bundenen die  vollständige  Lösung   V  enthalten  muss,  und  setze 

dV  dV  dV 

-dh  =^  ^+"' 

welche  Gleichungen,  wenn  «,,  «j,  ...  «„,_,,  /i,,  /^a,  ...  /?,„_i,  h,  t  willkür- 
liche Constanten  bedeuten,  als  die  vollständigen  Integralgleichungen  des  unge- 
störten Problems  angesehen  werden  können.  Drückt  man  vermittelst  derselben 
und  der  Gleichungen 

dV  _  dV  __  dV  _ 

dq,   -^"       dq,  -P''       ■    ■    ■       dq.„~P- 

die  Störungsfunction  Ä,  durch  t  und  die  Elemente  a,,  a.^  ...  «,„_,,  /3j,  /?,,  ... 
ßn,-i-,  k,  T  aus,  und  betrachtet  für  das  gestörte  Problem  diese  Eletuente  als 
veränderlich,  so  werden  die  Di/ferentialquotienten  dieser  gestörten  Elemente: 

da,  dH,  dß,  dH, 


dt         dß  ' 

da,                dH, 

dt      ~~         dß,     ' 

dt      ~    da,    •> 
dß^            dH, 
dt               da^     ' 

rf«™-i              dH, 

dt               dß„,^,  ' 
dh                dH, 

dt      ^         ör      ' 

rf/?,„_,  _    dH, 
dl            da^-i  ' 
dt      _     dH,     , 

dl               dh 

Ist  das  System  materieller  Punkte  ganz  frei,  und  nimmt  man  ihre 
rechtwinkligen  Coordinaten  als  Beslimmungsstücke  an,  so  erhält  man  aus  dem 
Theorem  XIII.  folgendes: 

Theorem   XIV. 

„£s  seien  die  3re  Differentialgleichungen  des  ungestörten  Problems: 

d'x,    _    dU 
"**  dt'     -   dx.  ' 
dhji    _    du 


'"'  de     "    dy.  ' 

d\    _    dlJ_ 
*"'  dt'    ^    aa, ' 
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wo  nii  die  Masse  eines  Punktes  bedeutet,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  x^, 
y,,  a,  sind,  und  U  eine  blosse  Function  der  Sn  Coordinaten  x^,  y,,  z^  ist;  es 
sei  h  die  Constante,  welche  in  diesem  Falle  der  halben  lebendigen  Kraft 
weniger  der  Kräftefunction  U  gleich  ist, 

es  sei  V  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

und  «1,  «21  •  •  •  ''^3>.-i  die  willkürlichen  Constanten,  welche  ausser  einer  durch 
blosse  Addition  hinzugefügten  die  vollständige  Lösung  involvirt;  es  seien 
hiernach 

die  3«  endlichen  Integralgleichungen  des  imgestörten  Problems,  und  «i,  «j,  ... 
«3.-I1  ßii  ßii  •  •  •  ßin-ii  h,  r  die  ungestörten  Elemente;  sind  jetzt  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  gestörten  Problems: 

d'x,  _    du      dQ. 
"*•  df     "    dxi  +  dx, ' 

.  d%^  _    dU      dSi_ 

.  "**  de     -    dy,  "^  dy, ' 

d\    _    dV      dii 

^'  df   ~  dzi  +  dz, ' 

'  so  werden  die  Differentialquotienten  der  gestörten  Elemente: 


da,               dil 
dl       -      dß,     ' 

dß, 
dt 

dii 

da,    ' 

da,            dn 

dl   -  dß.,  ' 

dt 

dii 

du,      ' 

da3„_i          da 
dl           ö/^3„_, ' 

dß,„-, 
dt 

dn 

öa3„_i  ' 

dh,             dSi 

dl      "     dT     ' 

dz 

dt     ~~ 

dii   , 
dh 
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Um  dieses  Theorem  aus  IX.  zu  erhalten,  hat  man 

ff,  =  -n,     W=  V-it  +  T)h=  V-h^ 

zu  setzen. 

Ein  Beispiel  geben  die  Formeln,  welche  wir  oben  (p.  334  IF.)  für  die  Bewe- 
gung eines  nach  einem  festen  Ccnfrum  angezogenen  Punktes  gefunden  haben.  Nach 
der  zweiten  dort  angege])enen  Integrationsnicthode  involvirtc  V  ausser  li  die 
Constanten  b,  /:?,  denen  die  Constanten  b\  ß'  ebenso  entsprachen,  wie  in  dem 
vorstehenden  Theorem  den  Conslanten  «,  die  Constanten  /?,.  Man  erhält  daher, 
wenn  man  die  obige  Bedeutung  der  Elemente  b,  ß,  b',  ß'  beibehält: 

db__dil        db>  _      d£i 
■       HT"  db'  ''       dl    ~       <9ö  ' 

dß__8ii^       dß_ aß 

dl    ~  dß'  '       dl    ^       dß' 
_dh__dSi_         dT  _      dSi 
dl    "~   ör  '       dt    ~        dh 
Fflrdas  A'e*/>/oMScheAttractionsgesetz  und  die  elliptische  Bewegung  fanden  wir  oben 

b  =  k]/p,  lt  =  -2 — '  ß  =  ^i  b'^w—^i  ß'  —  --/f]/p.cosi, 
wenn  a  die  halbe  grosse  Axe,  p  den  halben  Parameter,  ß  die  Länge  des 
aufsteigenden  Knotens,  w  die  Entfernung  des  Perihels  vom  aufsteigenden  Kno- 
ten, i  die  Neigung  der  Bahn,  k'  die  anziehende  Kraft  für  die  Einheil  der 
Distanz  bedeutet;  es  ist  ferner  —  t  die  Durchgangszeit  durch  das  Perihel. 
Sind   daher  die  Difierentialgleichungen  der  gestörten  elliptischen  Bewegung: 


d'x 

k'x 

1    ^^- 

dt'    ~ 

r' 

'    dx  ' 

d'y 

k'y 

dSi 

de    ~ 

r' 

'    dy  ' 

d'z 

k'z 

1    ^^ 

df   ~ 

r' 

'     dz  ' 

so  werden    zufolge    des  vorigen  Theorems   die   Diiferenlialquolienten   der  ge- 
störten Elemente: 

d.k^p  dil  dw      __  '    dSi 


dl 

~     dw    ' 

dl 

d.kip  ' 

d.k^p.i 
dt 

308« 

da 

dl 

dii 

d.ky'p.coüi 

dT 

en 

-ir 

dSi 

dt 

-     k^  ' 

^-  2a 

dl 

OT 

Jacobi 

,    Dynamik. 
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Diese  Formeln  sind  von  den  oben  (p.  430)  niilgetheillen  Formeln  Hamil- 
tons darin  verschieden,  dass  statt  der  Länge  des  Perihels  und  des  Sinus  versus 
der  Neigung  miilliplicirl  in  die  Quadratwurzel  des  halben  Parameters  die  Ent- 
fernung  des  Perihels  vom  aufsteigenden  Knoten  und  der  Cosinus  der  Neigung 
multiplicirl  in  die  Quadratwurzel  des  halben  Parameters  als  Elemente  einge- 
führt sind. 

Die  beiden  Classen,  in  welche  sich  die  Elemente  thcilen,  wenn  ihre 
Difrerenlial(|uotienlen  die  canonische  Form  haben,  werden  leicht  verändert, 
indem  man  zunächst  jedes  Element  aus  der  einen  Classe  in  die  andere  bloss 
dadurch  bringen  kann,  dass  man  das  ihm  entsprechende  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  einführt.  Hierdurch  kann  man  z.  B.  sechs  solcher  Elemente  auf  vier 
verschiedene  Arten  in  die  beiden  Classen  theilen;  entsprechen  nämlich  respec- 
five  den  drei  Elementen  der  einen  Classe  a,  h,  c  die  der  and  ern  «',  b',  c , 
so  hat  man  die  vier  Classificationen: 


a,  a 

a, 

—  a 

a, 

h,  b' 

b. 

b' 

b', 

c,  c 

c, 

c' 

c. 

a, 
b. 


b', 


in  welchen  die  Elemente  derselben  Classe  unter  einander,  die  entsprechenden 
neben  einander  stehen.  Man  kann  dann  ferner  statt  der  Elemente  einer  Classe 
irgend  welche  Functionen  derselben  als  Elemente  einer  Classe  betrachten  und 
allgemein  nach  dem  Theorem  XII.  die  Elemente  der  andern  Classe  bestimmen. 
Sind  nämlich  f<,,  «, ,  ...  «,„  die  Elemente  der  einen  Classe,  und  be- 
trachtet man  sie  als  Functionen  der  neuen  Elemente  cfi,  «5,  ...  a'„,,  so  ent- 
spricht nach  dem  angeführten  Theorem  eitiem  der  neuen  Elemente  a,  das 
Element  der  andern  Classe 


ß: 


da, 


'-  da[ 


■  +  ß., 


da,. 


^^'  da.     '  '"-  da[     '  '  '"'"  da'. 

Wenn  man  daher  für  ein  Element  a  eine  Function  desselben  a'  einführt,    so 
dass  cc  =  (p[a')^  so  hat  man  für  ß  zu  setzen: 

dcfia') 


ß'    =    ß- 


da 


k' 


Führt  man  z.  B.  in    den  vorstehenden  Formein  statt  -7^—  das  Element  a   ein. 

so  bat  man  für  das  entsprechende  Element  t  zu  setzen : 

/rr 
2a'   ' 
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so  dass  man  für  die  letzte  Horizonlalreihe  in  diesen  Formeln  auch  schreiben  kann: 

k'  T 
da  d£i  '  "2a^  dSi 


dl  ^    k-T  dl  da 


-■>r 


za- 

Will  man  slalt  k]'p.co$i  bloss  cos/  als  Element  einführen,  so  setze  man 
a^  —  Ui  =  k]'p,  a^  =  a'iO,  =  k]'p.cosi,  woraus  man  eriiäll: 

/?;=/:?,  +  /:?,«:,     ß\  =  ß,(y.[, 
so  dass  man  statt  to  und  Q,  zu  setzen   hat  w  +  cos«.^,  und  k^'p.Q,.     Um  die 
Hamiltonschen    Formeln    abzuleiten,    setze    man    ßj  =  «i  =  ä- j^jo,    «.^  =  «1  — «i 
=  k\'p .cos/,  dann  giehl  die  allgemeine  Regel: 

SO  dass,  wenn  man  noch  cu  an  Stelle  von  /:>2,  —ß-  an  Stelle  von  a.  setzt. 
in  der  ersten  Classe  von  Elementen  k]/p  und  ß,  in  der  zweiten  ß+ /r  und 
kyp{i  —  cosi)  erscheinen,  wie  es  in  den  Hamillouschen  Formeln  der  Fall  ist: 
u.  s.  w.  Allgemeinere  Aenderungen  geben  die  Theoreme  X.  und  XI.,  doch 
umfassen  schon  die  vorstehenden  Betrachtungen,  wenn  man  die  Uebertragung 
der  Elemente  aus  einer  Classe  in  die  andere  und  die;  Einführung  von  Fun- 
ctionen der  Elemente  einer  Classe  statt  dieser  vereint  und  wiederhol!  anwendet, 
eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Elementensystemen  der  angegebenen  Art. 

§.  40.     Betraclituiig  der  Fälle,  in  welchen  die  Kräftefunction  durch  Drehung  oder 
Verschiebung  des  Coordin;itensystcnis  keine  Aenderuug  erfährt. 

In  seiner  ersten  Abhandlung  über  die  Variation  der  Constanten  halle 
Poisson  gefunden,  dass  für  die  elliptische  Bewegung  eines  Himmelskörpers  und 
für  die  Rotation  eines  Körpers,  der  durch  einen  augenblicklichen  Impuls  um 
einen  festen  Punkt  in  Bewegung  gesetzt  wird,  die  Dilferenlialquotienten  der 
gestörten  Elemente  sich  auf  dieselbe  Weise  ausdrucken  lassen.  Es  Hess  sicii 
hiernach  vermuthen,  dass  dieselben  Formeln,  welche  für  zwei  so  verschieden- 
artige mechanische  Probleme  gelten,  überhaupt  eine  allgemeinere  Bedeutung 
haben.  Dies  hat  Poisson  in  einer  zweiten  merkwürdigen  Abhandlung  über 
die  Variation  der  Constanten  in  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie  für 
1816  gezeigt. 

Ich  will  im  Folgenden  diese  allgemeinen  Resullalc  aus  den  im  Vorigen 
gefundenen  Salzen  ableiten. 

Es  seien  die  bekannten  Formeln  für  die  Transformalion  rechtwinkliger 
Coordinaten: 

58* 
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2/.    =  a' l+ß' v,  +  y'  l, 
3,     =   a"S,  +  ß"^,  +  r"'';„ 


wo 


a     =  cosßcos^r  — cos^siiißsinw, 

ß    —  —  cosßsin/ü  — cosisin^cosw, 

/     =  sin  ß  sin  I, 

a'    =  sinßcos?r  +  cosicosßsin«c, 

ß'    =  —  sinßsinM5  +  cos«cosßcos«o, 

/'    =  —  cosj^sin?, 

a"  =  sin*  sin«', 

ß"  =  sin  ^  cos  «0, 

y"   =  cos/. 

Man  leitet  aus  diesen  Ausdrücken  leicht  folgende  ebenfalls  bekannte  Formeln 
ab,  welche  von  einem  allgemeinern  Gebrauch  sind: 

d^  =  ~y"     ^= -(cosi.«/,  +  cosßsini.z.),        -^  =     sin^.z., 

^=      X,,     -7^-—       cosi.a;;— smßsin«.3i.  -^  =  — cosß.s,, 

öß  '      ow  dl  '^ 

^=      0,      -^=   cosßsin^.a:•,  +  sinßsin^.^/i,      "^  =      cosß.«/.  — sinß.a;.. 

Für  die  Fälle  der  Mechanik,  welche  wir  hier  betrachten,  wird  die  partielle 
DiiTerenlialgleichung : 

durch  die  angeführte  Substitution: 

4-i((f  )+(0+(f )')  =  "+". 

WO  in  U  für  a-,,  «/,,  z.  bloss  i',,  «;,  'Qi  zusetzen  sind.  Denn  die  angegebene 
Substitution  kommt  mit  einer  blossen  Aenderung  der  Lage  der  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  überein,  durch  welche  sich,  wie  vorausgesetzt  werden  soll,  die 
Differentialgleichungen  des  mechanischen  Problems  nicht  ändern.  Hat  man  daher 
einen  Ausdruck  von  V  in  ^,,  i\,  'Q,  gefunden,  so  erhält  man  daraus  sogleich 
einen  andern  mit  drei  neuen  willkürlichen  Constanten  ß,  ui,  i,  indem  man 
für  §,,  Vi,  ^,  die  Ausdrücke 
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Xi  =  a  §i  +  ß  v,  +  y   ^,, 

^.  =  «'  ^.+ß'%+r'  ^i, 

3,   =  a"§,+ß"i,,  +  r"'C. 
setzt.     Nennt  man  die  den  ß,   w,  i  entsprechenden  Constanten  ß',    tr>',  i ,  so 
werden  drei  Integralgleichungen  des  mechanischen  Problems: 


oder 


Da  man 


o'  -  IL      '  -  ^     -  _  i^ 

,y'    ^   ^/^^F  dx,       ÖV   dy,        dV  dz,\ 
~       ^dxi  dw        dy,   dw        özi   o'w-'' 


dV  _         rfj.         ar  _        rfy.         dV  _       dZi 
ox,  ~"^'  dt    '       dy,  ~  "*'  rf<    '       dz,  ~  '"*'   rf< 

hat,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in  folgende: 

,  „     fdxi  dxi       dyi    dyt        dzi   dzi\ 

''  =  ^<-d^-dr+-d^-dr+-d^-drJ^ 

.,   _    „     f'dxi  dxj       dyi    dy,       dzj   dzi\ 
i    -  -^nh^^^    ^^   i-  ^.    ^^  -h  ^.    ^^  ;, 

wodurch  man,  vermittelst  der  angegebenen  Werthe  der  partiell  nach  ß,  w,  i 
genommenen  Differentialquotienten  von  x,,  y,,  z,,  die  Gleichungen  erhält: 

+  cosasmi:Zm,[Xi-^^ — z,-^) 

■    .  ^     f      dZi  dyi  \ 

+  sm  asim:Em,[ij,-^^ — ^•'dT)'' 

■I  •     r^  -ir        ^        dz,  dx,  \ 

+  cosa^m.{y.-^-z,-^), 


*)    Es    braucht   nicht    erinnert  zu  werden,   dass   der   Index  i   mit   dem  Winkel  i 
nicht  zu  verwechseln  ist. 
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welche  drei  Gleichungen  die  bekannten  Sätze  von  der  Erhaltung  der  Flächen- 
räunie  enthalten,  die  hier  nicht  wie  gewöhnlich  durch  Integration,  sondern, 
wie  man  sieht,  durch  Differentiation  abgeleitet  werden. 

Damit  der  Ausdruck  von  V  in  ^,,  v,,  t,  nicht  bereits  die  willkür- 
lichen Constanten  enthalte,  welche  aus  der  beliebigen  Annahme  der  Coor- 
dinatenäxen  hervorgehen,  kann  man  die  von  Laplace  sogenannte  unveränderliche 
Ehene  zur  Ebene  der  §,  v  annehmen,  wodurch  bekanntlich  die  drei  Flächen- 
sätze die  Form  erhalten: 

_     f      dC,       ..  di\\         „ 

wenn  man  mit  k-^p  die  constante  Summe  der  in  die  respectiven  Massen  multi- 
plicirten  und  auf  die  unveränderliche  Ebene  projicirten  Arealgeschwindigkeiten 
der  einzelnen  Punkte  bezeichnet.     Man  erhält  für  diese  Annahme: 

-Sm,{x,^~y,~)  =   Ä-]>.cos?, 

-^mX^x,-j^ — z;-jf)  =  Ä'i^.cosßsin«, 

--»',(2/,-;^-s.-^)  =  Ä-]'p.sinOsin?. 
und   daher 

sy    ^,      ,  /       .■■'  '   '      '  ■ 

-^  =  Q,  =  -kyp.cosi, 

—  =  y,     =-k]% 

,        ^^i'    =0. 

Ol 

Die  letzte  Formel  zeigt,  dass  i  in  V  gar  nicht  vorkommen  wird;  die  beiden 
erstem  geben  nach  Theorem  XII.: 

dQ 6Si  d.k]/p.cosi  _  dii 

dl    ~  ~ d.kyp.cosi  "•  Jt  ~  äß  ' 

dw  _  dil  d.kyp  d£l 

~dr~~  d.k^p  '  Jt  "^"äwT' 

welches  die  für  die  elliptische  Bewegung  gefundenen  Formeln  sind,  die  also, 
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wie  wir  aus  dem  Vorstehenden  sehen,  für  alle  ProI)Iemc  der  Mechanik  jrellen, 
für  welche  die  Flächensälze  Statt  finden. 

Kann  man    auch    noch   den  Anfangspunkt    des  Coordinatensystems   be- 
iiebig  ändern,   so  setze  man 

dieselbe  Methode,  die  wir  im  Vorigen  angewendet  haben,  giebt  dann : 

'  =  -^  =  2~  =  V     i^ 
da  dxi  '  dt   ' 


'  _  ^_  ^dV  _  ^      dz, 
'^  ~    de    ~'^  dz,  -"'^''df 


Diese  Formeln  zeigen,  dass  der  Schwerpunkt  des  Systems  sich  mit 
constanter  Geschwindigkeit  geradlinig  fortbewegt.  Die  Constanlen  a',  //,  c 
sind  die  Componenten  dieser  Geschwindigkeit,  mulliplicirt  in  die  Summe  der 
Massen.  Giebt  man  daher  den  Coustanten  diese  Bedeutung,  so  erhält  man 
für  iin-e  Störung  nach  Theorem  XII.  die  ebenfalls  von  Poisson  gegebenen 
Formeln : 


da 

dQ 

da' 

dSi 

dt 

"  da'  ' 

dt 

da  ' 

db 

ä£i 

db' 

dSi 

dt 

~  db' ' 

dt 

db  ' 

de 

dSi 

de' 

dSi 

dt 

de'  ' 

dt    ~ 

de 

In  seiner  ersten  Abhandlung  in  den  Phil.  Trans,  vom  J.  1834.  P.  II. 
leitet  Hamilton  ebenfalls  die  Sätze  von  der  Erhallung  der  Flächen  und  von 
der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  aus  der  Form  ab,  welche  er  den  Integral- 
gleichungen vermittelst  seiner  charakteristischen  Function  V  gegeben  hat.  Das 
Theorem  XII.  zeigt  aber,  wie  man  durch  dieselben  Betrachtungen  zugleich 
allgemein  die  Störungsformeln  für  die  hierbei  vorkommenden  Elemente  er- 
hält. Die  hier  angewandte  Methode  empliehlt  sich  auch  dadurch,  dass  sie  in 
allen  Fällen  anwendbar  ist,  wenn  man  statt  der  Bestimmungsslücke  der  Punkte 
Ausdrücke  mit  einer  Anzahl  willkürlicher  Conslanten  einführen  kann  von  der 
Art,  dass  diese  Constanlen  aus  der  partiellen  DiHcrcnlialgleichung  oder,  was 
dasselbe  besagen  will,  aus  der  Formel  für  die  lebendige  Krall  gänzlich  her- 
auseehen.     In  allen  diesen  Fällen  erhält  man  durch  diese  Methode  vermittelst 
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Difl'erentiation  der  charakteristischen  Function  nach  diesen  Constanlen  eine 
o-leiche  Zahl  Integralgleichung-en  mit  neuen  willkürlichen  Conslanten  und  hier- 
durch  zu  gleicher  Zeit  nach  Theorem  XII.  die  DilTerentialquotienten  der  ge- 
störten Werthe  dieser  Constanten. 

i^.  41.     Ueber  den  Charakter  und  die  Tragweite  der  oben  aufgestellten  Theoreme. 

Die  Theoreme  X  — XII.  sind  gänzlich  unabhängig  von  der  Bedeu- 
tung, welche  darin  den  Grössen  «i,  k,,  ...  «„,,  ßi^  ß.^  .  .  .  /i„  gegeben 
wurde,  dass  sie  in  einem  Problem  der  Mechanik  die  constanlen  Elemente  seien, 
denn  alles,  was  sich  auf  ein  solches  Problem  bezieht,  ist  aus  diesen  Theoremen 
herausgegangen.  Hiernach  geben  die  Theoreme  X  — XII.  die  allgemeinste 
Art,  wie  man  ein  System  Differentialgleichungen,  welches  die  canonische  Form 
hat,  durch  Einführung  anderer  Variablen  in  ein  anderes  System  von  der 
nämlichen  Form  travsformiren  kann. 

Die  DilTerentialgleichungen  der  Bewegung  eines  freien  Systems  in  der 
Lagrang eschen  Form : 

(Px.  _  dU_  (Py^  _  du  (Pji,_  _   oU_ 

"^'  dt'    ~  dxi  ■■     "'■Hr-U^'     "*'  df    ~  6z, 

erhallen  die  canonische  Form,  wenn  man  die  Ausdrücke 

dXi  du,  dzi 

'"■iir^  '»'-^'  '"'^ 

als   3«  neue  Variable  und  stall  der  Function  U  die  Function 

einführt.  Die  allgemeineren  Gleichungen,  welche  Poisson  und  Lagrange  für 
den  Fall  erhalten  haben,  dass  man  irgend  welche  andere  Bestinimungsstücke 
der  Punkte  des  Systems  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  als  Variable 
einführt,  erhalfen  in  der  Modificalion,  die  ihnen  Hamilton  gegeben  hat,  eben- 
falls die  canonische  Form.  Dieselbe  canonische  Form  der  Differenlialfflei- 
chungen  wird,  wie  Poisson  und  Lagrange  gezeigt  haben,  erhalten,  wenn  man 
das  vorgelegte  mechanische  Problem  als  ein  Störungsproblem  betrachtet,  und 
die  einer  Zeit  /  =  0  in  dem  Näherungsproblem  entsprechenden  Werthe  der 
oben  mit  q  und  p  bezeichneten  Grössen  als  Variable  einführt.  Endlich  werden 
auch  die  bekannten  Ausdrücke  für  die  DilferentiaUjuolienlen  der  gestörten 
Elemente  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  durch  eine  leichte  Modi- 
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ficatioii,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  in  die  canonische  Form  gebracht,  und 
das  Gleiche  gilt  für  die  durch  eine  beschleunigende  Kraft  gestörten  llotalions- 
elemente  eines  festen  Körpers  um  einen  festen  Funkt.  x\lan  hatte  so  mehrere  Bei- 
spiele, in  welchen  ein  und  dasselbe  System  von  Dilferenlialgleichungen,  welches 
die  canonische  Form  hat,  auf  mannichfaltige  Art  durch  Einführung  neuer  Va- 
riablen wieder  in  die  canonische  Form  zurückkehrt.  Indessen  war  es  wün- 
schenswerth  hierfür  eine  allgemeine  Regel  und  ein  allgemeines  Verfahren  auf- 
zufinden, wie  dieses  in  den  Theoremen  X.— XIL  geschehen  ist.  Die  Formeln 
für  die  Variation  der  Constanlen  in  den  Problemen  der  Jlechanik.  und  zwar 
in  ihrer  einfachsten  Gestalt ,  sind  hiernach  nur  ein  Fall  der  Transforinalion 
einer  canonischen  Form  in  eine  andere.  Diesen  Fall  giebt  das  allgemeine 
Theorem  X.  auf  folgende  Art. 

Es  seien  die  DifTerentialgleichungen  eines  Problems: 

dt         (9/>,        dp,   '       dt 

dq^^dH_dH^        dp^ 
*  dt         dp,  +  dp,   '       dt 


dH 

dH, 

ör/, 

dH 

d<j. 

dH, 

dH 

dH, 

dq,„  _  dH       dH,         dp,,, 
dt         dp,,,        dp,,,  '        dt  dq„,        dq,„ 

in  welchen  //,  eine  beliebige  Function  der  Grössen  q,,,  p,,  und  der  Grösse  /, 
H  eine  Function  derselben  Grössen  q,,,  pi,  bedeute,  die  aber  nicht  /  enthält. 
Setzt  man  in  dem  Theorem  X.  —{H+Hi)  für  7/,,  die  Grössen  </,,  qo^  ...  </,„, 
für  ß,,  «2,  ...  «„,,  die  Grössen  />, ,  />, ,  ...  p,„  für  /:?j,  ji,,  .  .  .  /•>,„.  ferner 
«,,  cf,,  ...  a„,,  ßi,  /?3,  ...  /•;„,  für  «;,  «;,  ...  «;„,  ß[,  ß:,,  .  .  .  ß',„,  so  er- 
halt man  die  allgemeinste  Transformalion  der  vorgelegten  Dilferentialgleichungen 
in  andere  von  der  nämlichen  Form,  indem  man  eine  beliebige  Function  der 
Grössen  q,^  </>,  .  .  .  q,„,  «, ,  cfo,  ...  «,„  anniuimt, 

fiqi.qz,  •■•  q.,,  «i,«2, ...  «„.), 

und  die  Gleichungen  bildet: 

d\p  dxp  __  dtp 

öip  _  p  d^  _  o  ^^  _  p 

da,  -''"  ö«,   ~'^^'  •    •    •       ö«„.  ~'^"" 

führt  mau  die  durch  diese  Gleichungen  bestimmten  Variablen  «j,  «, ,  ...  cf„, 

.lacobi,    Dynamik.  59 
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/i',,  /y,,  .  .  .  li„  slalt  der  ui-sprünglichen  Variablen  qi,  </,,  .  .  .  q„,  p,,  jh,  .  .  . 
p,„  in  die  gegei)enen  Did'erentialgleichungen  ein,  so  erhalten  sie  zufolge  des 
Theorems  X.  wieder  dieselbe  Form.  3Ian  erhält  nämlich  zufolge  dieses 
Theorems,  wenn  man  H+Hi  durch  die  neuen  Variablen  «,,  «,,  ...  «,„,  /i,, 
/:/,,  .  .  .  />',„  ausdrückt,    die  gegebenen  Differentialgleichungen  in  die  folgenden 

transformirt: 

da,         dH    ,    ö//,  dß,  dH        dH, 


dt 

-    dß, 

'    ö,^.   ' 

dt 

da, 

da,    ' 

da^ 

dH 

dH, 

dß. 

dH 

dH, 

dt 

"  öß. 

'    dß.  ' 

dl 

da.. 

da,    ' 

da,,. 

dH 

,dH, 

dß,„ 

dH 

dH, 

dl  dß,„        dß,n  '         dt  da,,,        da,,, 

Man  erhält  die  Formein  für  die  Variation  der  Constanten,  wenn  man  die  ganz 
willkürliche  Function  (/'  so  bestimmt,  dass  vermittelst  der  Gleichungen 

dip  d\p  _  d^U   _ 

-dT,=~P''       ö^  -  ~P''      ■    ■    ■      d^~  ~P"' 

die  Function   H  sich    auf  eine   der    Grössen   c,    z.  B.    auf  a„,  reducirt,    was 
immer  möglich  ist.     Vermittelst  dieser  Gleichungen  wird  nämlich 

H  =  «„ 
eine  partielle  Differentialgleichung  zwischen  </'  und  den  unabhängigen  Variablen 
(Jii  (Ji-,  ■  ■  ■  (Jm,  in  welcher  die  gesuchte  Function  ^t>  nicht  selber  vorkommt, 
sondern  nur  ihre  ersten,  nach  diesen  Variablen  genommenen  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten, und  man  wird  immer  eine  solche  Function  i^  finden  können, 
welche  dieser  Gleichung 

H  =  a„, 

Genüge  leistet  und  ausser  den  Grössen  «jr,,  </,,  ...  q,,,,  a,„  noch /m~1   andere 

Grössen  Kj,  f/j,  ...  c/.„,_,  involvirt,    unter  welche    eine  bloss    durch  Addition 

mit  1/'  verbundene  nicht    mit   zu  reclinen  ist.     Hat  man  eine    solche  Function 
(/'  gefunden,  für  welche  der  Ausdruck 

Hiqi ,  5-3 ,  .  •  ■  q,„ ,  pi ,  P2 ,  •  •  •  p,„)  -  «,„ 

dtp  dxp  dip\ 

~d^'  ~^  d^J~""' 

identisch  gleich  Null  wird,    so  reduciren  sich   die    transformirlen  Diilerential- 
gleichungen  für  diese  besondere  Function  auf  folgende: 


H(q,. 
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da,           dH, 
dl     ~   dß, 

dß,          dH, 

'           dl      ~        da,  ' 

da,           dH, 

dt           dß. 

dß,              dH, 

'           dt                da,  ' 

(/«„,_,        dH, 

rfA.-.             dH, 

dt     ~  Ö/5,„_, 

,'         dt              da,„,.r 

da,,,     _    dH, 
dt     ~   dß„, 

dß,„              dH,       . 
dl      ~       da.„ 

Sf>t7,t  man 

C',n  =   't, 

li.=--{t  +  r). 

SO   werden  die  lieiden  lelzlcn  Cileicliungen: 

dh 

dH,          dT        dH, 

dt    ~ 

dt  '       dt    ^  dh 

Man  orliält  dann  die  nach  f  g-enomnienen  DiiTerenlialquolienlen  aller  neuen  Va- 
riablen durch  die  partiellen  DifTerenlialquotientcn  der  Function  //,  allein  aus- 
ij-edrückl,  welche  man,  wenn  H  den  hauptsächlichsten  Theil  von  //+//i  aus- 
macht, als  Slöruno-sfnnction  befrachten  kann.  Setzt  man  in  den  vorstehenden 
Formeln 

//,  =  0, 
so  zeigen  dieselben,  dass  die  Differentialgleichungen: 

(/(/,   _       dH         dg,  _       dH 
~dr~'      dp,   ■       dt    ~      dp,''     '  ' 

dp^_dn_        dp,  _       dH 

~dr  ~       dq,  ^       dt    ~       dq,'      '   ' 

sich  vermittelst  der  Gleichungen 

dxp 


dq,„ 
dt 

dH 

dp„  ' 

dPm 

dt 

dH 

dq,„ 

dxp 
dq,   - 

-Pi^ 

dxp 

dq,  =      Z'-       •    •    • 

drp 

da,    " 

!a-      ^-      ••• 
da. 

dq,„ 

dtp 

da,„_ 


in   welchen    (/'('/n  7^-  ••■  <]«>-  ^<n  fh,  ■■■  «m-i,  A)  +  Constante    eine  vollständige 
Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung 

H[qi,q2,...  q„,,  Pi,P2,  ■■■?,«) 

f                              dip         dxp  ^V'>_i, 

=  H{,qi,q.--..q,.,  -^^-J^ d^J"'' 


dq,  '       dq,  dq„ 

59* 
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isl.  in  (iie  Gleichiinn-en 


^  =  0,    ^  =  0,    ...    -^  =  0,  1  =  0. 

dt    ~"'        dt    ~^'      ■    ■    -          (/<      ^"'  (//    "^^ 

Iransformiren,   oder  dass  ihre  vollständigen  Integrale  erhalten  werden,   wenn 
iT)nn  in  den  (ileichungen: 


OlJl 

dtp 

=  -//o,        .     . 

8a,    -      '^" 

da. 

=      P^,       • 

5V            . 

dh   ~ 

-{t  +  T) 

die  Grössen  «i,  «o,  ...  «,„_,,  /Jj,  p', ,  . . . /5\,_, ,  ä,  t  als  willkürliche  Gonslanten 
betrachtet.  Diese  Grössen  werden  aher  variabel,  wenn  man  nicht  H^  —  Q  hat, 
und  sind,  wenn  man  //j  als  Störungsfunetion  betrachtet,  gleichzeitig  die  ge-? 
störten  oder  veränderlichen  Elemente. 

Die  vorstehenden  Belraclilungen  zeigen,  dass  das  Theorem  X.,  von 
dem  ich  oben  einen  directen  Beweis  gegeben  habe,  sowohl  die  Zurückführung 
eines  mechanischen  Problems,  in  welchem  der  Satz  von  der  lebendii^en  Kraft 
gilt,  auf  die  vollständige  Integration  einer  partiellen  Dill'erentialgleichung  erster 
Ordnung  umfasst,  als  auch  die  allgemeinsten  und  einfachsten  Formeln  für  die 
Variation  der  Constanten.  Ich  bemerke  auch  noch,  dass  der  hier  gegebene 
Beweis  der  Formeln  für  die  Variation  der  Gonslanten  sich  dadurch  von 
andern  unterscheidet ,  dass  man  nicht  besonders  den  Satz  zu  beweisen 
braucht,  dass  die  in  die  partiellen  Diirerenlialquolienten  der  Störungsfun- 
etion multiplicirlen  Ausdrücke  nicht  t  explicite  enliialten,  indem  man  durch 
eine  directe  Transformation  der  gegebenen  Dilferentialgleichungen  Formeln  für 
die  Variation  der  Elemente  findet,  in  welchen  die  partiellen  DilTerentialquo- 
tienten  der  Störungsfunetion  nur  mit  +1  oder  —1  raultiplicirt  sind,  woraus, 
wie  man  weiss,  der  angeführte  Satz  für  jedes  beliebige  System  von  Elementen 
von  selber  folgt. 

§.  42.     Allgemeinste  Transformation  einer  partiellen  Differentialgleichung 

erster  Ordnunc. 

Wir  haben  oben  gesehen,  dass  die  Integration  eines  Systems  gewöhn- 
licher Dilferentialgleichungen,  welches  die  canonische  Form  hat,  auf  die  voll- 
ständige Integralion    einer   partiellen  Dilferenlialgleichung   erster  Ordnung  zu- 
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rückkoiiinil ,  in  welcher  die  gcsticiile  Fuiiclion  iiiclil  selber,  sondern  nur  ihre 
erslcn  Dillerenlialquotienten  vorkommen.  Die  allgemeinste  Arl  der  Traii>- 
ibrmalion  einer  canonischen  Fctrni  in  eine  andere  muss  daher  zu  gleiciier 
Zeit  die  allgemeinste  Transl'ormalion  einer  partiellen  DiHerenlialgleichnnii  der 
erwähnten  Art  gehen.  Denn  wenn  man  statt  der  nnhekannten  Function  und 
der  unabhängigen  Variablen  eine  gleiche  Anzahl  beliebiger  Functionen  der- 
selben als  neue  unbekannte  Function  und  unal)hängige  Variablen  eini'ührl,  so 
giebt  dies  noch  keineswegs  die  allgemeinste  Transformalion.  indem  die  all- 
gemeinsten Substitutionen  zu  gleicher  Zeil  noch  die  partiellen  DilFerenlial- 
quotienten  selber  involviren,  wie  dieses  aus  nachfolgendem  Theorem  erludll, 
in  welchem  die  gegebene  partielle  Dill'ercnlialgleichung  auch  die  unbekannte 
Function  selber  auf  irgend  eine   Weise  enthalten  kann. 

Theorem   XV. 
„Es  sei  die  partielle  Di/ferentialgleiclmug  gegeben: 

y^  ^  CK ,  x, ,  .E, , . . .  a  „ ,  ^^^ ,  ^,^.^ ,       g^j  -  u, 

so  erhält  man  ihre  allgemeinste  Transformation,  wenn  man  eine  neue  unbe- 
kannte Function  Z  einführt,  welche  man  einer  beliebigen  Function  von  W, 
a;,,  .rj,   ...   x„,  und  n  neuen  Grössen  <, ,  t,^  ...  /„  gleichsetzt, 

Z  =  /■(  W,  ;r, ,  a-o,  . . .  x„,  <i ,<,,.. .  t„) , 
und  aus  den  2«  +  2   Gleichungen : 

F=0,     Z  =  f, 

_^d]V      di^_  dZ  ^  df 

BW  dx,  "^  8x,  ^    '       dl,   ""  dt,  ' 

df  dW_^    ^/"  -0      ^^  _  ^f 


dW  dx.,   '    dx^         '      dt,        dt,  ' 

dWäx,.  '^dx„  ~     '       dt,.  "  dL  ' 

dW     dW  BW 

die  2w4-l   Grössen   W,  Xi.  x.,,  ...  x„,  ^-7,  -^^ — -,  •••  ^r —  eliminirt,   wonacli 

man  eine   Gleichung  zwischen  Z,   <, ,   <2 ,    ...   /„ ,    -^ ,  -tj—  ,  •  •  •  -^    erhält, 

welches  die  transformirte  partielle  Di/ferenlialgleichung  ist." 

Weniger  allgemein    ist    die   in  Folgendem  Theorem  enthaltene  Trans- 
formation. 
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Theorem    XVI. 
„Es  sei  zwischen   W  und  den  n  vnabluhKjigen  Variablen  o-,,  otj,  ...  x„ 
eine  partielle  Diff'erenfialgleichvng  erster  Ordming  gegeben,  so  erhält  man  eine 
Transformation  derselben,    wenn    man  Z   einer    beliebigen  Function  dieser  und 
der  n    Variablen  /,,  t..   ...   t„  gleichsetzt, 

Z  =  /•(^r,.r,,a-,,,....r„, /,,/,, .../„), 
lind  ansserdein    zwischen    den  in   f  enthaltenen    Variablen   beliebige  Relationen 
annimmt, 

f,{W,x,,x,,...x„,t,,t,,...t„)  =  0, 

f,{W,x^,x,,...x„,t,,t,,...f„)  =  0, 


fkiW,x,,x.,  ...  x„.l,,ti,...  t„)  =  0, 

deren  Zahl   k   aber    kleiner  als  n    sein  7nvss:    eliminirt  man   vermittelst  dieser 
/,•_[_!    (ileichnngen  und  vermittelst  der  Gleichungen: 

,jdw     df  ,'öfef  df,.  __  „ 


dW       df  df  df,  df,    _   . 

ö«,   ~  dl,  ^  '  dL  +  -  dt   ■     +'■'•  dt  ' 


dz   _    df   ^.^   df    ^,   df,  ^      ^,   df 


+h^  +  >'2-^+-+-K 


dt,  dt,    '     '  dt,    '     -  dt,    '        '     '  dt 


dZ    _     df  df  df  df, 

In:  ~  'dL^'-'w;^-  di„.  '^'"^'-'dt,, ' 

^"  -  öTr  +  ^^öF+  -öTF+     '^^'ÖW 


r    f<  w  cyW    dW  dW     ,      , 

«iie  drossen    kV,  .r,,  .t,,   ...   .r„,  - — ,  t^,   •••  —7-,  y'.,,  /.,,  ...   /.,,,  so  rer- 


"] 


wandelt  sich  die  gegebene  Differentialgleichung  in  eine  andere  ztvischen  Z  und 
den  unabhängigen   Variablen  t^^  /,,   ...  <„.'" 

Die  l)ei(leu  Theoreme  XV.,  XVI.  bedürfen  keines  Beweises. 


lieber   die  vollständigen  liösnngen   einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung. 


§.    1.     Zusaiumenbiuig  der  vollständigen  Lösung   einer  partiellen  Difi'erentialgleiciiung 
mit  dem   System  der  vollständigen  Integralgleichungen  eines  Bystems  gewiilDilicIier 

Difl'erentialgleichungen. 

TT  eiiii  eine  parlielle  DKrerenlialgleicIumg-  erster  Ordiuinji'  die  »je- 
suclile  Funclion  selbst  entluilt,  so  giel)t  eine  vollständige  Lösung  derselben 
die  vollständigen  Integralgleichungen  eines  Systems  gewöhnlicher  Dill'erenlial- 
gleichungen,  welche  den  in  der  Dynamik  auflrelenden  ähnlich,  aber  von  all- 
gemeinerem Charakter  sind.  Man  iial  dann  folgendes  Theorem : 
Es  sei 

S  =  f{f,  Qi ,  ^/.. ,  ■  •  •  q.n ,  «,  f<, ,  ß, ,  . . .  f/,„) 
e'me  vollständige  Lösunq  der  partiellen  Di/f'erentialgleichm/g 

VW  ff  eine  Function,  von 

.  „        dS         dS  dS 

''     ?■'     'h:     ■   ■   ■     7.,     ^     ^,     ^,     •  •  •     ^ 

und  n,  «1,  «2,  .  .  .   a.,„  die  willkiirlichen  Constanten  bedenten;  man  setz-e  in 

tl  für  -3—,  -rr-i  ■•"  "y~  die  Grössen  />, ,  p^.  ■  ■  p,„.  nnd  bilde  die 
Gleichungen 

S  =  f[t,  qx^qi,--  q,n ,  r«.  «,,«..,•■  ■  « ,„)  • 
,     öf  df  öf 

(1.)      ■     -d^-P'^    W.-^'-'    •  ■  ■    0^  =  ^'"" 

\  da      da,     o«^  äa,„  1       1   •     i  17 

WO  ß,  ft\ ,  ßi-,  •  ■  ■  ßm  tifue  uiillkürliche  Constanten  bedeuten :  so  sind 
diese  Gleichungen  die  vollständigen  fnlegralgleichungen  eines  zwischen  den 
Variablen 

l,     9,,     9,,     .   .   .     q„,,     S,     /j,,     /Jo,      .   .   .     p„, 
Statt  findenden  Systetns  gewöhnlicher  Differentialgleichungen: 
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dt    ~'  dp,  '       (//    "  c%  ">      '   '   '       dt         dp„  ' 
^  .  rfS  dH    ,       OH   ,        ,        dH       .j 

'dp,   __dH__      dH_      dp^__öH__     jöff  ^bhlL-^^^^     ^ 

1h"^~  dq,       P'  öS  '      dt    ~       ciq.^       P-  dS  "•   '"     dt    ^       öq,„       P'"  dS 

3Ian  kann  in  den  Gleichungen  (1.)  die  Proporlionen 

df  .  df  ,      .  df 

da   '  da,    '        '  da,„ 

durch  folgende  Gleichungen  ersetzen: 


/5:p\:---:/i,. 


'ö 


f  _.,  ,  -r      u„  ^/^_.,    .  r  ^r.n.lL 


13.)        log-|^  =  7  +  T,     log^  =  7.  +  7',     ...     log^  =  5,„  +  7'. 

wo    7  =  log/:/,    j'i  =  log/i,,    ...  ^,„  =  log/i,„    ehenfallp  willkürliche  Conslanten 
hedeulen  und 

dT    _        dH 

dt     ~~        dS 

7,u  setzen  ist. 

Der  Beweis  des  vorstehenden  Theorems  kann  l'olgendermassen  ge- 
führt werden.  Wenn  man  die  Integralgleichungen  dilFerentürt,  und  nach 
geschehener  DilTerenlialion  die  Dillerentialgleichungen  (2.)  substiluirl,  so  hat 
man  nur  zu  zeigen,  dass  die  so  erhaltenen  Gleichungen  durch  Substitution  der 
aus  den  Integralgleichungen  entnommenen  Werthe 

(4.)       S  =  f,    in  =  -^.    P'-^Wr    •  ••    P"'  =  dt. 
identisch  werden.     Dies  folgt  aber  unmittelbar  daraus,  dass  die  Function 

selbst,  mithin  auch  ihre  nach  den  Grössen 

7,,      «/,,      .    .    .      q,„,      a,      «,,      «,,,      ...      a.,„ 
genommenen    partiellen    DilTerentialqnotienten    identisch    gleich    Null   werden, 
wenn    man    in    denselben   vor    den    anzustellenden   partiellen    Dilferentialionen 
die  nämlichen  Werthe  (4.j  substituirt. 

Ich  will  aber  jetzt  zeigen,  dass,  wenn  die  zu  Grunde  gelegte  Lösung 
S  =  /'  eine  vollständige  ist,  die  Gleichungen  (1.)  auch  wirklich  ein  System 
Doltständif/cr  Integralgleichungen  bilden  können. 

Damit  die  Lösung  S  =  f  einer  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung   eine   vollständige   sei,    darf  dieselbe   keiner   andern  von   den 
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vvillkürliciion  Coiislantcn  Ircioii  parliolleii  Diircrontialgleichung  crslcr  Ordiiiiiiir 
zwischen  denselben  Variablen  Geniige  leisten.  Da  man  aus  zwei  partiellen 
üili'erentialgleichungen  erster  Ordnung-  zwischen  den  Variablen 

S,     t,     r/i,     (/,,      ...      «/,„ 

dS 

immer  einen  partiellen  üiirerenlialquolienleii,  z.  H.  ^-~j- •,  eliminiren  kann,  so 
kann  man  die  aufgestellte  Bedingung  auch  so  aussprechen,  dass  es  keine 
identische  Gleichung  allein  zwisclien  den  Grössen 

df       df  df 

geben  darf,  oder  dass  die  Ausdrücke 

f       of_         dl^  öf_ 

ö(/,  '       dq,  '  dq„, 

als  Functionen  der  willkürlichen  Constanten 

f/.     (•',,     «.,,     ...     «„. 
betrachtet,    von    einander    unabhängig   sein    müssen.     Es    wird    daher,    wenn 
S  =  f  eine  vollständige  Lösung  ist,  die  aus  den  Grössen 

öf  df  df  df_ 


da  ' 

ö«,  ' 

ö«,  ' 

ö«.' 

d'f 

Ö7 

d^f 

ÖV 

da  dq,    '' 

da.dq,   ' 

da^dq,   ' 

öa,«  dq, 

d'-f 

d"-f 

d"-f 

d^f 

dadq,    ' 

da^dq,   ' 

da^dq^  ' 

da„,dq.^  ' 

d'f  d"-f  v"-f  _   .    .  ö'f 

dadq,,.   ''       da^dq,,,''       da.^dq,„''      '  da„dq„ 

gebildete  Determinante  nicht  verschwinden.     Setzt  man 

■     iL 

da 


''      da, 

=  «1, 

df 

jhenden 

Grösse 

n: 

u, 

«,, 

w,,         .    . 

■          Wm, 

du 

du, 

du. 

Ö!<™ 

dq,   ' 

dq,   ' 

dq,   ' 

ö</,    ' 

dtl 

du. 

du. 

du^ 

dq,^ 

dq,  \ 

dq,' 

dq,  ' 

du 

du. 

du. 

du„ 

äq„' 

dq.' 

ör/„' 

dq... 

Jacobi,    Dynamik. 
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Nach  einer  von  mir  in  dem  Aufsatze  „De  bhiis  quibuslihet  fmictio- 
nibus  homogetieis'"  elc.  aufgestellten  und  auf  die  Transformation  der  viel- 
fachen Integrale  angewandten  Satze  "")  ist  die  Determinante  der  vorstehenden 
Grössen  gleich  der  in  Bezug  a/if  (/,,  q,,  ...  q,„  gebildeten  Functionaldeter- 
minante  der  Grössen 

M,  «a  _  lim 

1  ^  *     '     '  f 

U  H  U 

mnlliplidrt  mit  u"'~^\     Man  iiat  daher  den  folgenden  Satz: 

Theorem   I. 
Es  sei  f  eine  beliebige  Function  der  Grössen 


</!,     q^.,     •   .   •     q,„,     «, 

«,,      «,,      .   .    .      «„,, 

so  ist  die  in  Bezug  auf  a,  Ki,  Kj,  .  . 

.  a„  gebildete  Fnnctionaldeterminante 

der  m\\   Functionen 

f       df          df 

df 

dq^ 

gleich  der  in  Bezug  auf  q^,  q.,  .  .  . 

q,„  gebildeten  Functionaldeterminante 

der  m  Functionen 

df            df 

du,            da^ 

df 

da,. 

df   '      df   ' 

df     ' 

da              da 

6a 

m/ilfiplicirt  mit  (-^J 

Aus  dem  vorstehenden  Theorem  ergiehl  sich  das  folgende 

Theorem   II. 

Es  sei  S  =  f  eine  vollständige  Lösung  einer  zwischen  der  Function  S 
und  ?M-|-1  unabhängigen  Variablen  gegebenen  partiellen  Diff'erentialgleichnng 
erster  Ordnung;  es  seien  ferner  die  in  f  enthaltenen  willkiirlichen  Constanten 


so  sind  die  n  Quotienten 


a, 

«i,        «2,        •     . 

■         (im-- 

df 
da, 

df 

da. 

df 

da„ 

df 

da 

df     ' 

da 

df 

da 

")    Crelles  Joiinial,   Bd.  XII,  p.  40. 
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in  Bezug  auf  je  m  der  w+t  ]  ariablen  von  einander  viinhhüngige  Fun- 
ctionen, oder  es  giehf  zwischen  diesen  Quotienten,  einer  der  ni-\-\  Varia- 
Ijfen  und  den  unllkitrUchen  Constanten  keine  identische  Gleichung. 

Daraus,    dass    zufolge   der    Definition    einer    vollständig-en   Lösung   die 
Functionen 

r    IL     IL  IL 

in  Bezug  auf  a,  «,,  r/;,,  ...  a„,  von  einander  unabhängig  sind,  folgt,  dass 
man  aus  den  Gleichungen  (l.j  die  willkürlichen  Constanlen 

a       a         a  a  A-        IjL.        .   .   .       I^"" 

durch  die  Variablen 

S,     </,,     9>,     ...     (j,„,    /j|,     p,,     ...     p,„ 

ausgedrückt  erhalten  kann.  Aus  dem  Theorem  II.  ergiebt  sich  aber  ferner, 
dass  man.  wenn  S  =  f  eine  vollständige  Lösung  ist,  aus  den  Gleichungen  (1.) 
immer  auch  die  Grössen 

S,     t,     f/i.     (75,     ...     </„,,     /;,,     ;;,,      .   .   .     p,„ 

durch  t  und  die  angegebenen  willkürlichen  Constanten  erhalten  kann.  Wenn 
daher  S  =  f  eine  vollständige  Lösung  ist,  so  erfüllen  di(;  Gleichungen  (1.) 
die  Bedingungen,  welche  im  Allgemeinen  zu  einem  System  vollständiger  Inte- 
gralgleichungen erforderlich  sind.  Ist  aber  diesen  allgemeinen  Bedingungen 
genügt,  so  zeigt  der  im  Vorigen  angedeulele  Beweis,  dass,  wenn  die  partielle 
Differentialgleichung,  deren  vollständige  Lösung  S=f  ist,  die  Gleichung 

ist,  durch  die  Gleichungen  (1.)  das  System  der  gewöhnlichen  Dilfercntial- 
gleichungen  (2.)  vollständig  integrirt  wird. 

§.  2.  Von  den  überzähligen  willkürliclien  Constanten. 
Bei  Aufsuchung  einer  vollsländigen  Lösung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung ereignet  es  sicli  bisweilen,  dass  durch  den  naturgemässcn  Gang  der 
Betrachtung  eine  grössere  Zahl  willkürlicher  Constanten  in  die  Lösung  einge- 
führt wird,  als  zu  einer  vollständigen  Lösung  erfordert  wird.  Es  kann  in 
solchen  Fällen  die  Symmetrie  zerstört  werden,  wenn  man  einige  derselben, 
wie  es  verslattel  ist,  gleich  Null  setzt,  und  es  daher  rathsam  sein,  sämmtliche 

60* 
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willkürliche  Constanten  in  der  Lösung  beizubehalten.  Die  Function  S  ent- 
hält dann,  wenn  wir  uns  auf  den  Fall  der  Dynamik  beschränken,  in  welchem 
S  in  der  partiellen  Dillercntialgleichung-  nicht  vorkommt,  und  wenn  wir  von 
der  additiven  Conslante  ahstrahiren,  mehr  als  m  willkürliche  Constanten,  die 
icii  mit 

«1,       ß,,       ...        «4 

bezeichnen  will,  wo  k  >  ni.  Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  diese  will- 
kürlichen Constanten  sich  in  der  Function  S  nicht  auf  eine  kleinere  Anzahl 
bringen  lassen,  indem  man  gewisse  Functionen  von  ihnen  als  die  willkürlichen 
Constanten  einführt. 

Um  den  hier  betrachteten  Fall  auf  den  früheren  zurückzuführen,  wo 
die  Function  S  gerade  die  gehörige  Anzahl  von  m  willkürlichen  Conslanten  ent- 
hält, kann  man  sich  vorstellen,  dass  beliebige  m  von  den  Grössen  «j,  «..,,...  a^ 
diese  m  willkürlichen  Constanten,  die  übrigen  k  —  m  aber  beliebige  particulare 
Constanleu  sind.  Man  kann  hierdurch  sämmtliche  im  Vorigen  gefundene  Re- 
sultate auf  den  Fall  anwenden,  wo  die  Lösung  S  überzählige  willkürliche 
Coiislanleu  enthäll. 

Es  folgt  hieraus  zunächst,  dass  die  Gleichungen 

dS  __  BS  _  dS  _ 

^  ]  öS  dS        ,  dS         , 

wiederum  Integralgleichungen  des  Systems  der  dynamischen  Gleichungen  sein 
werden,  und  dass,  wenn  man  von  den  letzlern  k  eine  Zahl  lu  beliebig  aus- 
wählt, diese  mit  den  erstem  tu  zusammen  als  das  ganze  System  der  voll- 
ständigen dynamischen  Integralgleichungen  angesehen  werden  können.  Die 
übrigen  k~m  Gleichungen  müssen  daher  aus  ihnen  folgen.  Wenn  diese  Glei- 
chungen aber  auch  nichts  Neues  ergeben,  so  können  sie  doch  bemerkenswerthe 
Combinalionen  der  übrigen  sein,  zu  welchen  man  auf  diese  Weise  durch  die 
überzähligen  Constanten  gelansl. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Constanlen  /5\,  /:?,,  ...  /:?,, 
nicht  alle  willkürlich  sein  können,  sondern  dass  k  —  m  unter  ihnen  von  den  übrigen 
und  von  den  Constanten  «j,  «2,  ...  a^  abhängen,  und  eben  so  muss  eine 
Zahl  k—m  von  den  Functionen 
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durch   die  übrigen  und  die  Conslanlen  «,,  oio,  ...  c^  bestimmt  werden  können. 
Dies  ergiebt  sich  auch  durch  die  iulgcnden  Betrachtungen. 
Zwischen  den  Functionen 

dS_        dS_        dS_  ^  * 

dt    '        dq,  '       dq,'      '   '    '      dq,„ 

und  den  Grössen  /,  (/i,  «/o,  ...  </,„  giebl  es  eine  von  allen  willkürlichen  Con- 
stanten freie  Gleichung,  die  gegebene  partielle  DilFcrcntialgleichung.  Wenn 
daher  diese  Functionen  willkürliche  Conslanten  «,,  k_,,  .  .  .  a„,_^_,  enthalten, 
so  sind  sie,  als  Functionen  von  diesen  betrachtet,  nicht  von  einander  unab- 
hängig, und  es  verschwindet  daher  ihre  in  Bezug  auf  «,,  (f.,^  ■■■  «,„+i  ge- 
bildete Functionaldeterminante.  Aber  diese  ist  dieselbe,  wie  die  in  Bezug 
aul"  f.  ^1,  q.;  ■  ■  ■  q,„  gebildete  Functionaldeterminante  der  Functionen 

ds      es  ds 

oa,  ca.-,  <:'«»,+ 1 

und  ihr  Verschwinden  lehrt,  dass  es  auch  zwischen  den  letzteren  Functionen 
eine  von  den  Grössen  t,  q^.  </,,  ...  q„,  unabhängige  Gleichung  giebt,  welche 
nur  noch  die  Grössen  r/j,  c/..  .  .  .  «,„_,_,  enthält.  Dies  aber  giebt  den  zu  be- 
weisenden Satz,  wenn  man  nach  und  nach  «,„+i,  «„,+,,  ...  a,.  für  «,„+,  setzt, 
oder  allgemeiner  für  «i,  «.,,  ...  «„,+i  beliebige  ?«+!  von  den  Grössen  «j, 
«2,  ...   Kl,  nimmt. 

Ich  bemerke  ferner,  dass  es  zwischen  den  Grössen 


t,  </!,     q--,     ...     7 


m>      "n 


«,,      «,,      .    .    .      a,. 


keine  Relation  giebt,    sondern  dass,  wenn  man  auf  eine  Gleichung  zwischen 
diesen  Grössen  kommt,  dieselbe  identisch  sein  muss. 

In  meiner  Abhandlung  „Dilucidaliones  de  aequationum  vulgarium  sy- 
slematis  etc."  *)  habe  ich  die  Folgerungen,  welche  sich  aus  dem  Vorkommen 
überzähliger  willkürlicher  Constanten  in  den  Integralgleichungen  ziehen  lassen, 
ausführlich  und,  wie  ich  glaube,  zuerst  untersucht,  indem  ich  in  dieser  Ab- 
handlung alle  allgemeinen  Betrachtungen  über  die  Natur  eines  Systems  ge- 
wöhnlicher Difrereulialgleicliungen  und  ihrer  Integralgleichungen  zusammen- 
stellen wollte,  durch  welche  die  Darstellung  der  von  mir  in  Bezug  auf  die 
dynamischen  Difforentialgleicliungen  gefundenen  Resultate  an  Klarheit  gewinnen 
kann.     Man  habe  im  Allgemeinen  eine  Anzahl  zu  einem  System  vollständiger 


*)    Crelle^  Jouinal,  Bd.  XXI II. 
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Integralgleichungen  gehöriger  Gleichungen 

(2.)       II,  =  0,     -«,  =  0,     .  .   .     w„,  =  0. 

aus  denen  man  durch  DilTerenlialion  und  Substitution  der  gegebenen  DilFe- 
rentialgleichungen  keine  neue  Gleichung  erhalten  kann,  die  sich  nicht  aus 
ihnen  von  seihst  ergiebt.  Enthalten  die  Gleichungen  (2.)  mehr  als  m  will- 
kürliche Constanten 

SO  kann  man  beliebige  k—m  derselben  als  überzählige  betrachten.  Löst  man 
die  Gleichungen  (2.)  nach  «,,  «o,  .  .  ■  «,„  auf,  und  erhält  dadurch  die  Glei- 
chungen 

(3.)       «5i  =  «i,      r.2  =  a,,      .   .   .     »,„  =  «,„, 
so  enthalten  die  Functionen  «j,,  «2.  •  •  •   *',„  bloss  die  überzähligen  willkürlichen 
Constanten 

Durch  Substitution  der  gegebenen  Diil'erentialgleichungen  müssen  die  Glei- 
chungen 

dvi  =  0,     dv,  =  0,     ...     dt\„  =  0, 

welche  aus  (3.)  durch  DilTereutiation  hervorgehen,  identisch  werden,  weil 
man  sonst  aus  (2.)  gegen  die  Annahme  durcli  DilFerenliation  und  Substitution 
der  gegebenen  Differentialgleichungen  neue  Integralgleichungen  ableiten  könnte, 
welclie  nicht  in  (2.)  enthalten  sind.  DifTcrentürl  man  die  Functionen  «,, 
tij,  .  .  .  1),,,  beliebig  oft  hinter  einander  und  setzt  für  jede  derselben 

ni+l  7H  +  2  k 

so  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  die  Gleichungen 

d»i  =  0,     dv,  =  0,     .   .  .     dv,„  =  0 

durch  Substitution  der  gegebenen  DilTerentialgleichungen  identisch  werden, 
auch,  dass  die  Gleichungen 

durch  die  Substitution  der  gegebenen  Differentialgleichungen  identisch  werden, 
weil  in  den  zu  subslituirenden  Diirerenlialgleichungeu  die  Grössen  ««„,+,, 
«.„+2,  .  .  .  «4  nicht  vorkommen.  Wenn  daher  die  Functionen  v,^  «o,  ...  v,„ 
überzählige  willkürlicke  Constanten    f/„+,,   «„^2,  ■  •  ■  «a  enthalfen,   so   werden 
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nicht  bloss  diese  Functionen  seihst,  sondern  aiicli  alle  ihre  l)eliehigc  Male 
hintereinander  nach  «„^i,  «m+ai  •  •  •  «t  genommenen  partiellen  Di/ferentiulquo- 
tienten  (Junstanten  gleich. 

Da  die  Gleichungen  (3.)  durch  Auflösung  aus  den  Gleichungen  (2.) 
erhalten  worden  sind,  so  müssen  die  Gleichungen  (2.)  identisch  werden,  wenn 
man  in  ihnen  für  die  Constanten  k,,  «j,  ...  k,„  die  ihnen  gleichen  Functionen 
«,,  45,,  .  .  .  v,„  setzt.  Man  niuss  daher  auch  identische  Gleichungen  erhallen, 
wenn  man  nach  dieser  Suhslitulion  die  Gleichungen  (2.), 

«1  =  0,     «2  =  0,     ...     u,„  =  0, 
in    Bezug   auf   die   tiherzähligen  Gonslanten    «,„+,,    «,„+2,    •  •  •    (h   diH'erentiirt. 
Um  die  hierdurch  entstehenden  Gleichungen  zu  hilden,  hat  man  lineare  Aus- 
drücke  aus   den   nach   den  Constanten   a^,  a-,,  ...  ß*.   genommenen   partiellen 
DiiFerentialquotienten  der  Functionen  ?/, ,  112,  ...  u^  mit  Grössen  zu    multipli- 
ciren,  welche  aus  den  nach  a,„+i,  «,„_,.2,  ...  ce,,  genommenen  partiellen  DiiFe- 
rentialquotienten   der   Functionen   i\,   v..  ...  v,„    zusammengesetzt    sind.     Da 
aber  diese,  so  wie  die  Functionen  ®j,  Vo,  ...  i\„,  Conslanten  gleich  sind,  so 
erhält  man  aus  jeder  zu  einem  Systeme  vollständiger  Integralgleichmigen  ge- 
hörigen Gleichung  u  =  0,    welche  überzählige  willkürliche   Constanten    enthält, 
andere  f/  =  0,  in  welchen  U  eine  lineare  Function  der  nach  den  icillkürlichen 
Constanten  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  gleich  hoher  Ordnung  ist, 
und  die  Cocfßcieuten  dieser  linearen  Functionen  Constanten  sind. 
Man  erhält  auf  diese  Weise  aus  den  Gleichungen 
w,  =  0,     «2  =  0,     ...     u,„  =  0, 
wenn  man  bloss  einmal  nach  «,„+,  difierentiirt,  die  folgenden: 


(4.)     { 


ö«,    ^  ^^  da,   ^       ^^"'  äa,„  ^  da,,  , 

du,  du,  du,  du  .. 

r^-d^+y^--d^+-+r,.-ötAd^.  ^  ^' 


(du„,  du„,    ,         ,         du„,         du„,  ^ 

''da,     ''-da,  '  ' '"  da„,    '  da„.|,i 

Hier  sind  /i,  /j,  ...  y,,,  die  Constanten,  welchen  respective  die  Functionen 

öü,  dv,  6vm 

öa„,+i'      ö«,„+i'  da,„+i 

gleich  werden.     Wenn   eine  von    den   Gleichungen  (4.)    keine    identische  ist, 


—    480    —      ■        -    . 

so  können  auch  zufolge  der  bekannten  Theorie  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  in  einer  der  Gleichungen  (2.)  die  will- 
kürlichen Constanten  auf  eine  kleinere  Anzahl  gebracht  werden. 

Difi'erentürt   man    zweimal    hinter    einander    nach    derselben   Constante 
«,„+1,  so  erhält  man  aus  jeder  der  Gleichungen  (2.),  w  =  0,  die  Gleichung 

rv  t/»    .du  du 

'  öa,  da^  da,n 

d"u  f,  d-ji  „  ^-^^ d''u 

WO  «,,  «2,  •  ■  •  die  conslanten  Werihe  der  Functionen 

sind.  DifTerentiirt  man  zweimal  hinter  einander  nach  verschiedenen  Constanlen, 
einmal  nach  a,„^i  und  dann  nach  «.„^j,  so  erhält  man  aus  n  =  0  die  Gleichung 

.,    du     ,   „    du     ,         ,  ^    du 
da^  da^  da,,, 

,         r      Ö'm  ,         ,  ,,      d^'u  ,         d'-n 

d'u  d'^u 

' '"  da„,da„,+2         da,„+idam+2  ' 

wo  Ci,  C21  •  •  •  Cmj  J'i«  P'i,  •  •  •  y'm  respective  die  constanten  Werthe  der 
Functionen 


bedeuten.  Diese  durch  Differentiation  nach  den  willkürlichen  Constanten  ab- 
geleiteten Gleichungen  können  entweder  neue  Integralgleichungen  sein,  oder 
sich  aus  den  Gleichungen  (2.)  ergeben. 

Die  Werihe  der  Constanten  p'i,  y.,,  ...  lassen  sich  im  Allgemeinen 
nicht  angeben,  sondern  müssen  nach  der  besondern  Natur  der  Gleichungen  (2.) 
und  der  gegebenen  Differentialgleichungen  jedesmal  bestimmt  werden.  Nur 
in  einem  besondern  Falle  habe  ich  ihre  all<jemeiuen  Werthe  angeo-eben.  Sind 
nämlich  die  zwischen  den  u+1  Variablen  Xi,  a;,,  ...  x„  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichungen : 

dx  :  dxi  :  dx,  : . . .  :  dx„  =  X  :  Xj  :  A',  :  . . .  :  X„ , 
und  nimmt  man  an,  dass  für  x  —  x"  gleichzeitig 

Xi  =  Xi^      ^2  ^  X'o  ,       ...      x„  =  x„ , 
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so  kann  man  in  den  vollständigen  Integralgleichungen  die  Constanten  x",  a;',', 
x",  .  .  .  x"  l'iir  die  willkürlichen  Constanlen  annehmen,  von  denen  eine  über- 
zoMig  sein  wird.  Hat  man  eine  dieser  Integralgleichungen,  m  =^  0,  welche 
diese  willkürlichen  Constanlen  stimmtlich  enthält,  oder  jedenlalls  eine  mehr 
als  die  gesammte  Zahl  der  Gleichungen  heträgl,  die  man  aus  u^O  durch 
DilFerentiation  und  Substitution  der  gejiebenen  üiirerenlialoleicliunaeu  ableiten 
kann,  so  dillerentüre  man  diese  Gleichung  einige  3Iale  hinter  einander  s(), 
als  wären  nur  die  Grössen  x!\  a,',,  .  .  .  variabel,  die  Grössen  x,  a;^,  ...  da- 
gegen constant,  und  als  hätte  man  die  üiirerentialgleichungen 

rfx"  :  dx'l :...:  dxl  -  A"* :  AT  :  . . .  :  A,!', 

wo  A",  A7,  ...  die  Werthe  von  A,  Ai,  ...  für  a;  =  et",  .x-,  =  .V/,  ...  be- 
deuten. Wenn  man  nach  jeder  DilTerenlialion  durch  diese  Gleichungen  die 
Differentiale  dx",  dx%  ...  eliminirt,  so  erhält  man  immer  durch  dieses  Ver- 
fahren wieder  Integralgleichungen.     Die  erste  und  einfachste  derselben  ist 

YD     Oll       I    yi)    Su  yii    du  „     du  ^ 

welche,  wie  man  sieht,  die   Form  der  Gleichungen  (4.)  hat. 


§.  3.    Aiivvendung  der  vorigen  Betrachtungen  auf  das  aus  einer  vollständigen  Lösung 
mit  überzäliligen  Constanteu  entspringende  System  der  dynamischen  Integralgleichungen. 

Diese  in  der  angeführten  Abhandlung  ausführlicher  auseinander  ge- 
setzten Betrachtungen  will  ich  jetzt  auf  den  Fall  anwenden,  wo  die  zur  Bil- 
dung der  Integralgleichungen  gebrauchte  vollständige  Lösung  S  die  Avillkür- 
lichen  Constanten  ßj,  a^^  ...  «„  enihäll,  von  denen  k~7n  überzählige  sind. 
Die  Anzahl  dieser  überzähligen  willkürliclien  Constanlen  kann  auch  unendlich 
gross  sein. 

Die  Integralgleichungen 

,.  .  öS  es  ds 

(10     P.  =  ^,    P.  =  ^,    ■■■   P.  =  s^ 

sind  solche,  aus  denen  durch  Differentiation  und  Substitution  der  gegebenen 
Differentialgleichungen  keine  nicht  in  ihnen  enthaltene  abgeleitet  werden  kann. 
Es  ergeben  sich  daher  durch  die  Formeln  (4.)  des  vorigen  <j.  aus  diesen  die 
neuen  Integralgleichungen: 

Jacohi,    Dynamik.  Ol 
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O  -  V  ^P'  +-/  ^P'  +...  +  -/  ^P-   I    ^P' 

(3.)     (^  =  ?''ä^+^ä^+-+^"'ö^+ä^.' 

wo  der  Kurze  weffen  »,,  »,,  ...  u„,  liir  -.^^ — ,   - — ,  •••  5 —  gesetzt  ist.   rLr- 

°        /  "  /  - '  i  "•  fjq^        cq,  aq,,, 

hält  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1.)  nach  den  Grössen  «i,  «2,  .  .  . 
«„  die  Gleichungen 

SO    sind   yi,  /j,  ...  y,„   zufolge   der  im  vorigen  §.    mitgelheilten  Sätze  die- 
jenigen Werthe,  welchen  die  Functionen 

dA,  dÄ,  _  _  _       dA,„ 

öa,„+i'      c/a,„-ui'  ö«m+i 

gleich  werden  müssen.     Substituirt  man  für  /i,  /,,  ...  /,„  diese  Functionen, 
so  werden  die  Gleichungen  (2.)  identisch. 

Man  kann  aber  zu  den  Gleichungen  (1.)    auch  noch   die   anderen  In- 
tegralgleichungen 

hinzunehmen,  und  erhält  dann  folgendes  System  von  Integralgleichungen: 


(4.)  {--^'d^+^'  da,  +       +/"'  da.,,  +ö«,„+i ' 


wo    die   Grössen   /?i,    /Jo,  ...    /:*',.  der  Kürze  halber   für   die  Functionen  ^^, 
£:_     ...     _ —  gesetzt  sind.     Erhält  man  durch  Substitution  der  Werthe 

«1  =  yl, ,       «2  =  -42,        ...       ß,„  =  A„ 

in  die  Gleichungen  (3.)  die  Gleichungen 

ßi^Bi,     ß,^B,,     .  .  .     ß,^  =  B„ 
so  werden  ()"i,  J.,  ...  c)\  die  constanten  Werthe,  welchen  nach  den  im  vorigen §. 
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angeslelllcn  Belraclilung-cn  die  Fuiiclioiien 


dB. 


dB, 


öB, 


gleich  werden.     Die    Gleicliiingen  (4.)  werden  identisch   wenn  man   in   den- 
selben für  ^1,  Y^i  •■■  7m,  f5\,  (J'o,  ...  d\  die  aequivalenlen  Ausdrücke 


(5.) 


71  = 


OB. 


7i 


cV,  =  . 


dA., 
SB, 


/  m 


dA,„ 

dB, 

da 


m+l 


subsliluirl.     Die  Werlhe,  welche  die  Conslanten 

7l,        /2,        •     ■     •        r.„,,        (J'l,        <^2,         .     .     •        (5'i 

in  den  Integralgleichungen  (2.)  und  (4.)  oder  in  den  Integralgleichungen  (5.) 
annehmen,  sind  Functionen  der  Constanten 

«1,         «2,         •     .      •         «i,         ßl,         ßl,         ■     ■     ■         ßk- 

Man  erhält  diese  Functionen,  wenn  man  in  (5.)  die  Werlhe  von  (/j,  q,^  .  .  . 
q,„  durch  /  und  die  willkürlichen  Constanlen 


P'i- 


A, 


ß,. 


ausgedrückt  suhstituirt,  nach  welcher  Substitution  die  Variable  t  aus  den  Aus- 
drücken rechts  vom  Gleichheitszeichen  ganz  herausgehen  muss.  Man  kann 
daher  in  (5.)  auch  ^  =  0  setzen,  und  für  ^j,  ^r,,  ...  gr,„  gleichzeitig  die  Fun- 
ctionen der  willkürlichen  Constanfen  subsliluiren,  welche  ihren  Anfangswerlhen 
gleich  sind.  Aehnliche  Formeln,  wie  die  vorstehenden,  erhält  man  in  Bezug 
auf  jede  der  übrigen  überzahligen  willkürlichen  Constanlen  ce,„+o,  «,„+3-,  •••  «i- 
Die  Gleichungen  (2.)  und  (4.)  kann  man  auch  folgenderniassen  schreiben: 


0  =  ri 


cß. 


0(], 


0% 


-72 


C9, 

dß., 


Oll, 


■  +  7„ 


■  +  7.. 


dß„i    ,  dß,„+i 


dß^ 


+ 


dq,     ■ 

dßm+i 


dq.,  dq, 


(6.) 


0 


=  /l 


dß, 


oq,n 

dß, 


7 


da. 


dß^ 

dq,n 
dß. 


+  ••■  +  /„ 


dß,.    ,  dß 


'm  +  l 


da^ 
öß., 


dq,,, 
,         dß„, 

dßm 


dqm    ' 

dßm  +  l 


Ott, 


■-\-7'r 


da. 


da^    ' 

dßm+l 

da,   ' 


(J. 


^'   da, 


^'  da, 


dß. 


m+l 


da,    ' 


Ol 
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wo  die  Grössen  /?i,  /?,,  .  .  .  immer  die  Functionen  (3.)  bedeuten.  Es  ist 
aber  /?,„;.,  einer  Function  der  Grössen 

g-Ieich,  welche  ausser  diesen  Grössen  keine  der  Variablen  enlliält,  wie  wir 
oben  gesehen  haben.  Subsliluirt  man  diese  Function  für  /a„+i,  so  zeigen  die 
Gleichungen  (6.),  dass  die  Constanten  — /i,  —7i-,  ■  ■  ■  —Vm  den  partiellen 
Dilferentialqnolienten  von  /5,„+i,  nach  /5,,  /ij,  .  .  .  p\,  genommen,  die  Constanten 
(Jj,  (3\,  .  .  .  (T^  den  partiellen  Differentialquotienten  von  /5^+i,  nach  Ci,  «o,  ... 
«i  genommen,  gleich  werden,  oder  dass  man  die  Gleichungen  hat: 


da,  di'i„,+i  t,   _     dß^     __  dß, 


m  +  l 


'^         c'a„,+i  (?/?,     '         '        c'a„,^i  öttj     ' 

_      C?«,       _  _  6ß„,+l  y     _      dß,       _  dß,n+i 

_      C*«,,,      _  Ößm  +  \  y     _      ^A      _  C^<^m+1 

»/•o  m  jeder  Gleichung  in  den  partiellen  Differentialquotienten  links  die  Grössen 
«1 ,  «,,...«,„ ,  /?i ,  ß-,^  ...  ßi  als  Functionen  der  Variablen  und  der  Übersähligen 
Constanten  «„+i,  «„,+2,  ■  •  •  «i  betrachtet  werden,  in  den  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten rechts  dagegen  die  Grösse  /?,„+,  als  Function  der  Constanten 
/i,,  /?,,  .  •  •  ßm,  «11  «2,  •  •  ■  <fk-  Es  folgt  hieraus  von  selbst.,  dass  die  Grössen 
^,,  /,,  ••••)  ^i-,  <^2-.  •••  constante  Werthe  haben. 

Man  sieht  aus   der  vorstehenden  Untersuchung,    dass   der  in  den  For- 
meln (4.)  des  vorigen  §.  enthaltene  allgemeine  Satz  für  den  besonderen  hier 
betrachteten  Fall  sich  unmittelbar  daraus  ergiebt,  dass  in  demselben  die  Con- 
stanten /?,„+!,  /^m+2i  •  •  •  ßk  Functionen  der  willkürlichen  Constanten 
«,,      K.,      ...      a,,     /?j,     /^.,      ...     ß^ 

sind.  Die  complicirteren  Formeln,  welche  sich  durch  wiederholte  Differentiation 
nach  den  überzähligen  Constanten  ergeben,  übergehe  ich,  da  auch  diese  For- 
meln sich  für  den  hier  betrachteten  Fall  daraus  ableiten  lassen,  dass  die  Con- 
slanten  /5,„_|.,,  /i„,+2i  •  •  •  ßk  Functionen  der  übrigen  sind. 

§.  4.     Wie  man  aus  einer  beliebigen  vollständigen  Lösung  einer  partiellen  DifFe- 
rentialgleichuug  erster  Ordnung  alle  ihre  übrigen  Lösungen  ableitet. 

Lagrange  hat  gezeigt,  wie  man  aus  jeder  vollständigen  Lösung    einer 
partiellen  Dilferenlialgleichung  erster  Ordnung  allgemeinere  ableiten  kann.     Es 
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gehört  diese  wichlio-e  Unlersucliuno;  zu  seinen  rrüiiesten  Arbcilcn  iiher  die 
partiellen  Dillerenlialglcichungen.  Aber  zur  Vollsliindigkeil  seiner  Theorie 
gehört  der  Nachweis,  welchen  er  nicht  gegeben  lial,  dass  die  von  ihm  ein- 
geführten allgemeinen  Formen  wirklich  alle  Lösungen  umfassen,  oder  dass 
die  willkürlichen  Functionen,  welche  sie  enthalten,  immer  so  bestimmt  werden 
können,  dass  eine  gegebene  Lösung  erhallen  wird.  Es  scheint  ferner  die 
Natur  der  verschiedenen  allgemeinen  Formen  nicht  in  das  i-echle  Licht  ge- 
setzt worden  zu  sein.  Ich  werde  im  Folgenden  eine  neue  Darstellung  dieses 
Gegenstandes  zu  geben  versuchen. 

Es  sei  eine  partielle  DilFerentialgleichung  erster  Ordnung  gegeben,  in 
welcher  wieder  die  gesuchte  Function  -S  heisse,  und  die  Grössen 

/,     (/,.     7,,,     .  .  .     q„, 

die  unabhängigen  Variablen  seien.  Man  kenne  irgend  eine  vollständige  Lö- 
sung dieser  partiellen  Dillerentialoleichung  mit  den  willkürlichen  Couslanfen 
or,   r<,,  «2,    ...   K,„, 

-^^   =  /■(/,  (7n  */-■  1  •  •  ■  '7».  •  «•  '■^i ,  «3  •,  •  •  •  ('■„,)■ 
Setzt  man    in   /'   für   n,    «i,    ...    a,_y    beliebige   Functionen    der  übrigen   a^, 
f.+i  1  •  •  ■  «m;.   und  nimmt  nach    dieser  Substitution  die   partiellen  Dilferential- 
quotienten  von  /,    so  will  ich  der  Unterscheidung  wegen  dieselben  in  Klam- 
mern einschliessen,  so  dass  also  z.  B. 

(Sf\^     Sf     da         df    da  df     da^^x        df 

Vöa,  /  da     da,        da^    6a  ^  öa,_i     da;  da,'' 

ferner,  da  die  Functionen  von  a,,  0,^1,  ...  r/,„,  welche  man  für  (f,  «,,  ... 
«,_i  gesetzt  hat,  nicht  noch  ausserdem  die  Grössen  /,  r/,,  r/>,  ...  (/,„  enthalten: 

ydqj~  dq^'      \dq,J        dq,"      '''      ^  dq.J        dq„.   '      ^  dl  J         dt'    / 

Man  bestimme  jetzt  die  Grössen  «■,  «,^,,  ...  a,,,  als  Functionen  der  unab- 
hängigen Variablen  mittelst  der  Gleichungen 

.       (1.)     (|L)  =  o,   (#-)  =  o,    ...   (-|^)  =  o, 

so  werden  auch  a,  «,,  ...  c>._^  Functionen  der  uiiabliängigen  Variablen. 
Aus  den  Gleichungen  (1.)  folgt,  dass  die  partiellen  Dillerentiabjuotientcn  von 
f,  nach  den  Variablen  /,  71,  y,,  ...  q,„  genommen,  dieselben  Wcrlhe  er- 
halten, ob  man  vor  oder  nach  der  partiellen  Diil'erenliation  ihre  veränder- 
lichen Werthe  substiluirt.     Wird  durch  diese  Substitution 


dF        df 

dF        df 

dF      df 

dF 

öf 

dq,    ~  dq,  ' 

dq,   ~  dq,  ' 

dq,n        dq,„  ' 

dt    ~ 

dt 
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(2.)       f  =  F, 
so  hal  man  demnach  auch 

(3.) 

wenn  man  nach  der  partiellen  Differentiation  für  c,  a, ,  ...  o,,,  ihre  veränder- 
lichen Werlhe  setzt.  Die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  giebt  eine 
identische  Gleichung  zwischen  den  Grossen 

f        öf  df  df  df 

''       ö^'        dq,'       '    '    '       d^'        dt    '       'i''       'i''       ■    ■    ■       ^""       ^' 

in  welcher  ausserdem  nicht  noch  die  Grössen  c,  «j,  ...  a„,  vorkommen.  Es 
bleibt  diese  Gleichung  daher  identisch,  was  für  Werthe  man  diesen  Grössen 
auch  beilegt.  Setzt  man  aber  dafür  die  veränderlichen  Werthe,  welche  nach 
der  im  Vorhergehenden  angegebenen  Art  bestimmt  sind,  so  verwandeln  sich 
die  vorstehenden  Grössen  in 

P       dF         dF  dF         dF 

'      ö^'      ör/,  '      "   ■   ■      %„,  '       dl    '      *?"      ^''      •    •    •      ^""      '' 

oder  es  ist  S  =  F  ebenfalls  eine  Lösung  der  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung. 

Ich  will  jetzt  zeigen,  dass  man  auf  die  angegebene  Art  alle  Lösungen 
der  gegebenen  partiellen  Differentialgleichung  erhält.  Ist  nämlich  umgekehrt 
F  irgend  eine  beliebig  gegebene  Lösung,  so  will  ich  beweisen,  dass  man 
diese  bestimmte  Lösung  aus  jeder  beliebigen  vollständigen  Lösung  /  erhalten 
kann,  weini  man  eine  bestimmte  Zahl  /  ihrer  m-\-i  willkürlichen  Constanten 
bestimmten  Functionen  der  ültrigen  gleich  setzt,  luid  für  diese  letzteren  wieder- 
um die  durch  die  Gleichungen  (1.)  bestimmten  Functionen  subslituirt.  Es  ist 
daher,  wenn  F  und  f  ge^jeheu  sind,  z-nersf  die  Zahl  i  zu  bestimmen ,  oder 
wie  viele  der  Grössen  et,  Kj,  ...  «„,  man  als  Functionen  der  übrigen  zu 
setzen  hat,  und  dann,  welche  Functionen  diese  sein  müssen. 

Da  die  beiden  Functionen  f  und  F  Lösungen  derselben  Differential- 
gleichung sind,  so  ist  von  den  1)1  +  2  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  eine  die 
Folge  der  übrigen,  so  dass  sie  die  Stelle  von  nur  m-fl  Gleichungen  ver- 
treten, zu  welchen  man  die  Gleichungen 

(4.)    f^F   -^=°l-    il  =  i^    ...   iL  =  i^ 

'       dq,         dq,   ■"       cq,         dq,  '  dq,„        dq,n 

wählen    kann.      Aus    diesen    m  +  i    Gleichungen    können   immer    die    Werthe 
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der  m-\-i    Functionen    a,   cf, ,   «,,   ...    «„.    bestimmt   werden.     Denn   diese 

Grössen  kommen  in  diesen  Gleiclmngen  nur  in  den  Ausdrücken 

f       Sl_        df_  dl_ 

''       dq,    '       dq,'       ■    ■    ■       dq^ 

vor,  welche  als  Functionen  von  ß,  «j,  Co,  ...  «,„  betrachtet  von  einander  un- 
abhängig- sind,  weil  sonst  die  Function  f  noch  einer  zweiten  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung genügt,  welche  die  willkürlichen  Constanten  a,  a^^  a^^  ... 
u,„  nicht  enthält,  und  daher  nach  der  oben  gegebenen  Definition  keine  voll- 
ständige Lösung  sein  kaini.  3Ian  kann  daher  die  Grössen  a,  «i,  «_>,  .  .  .  a„ 
umgekehrt  und  auf  identische  Weise  als  Functionen  der  Grössen 

f        ö^         df_  IL        , 

/'       dq,  '       dq,'      '   '    '      dq,..'      ''       ''/"      *?-'      "    '    •      9-» 

darstellen,  und  erhält  hieraus,  wenn  man  zufolge  (4.)  für  /",    -J-.  -J— .    .  .  . 

°      ^     ^  "     cVy,       dq^  ' 

T^,   die  l<unctionen  F,  t: — ,  — — ,  •••  - —  setzt,  die  verlangten  vVerthe  der 

dq,n  dq,'    vq,  dq,„  '  "= 

Grössen  a,  «,,  «j,  ...  a,„,  die  ich  mit 

(5.)        A  =  a,     Ai  =  ai,     A„,  =  a^ 

bezeichnen  will. 

Durch   Substitution   der   Werthe  (5.)  für   a,   «i,    ...   «„,   werden   die 

Gleichungen  (4.)  Identisch,  und  daher  auch  die  Gleichung 

df   _  öF 
dt    ~   dt   ' 

welche  eine  Folge  von  ihnen  ist.    Ich  will  nun  beweisen,  dass  die  Functionen 
A,  Ai,  ...  A„  nicht  iwn  einander  tmabhünr/ig  sind. 
Wenn  man  nämlich  die  identische  Gleichung 

/■(/,  r/i ,  y, ,  . . .  q,„ .  .1 ,  J„  . . .  A„.)  =  F 
partiell  nach  t,  </,,  </.,  ...  q,„  differenliirt,  so  erhält  man,  weil  durcli  die  Glei- 
chungen (5.)  die  Gleichungen  (3.)  identisch  werden, 

^    +  dA,„  dt 

,  ,        df      dA^     _     r. 

+   +di:  dq,  -  ^' 

(6.)        [d^SA__8f_dA^_dt_dAn_  ^  Q 
dA    dq^       dA,   dq.i  dA,„    bq^  ' 

Sf_dA_       df_dA^  _^_df_dAj^  =   0 

'  dA  dqm      dA,  dq,n  '    dA„,    dqm 


df   dA 

df  dA, 

dA    dt 
df    dA 

'  dA,    dt 
,    cf  dA, 

dA    dq, 

^dA,   dq, 

—    488    — 

Es  sind  dies  zwischen  den  w«+l   Grössen 

df         df  df 


dA  '      SA,'  dA,n 

eine  gleiche  Anzahl  /w+1  linearer  Gleichungen,  in  denen  die  ganz  constanten 
Glieder  gleich  Null  sind.  Man  kann  daher  aus  ihnen  diese  Grössen  eliminiren, 
wodurch  man 

.^ ,    dA  5.4,  dA,„    _  ^ 

~—  dt     dq,  dq,n     ~~ 

erhält,  d.  h.  es  verschwindet  die  Functionaldeterminante  von  A,  Ai,  .  .  .  A,„, 
oder  diese  Functionen  sind  von  einander  nicht  unabhängig. 

Da  von  den  Functionen  A,  A^,  ...  A,„  bewiesen  ist,  dass  sie  von 
einander  nicht  unabhängig  sind,  so  werden  eine  oder  mehrere  von  ihnen  Fun- 
ctionen der  übrigen  sein.  Es  seien  /  von  diesen  Grössen  Functionen  der 
übrigen.  Die  m+1  Gleichungen  (4.)  lassen  sich  in  diesem  Falle  durch  suc- 
cessive  Elimination  immer  in  die  Form  der  Gleichungen 

(7.)  ß=2t,  a,  =2ti,  ...  a,_i  =  2I,_i, 
(8.)  q,  =  Q,  q,i  =  Qi.  ■  .  .  q„.  =  er- 
bringen, wo  die  Functionen  Q,  Qi,  ...  Q,„_,  die  Grössen  t,  </,,  q^-,  ■  ■  ■  «/.-i, 
et,,  «i^i,  .  .  .  «,„,  die  Functionen  91,  21^,  .  .  .  5(,_,  nur  die  Grössen  «., 
K,_^, ,  .  .  .  cc,„  enthalten.  Die  Zahl  und  Beschaffenheit  der  Gleichungen  (7.) 
ist  durch  die  Gleichungen  (4),  also  durch  die  beiden  gegebenen  Lösungen  / 
und  F,  von  denen  die  eine  eine  vollständige,  die  andere  eine  beliebige  ist, 
vollkommen  bestimmt.  Die  Zahl  /  wird  wenigstens  1  und  kann  den  Werth 
m+1  erreichen.  Es  wird  daher  von  den  Gleichungen  (7.)  immer  wenigstens 
eine  geben,  und  dieses  wird  sogar  im  Allgemeinen  der  Fall  sein.  Die  Glei- 
chungen (8.)  dagegen  werden  nicht  Statt  finden,  wenn  i  =  m-\-l,  in  welchem 
Falle  die  Grössen  21.  2li,  ...  Constanten  werden.  Die  Functionen  /"und  F 
kommen  dann  dadurch  mit  einander  überein,  dass  man  für  a,  a, ,  ...  «,„  con- 
slante  Werthe  setzt,  oder  die  gegebene  Lösung  F  ist  in  der  vollständigen 
Lösung  f  selbst  enthalten.  Aus  den  Gleichungen  (8.)  erhält  man  a^,  a.^i,  .  .  . 
a,„  als  Functionen  der  unabhängigen  Variableu: 

(9.)        A,  =  a,,     .4,+i  =  o:,_i,     .   .   .     A„,  =  a„,. 

Umgekehrt  folgen  aus  (9.)  die  Gleichungen  (8.);  es  müssen  daher  die  Fun- 
ctionen A,,  A,_^_i,  .  .  .  ui,„  in  Bezug  auf  die  Grössen  q,,  ^,+1,  .  ■  ■  q,„  von  ein- 
ander unabhängig  sein.     Setzt  man  in  (7.)    für  a,,  «,+i,  .  .  .  «,„  ihre  Werthe 
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(9.),  so  erhält  man  die  Werthe  von   a,  a,,  ...  «,..j: 

a=^A,     a,  =  yl,,     ...     «,_,  =  ^._i, 
als  Functionen  von  A,,  ^,+1,  ...  A„. 

Subslituirt  man  diese  Functionen  für  .4,  J,,  ...  A,_i  in  die  identische 
Gleichung  . 

f(t,q,,q,,...q,„,A,Ai,...A,„)  =  F, 

und  differentiirt  hierauf  diese  identische  Gleichung  partiell  nach  den  Grössen 
qi,  q,+i,  ...  q„,,  so  erhält  man  wegen  (3.): 

\dA,J    dq,     '^^dA.+J    dq,    '^'"^KöA^J  dq,     ""' 

(dL\^_^(  K\2Al±L^       1  /  ry  N  dA^    __  ^ 
\dA.^    dq,„    '^ydA.+,>>    dq,„    '^"'^ydA,J  dq.„     ~   "' 

wobei  die  Klammern  andeuten ,  dass  vor  den  partiellen  Differentiationen  von 

f  die  Grössen  A,  Ai,  ...  A,_i  durch   die   aequivalenten  Functionen  von  A,, 

Ai+i,  ...  A„,  ersetzt  worden  sind.  In  den  vorstehenden  zwischen  den 
m+i  —  i  Grössen 

Statt  findenden  linearen  Gleichungen  fehlen  die  ganz  consfanlen  Glieder.  Die 
Determinante  dieser  Gleichungen 

—  dqi   dqi+i  dq,„ 

kann  nicht  verschwinden,  weil  A^,  ^,+,,  .  .  .  A,„  in  Bezug  auf  q,,  g, ,,,  ...  q^ 
von  einander  unabhängige  Functionen  sind.  Es  müssen  daher  die  Grössen 
verschwinden,  welche  in  den  linearen  Gleichungen  die  Stelle  der  Unbekannten 
einnehmen,  wodurch  man  die  Gleichungen 

erhält.  Auf  diese  Weise  kommt  man  auf  dcMu  umgekehrten  V\  egc  zu  den 
Gleichungen  (1.)  zurück,  von  welchen  oben  ausgegangen  worden  ist,  um  aus 
der  vollständigen  Lösung  andere  in  ihr  nicht  enthaltene  abzuleiten,  und  man 
sieht  daher,   dass  man    auf   dem   angegebenen  \\ege  von   irgend   einer  voll- 

Jacobi,    Dynamik.  62 
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ständigen  Lösung  zu  jeder  beliebigen  andern  gelangen  kann,  und  dass  sowohl 
die  Zahl  als  die  Nalur  der  Relationen,  welche  zwischen  den  willkürlichen 
Constanten  der  vollständigen  Lösungen  angenommen  werden  müssen,  durch 
die  Lösung,  zu  welcher  man  gelangen  will,  bestimmt  ist. 

Die  vorsiehenden  Betrachtungen  lassen  nur  einen  einzigen  Ausnahme- 
fall zu.  Es  ist  nämlich  oben  angenommen  worden,  dass  die  Determinante 
der  linearen  Gleichungen  (6.)  verschwindet,  weil  ihre  ganz  constanten  Glieder 
sämmllich  gleich  Null  sind.  Diese  Annahme  ist  aber  in  dem  Falle  nicht  noth- 
wendig,  wenn  sämmtliche  Grössen 

IL     ^     -^  -^ 

dA  '     dA,'     dA,'     '  '   '      dA,n 
verschwinden.     Dieser  Fall   kann   in    der  That    eintreten.     Hat   man  nämlich 
die  Functionen  A,  y4, ,  ...  A„,  durch  die  Gleichungen 

lii-J       ß^  -".     5^_       "^     •  •  •     ö4„      " 

bestimmt,  und  setzt  dann 

fit,  ^1,  ^2,  •  •  •  q,„,  Ä,  yli, . . .  AJ  =  P, 
so  wird 

dq,  ~  dq,  '  dq,  ~  dq,  '  '  '  '  dq,„  ~  dq„,  '  dt  ~  dt  ' 
und  daher  die  zwischen  /"  und  seinen  partiellen  DilTerentialquotienten  be- 
stehende Gleichung  auch  für  F  gültig  oder  F  eine  Lösung.  Aber  es  kann 
nur  für  ganz  besonders  gebildete,  leicht  erkennbare,  partielle  Differential- 
gleichungen sich  ereignen,  dass  die  Gleichungen  (II.)  legitim  sind,  wie 
ich  diesen  Begriff  in  meiner  Abhandlung  über  den  Multiplicator  näher  ent- 
wickelt habe.  Für  diese  besonderen  partiellen  Differentialgleichungen  kann  man 
diese  sogenannte  singulare  Lösung,  welche  man  mittelst  (11.)  aus  der  voll- 
ständigen ableitet,  auch  a  priori  aus  der  partiellen  Differentialgleichung  ohne 
eine  Integration  finden.  Für  alle  andern  partiellen  Differentialgleichungen 
haben  die  Functionen 

da  '      da^  '  da,,, 

immer  den  Charakter  von  Exponentialgrössen  oder  von  Brüchen,  und  können 
nicht  als  verschwindend  gesetzt  werden,  ohne  den  Variablen  unendliche  Werthe 
heizulegen.  Ich  werde  diese  singulären  Fälle  hier  um  so  eher  übergehen,  als  sie 
in  dem  Falle  der   Dynamik  nicht  einfreien  können,  in  welchem   die  gesuchte 
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Function  in  der  partiellen  Diilerentiaiglcichung  fehlt.  Denn  man  kann  für 
diesen  Fall  die  Constanle  a  als  bloss  durch  Addition  mit  der  vollständio;en 
Lösung  f  verbunden  ansehen,  wodurch  man 

da  ^ 

erhält,  so  dass  man  also  die  Grösse  -J—  nicht  als  verschwindend  ansehen  darf. 

da 

§.  5.     Wie  man  aus  einer  vollständigen  Lösung  alle  vollständigen  Lösungen  ableiten 

kann,  wenn   die   partielle  Diifcrentialgleichung    die   gesuchte  Function   selbst   nicht 

enthält,  und  wie  alle  verschiedeneu  voUstäudigeu  Lösungen  dieselben  dyuauiisclieu 

Integralgleichungen  geben. 

Man  hat  im  Vorigen  gesehen,  dass  man  aus  einer  vollständigen  Lö- 
sung f,  welche  die  willkürlichen  Constanten  a,  ce,,  ...  «„,  enthält,  alle  andern 
ableiten  kann,  wenn  man  für  einige  der  willkürlichen  Constanten,  a,  ot,,  ... 
ßj-i,  willkürliche  Functionen  der  übrigen  «,,  «.j,,  .  .  .  «„,  setzt,  und  dann 
ce,,  a,n,  .  .  .  cf„,  als  Functionen  der  unabhängigen  Variablen  bestimmt.  Wenn 
die  willkürlichen  Functionen  von  «,,  «,+, ,  .  .  .  a„,  welche  man  für  a,  «,,... 
ß._i  setzt,  m-fl   willkürliche  Constanten 

a,  «1,  «2,  .  .  .  a,„ 
enthalten,  so  wird  die  abgeleitete  neue  Lösung  F  wieder,  wie  die  Lösung  f, 
von  der  man  ausgegangen  ist,  m  +  l  willkürliche  Constanten  enthalten.  Es 
fragt  sich,  auf  welche  Art  die  neuen  willkürlichen  Constanten  in  die  ange- 
nommenen willkürlichen  Functionen  eingehen  müssen,  damit  die  neue  Lösung 
F  ebenfalls  als  eine  vollständige  Lösung  angesehen  werden  kann. 

Ich  will  diese  Untersuchung  mit  einem  einfacheren  Falle  beginnen,  der 
aber  in  Bezug  auf  die  dynamischen  Probleme  von  hauptsächlichem  Interesse 
ist.  Ich  will  nämlich  annehmen,  dass  die  gegebene  partielle  Dill'erentialglei- 
chung  nicht  S  selbst  enthält,  und  demgemäss  n  mit  /'  bloss  durch  Addition 
verbunden  ist,  ferner  dass  bloss  diese  eine  Grösse  a  durch  die  übrigen  mittelst 
einer  Gleichung 

a  =  ^  («,,  «2  ,...«„,  a, ,  a., ,.. .  a„,)  +  a 
ausgedrückt  wird,  wo   a,   «,,   o,,  .  .  .  a,„    die  neuen  willkürlichen  Constanicn 
bedeuten.     Die    Grössen    «,,   «, ,    ...    «„   werden   als    Functionen    der   unab- 
hängigen Variablen  durch  die  Gleichungen 

.     (1.)       1^  +  1^  =  0,    1^  +  1^  =  0,     ...     ^  +  |2L  =  0 

^     '        ött^       ^a^  oa^       da^  ott„        da,,, 

62* 
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bestimmt,  worauf  die  neue  Lösung 

P  =  /■(^,  gn«?-.  •■•9,»,  öj,«,,  ...a„,)  +  (p  +  a 
wird. 

Zufolge  der  oben  für  die  Vollständigkeit  einer  Lösung  gegebenen 
Kriterien  wird  die  Function  F,  welche  ausser  der  mit  ihr  durch  blosse  Ad- 
dition verbundenen  willkürlichen  Constante  a  noch  die  m  andern  Oi,  Oj,  ••  . 
a,„  enthält,  dann  immer  eine  vollständige  Lösung,  wenn  man  aus  den  ni  Glei- 
chungen 

dF  _,  SF  _,  _dF_  _  , 

_d^~    ''      da,  -''"     •   •   •      öa„  ~  ""' 

die  Variablen   ^,,   q^^   ...   9,,.   durch  t  und  die  Grössen  »i,  «j,  ...  a,„,   61, 
62,  ...  6,„  ausgedrückt  erhalten  kann.     Zufolge  (1.)  ist  aber 

_ÖF  __ö^        dF___  d(p  dF    _  d(f 

da,  ~~  da,  '      da,  ~  da,  '      '   "   '       da,n        da,„ 

Es  müssen  also  die  Werthe  von  qi,  ^r^,  ...  q,„,  durch  t,  «j,  a,,  ...  a„,  61, 
62 ,  ...  b,„  ausgedrückt,  aus  den  Gleichungen 


I 


*i 


erhalten   werden  können.     Aber  weil   f  eine  vollständige  Lösung  ist,   kann 
man  9, ,  92 ,  •  •  •  9™  identisch  durch 

a/-        a/-  df 

ausdrücken.     Die  Gleichungen  (1.)  ergeben   daher   ^j,   «y,,   ...   q„  als  Fun- 
ctionen von 

d(p         dcp  dcp 

*>    "»'    "-'    •  •  •    """    ä^'    ä^'    ■  ■  ■    "ä^' 

oder  von 

t,         «1,         «2,         ■      •      •         «,«,         »1,         «2,         •     •      •         »m- 

Es  wird  daher   das  Verlangte  erfüllt,   wenn   man   aus   den   Gleichungen  (2.) 
die  Grössen  «,,  «2,  •••  «.«  als  Functionen  von 

«i,     «2,     •  •  •     o,„,     ^1,     63,     .  .  .     b„ 
erhalten  kann.     Man  erhält  daher  aus  der  vollständigen  Lösung 

S  =  f{t,qi,q2,  ...  q^,ai^a^^  ...  a„)  +  a 
durch  Elimination  von  «,,  ccj-»  •  •  •  «m  cus  den  Gleichungen 
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F  =  f+(p{a,,an^  ...a,„,a,,a,,  ...  aj  +  a, 

eine  neue  vollständige  Lösung  F  mit  den  willkürlichen  Constanten  a,  »j,  a,?  •  •  • 
o„,,  wenn  die  willkürliche  Function  (p  so  beschaffen  ist,  dass  die  Functionen 

d(f  d(p  d(p 

da,  '      da^  '     '   '   '      öa„ 

in  Bezug  auf  ßj,  «,,  ...  «,„  «o?«  einander  unabhängig  sind,   oder  auch,   was 
dasselbe  ist,  wenn  die  Functionen 

6<f        dcp  S(p 


ö«,  '      öftj  ■■      ■    ■    ■       c*«™ 

in  Bezug  auf  a. 

,  «2,  ...  ö„.  tJOw  einander  unabhängig  sind. 

Vermöge 

der  ersten  Bestimmung  kann   man   a,,  «2,   ■  •  •   «,„   identisch 

durch   Ol,  ».,  . . 

.  .  «,„,  -^-j    T"n  •■•  "5^5  vermöge  der  letzten  Bestimmung 

kann  man  «i,  o. 

,  ...  «,„  identisch  durch  «,,  «o,  •  •  •  «».  «nd  ^^,  y^,   •  •  • 

-^  ausdrücken. 
(3.) 

Setzt  man  daher: 

^  dq>            1^         d(p            1                       8q>             , 
da,  -      *"      da^  ~      "='      •   •   •      öa„  "      ^'"' 

d<f    _       a         d(p  _       a                      ^V    _      o 
da,   -      ''"     ö«,            '  -'      •   •   •      da^-      ''-"' 

so  kann  man  von  den  beiden  Systemen  von  Grössen 

«1,         «2,         ■     •     •         «,„,        A,        /^2,         •     •     •         ßm 

und 

«1,      «2,       •    ■    •      (t„,,      bi,       Z»2,       ...      6,„ 

jede  Grösse  des  einen  Systems  durch  die  Grössen  des  andern  ausdrücken. 
Sind  dann  die  Grössen  des  einen  Systems  willkürliche  von  einander  unab- 
hängige Constanlen,  so  sind  es  auch  die  Grössen  des  andern  Systems. 

Wenn  man  zwischen  den  Variablen  /,   9,,   ^2,  •••  q,„    und  den  will- 
kürlichen Constanten  des  ersten  Systems  die  Gleichungen 

("■)      .f  =A'    ^  =  A'    •■•    ^  =  "- 

aufstellt,  welches  die  endlichen  Integralgleichungen  sind,  und  mittelst  der  Glei- 
chungen (3.)  statt  der  willkürlichen  Constanten  «,,  «o?  •■••>  ßit  ßii  ••■  die 
willkürlichen  Constanten  «,,  O2,  .  .  .,  6,,  b.^  ...  einfährt,  so  verwandeln  sich 
die  Gleichungen  (4.)  in: 
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-        (5.)        1^  +  1^=0,     1^  +  1^  =  0,     ...     ^+1^  =  0. 

^     ■'         da,       da^  '      da^       da^  '  da,^      da,^ 

Aus  (5.)  ergeben  sich  die  Werthe  der  Grössen   cej,  «,,  ...  «,„  durch   t,   q^^ 

^2,  •  •  •  qm,  Ol,  «2,  •  •  •  «m  ausgcdrückt.  Substiluirt  man  diese  Werthe  in  die 
Function 

P  =  fihqiiq-.-, •••'?»,«n«2, ■••  O + 95 K , «2 ,  •••  «,„,  »i,«2, •••»».), 

in  welcher  ich  die  durch  blosse  Addition  hinzukommende  Constante  fortge- 
lassen habe,  so  wird  F  ebenfalls  eine  Function  der  Grössen  t,  qi^  5*2,  ...  q„, 
öj,  «21  •••  «m,  und  öian  erhält  wegen  (5.): 

dF  __ 
da, 

imd  daher  wegen  (3.) 

(6.) 

Man  sieht  also,  dass  man  dieselben  endlichen  Integralgleichungen  erhält,  ob 
man  zu  ihrer  Bildung  die  vollständige  Lösung  f,  oder  ob  man  die  voll- 
ständige Lösung  F  anwendet.  Denn  wenn  man  für  die  willkürlichen  Con- 
stanten «1,  /ij,  ...  die  willkürlichen  Constanten  «i,  6i,  ...  einführt,  ver- 
wandeln sich,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Gleichungen  (4.)  in  (6.).  Ebenso 
verwandeln  sich  auch  die  intermediären  Integralgleichungen 


dcp          dF         dcp 
da,  '      da^  ~  da.^  ' 

dF          dcp 
da,n   ~  da,n  ' 

dF        ,          dF       , 

da,  =*"    a«,  =''-    • 

.    .       -3 —  =  0„, 

öa,„ 

df                   df 

.     .     . 

df 

dq.  =P"' 

in  die  analog  gebildeten 

dF                  dF 

.     .     . 

dF 
dq^~P"" 

da  aus  (5.)  auch  die  Gleichungen 

' 

SF  _  df         dF  _   df 

dF   _    df 

dq,"     dq,  '       dq.,         dq.,  ' 

. 

dq,„          dq,n 

folgen. 

Ich  will  jetzt  annehmen,  dass  mau 

i  für  (f., 

a,,  ...  a,_i  Functionen  der 

Grössen 

«,,         «.+11         •     •      •         «m, 

«1,          «2 

,     ...     a„. 

setzt,  welche  ich  mit 

(7.)       (/)  =  «,     (pL  =  ai,     ^2  =  «2,     ...     y._,  =  «._, 
bezeichnen  will,   und   aus   der  vollständigen  Lösung  f  eine  neue  Lösung  F 
dadurch  ableitet,  dass  man  mittelst  der  Gleichungen 
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df    Öcf,         df    d(p,     ,        ,      Sf    dcp,-,   ,     Sf          S(f 
d(p,     dui      '  d(f,     dui      '         '   Brp.^i     da,      '     dui     '     da^ 

Öf      drp,           df     dff,                       df     dcp,^^           df             dcp 
d(p^  dai+i       d(p^  da,^i                 öy,_,  öa^^,     '  ^«^+1    '  c^aj+i 

=  0, 
=  0, 

df     dcp,          df     äcp,                      df     ey._,          df            dcp 
dcp,     da,,,         dcp^     da,„                  8(f,-t    du„,           da,n     '     da„. 

=  0 

(8. 


die  Werthe  der  Grössen  a,,  a,,^,,  .  .  .  «,„  durch 

f,    qi-,    qi,    ■  ■  •    q,n,    «,,    «2,    •  •  •    «„. 

ausdrückt,  und  diese  Werliie  in  die  Function 

/•(/,  </, ,  </2 ,  •  •  •  q,n,  (pi ,  ^2 ,  • . •  y,-i ,  «„  «.  1 1  •>■■■  «»)  +  (p  =  F 
substituirt.     Die    Grössen   a,,   a. ,    ...   a„,   bedeuten   hier  wieder  willkürliche 
Constanten,  und  es  fragt  sich,  wie  dieselben  in  die  Functionen 

(f,     (fi-,     ■  ■  ■     (pi-i 
eingehen  müssen,  damit  die  Lösung  F  eine  vollständige  sei. 
Man  erhält  zufolge  (8.): 

ÖF    ^  iL^-L-iL^  1 .      df    d(fi-i        dcf 

da,  d(f,  da,       d(p^  da,  d(p,-i    da,         da,  ' 

ÖF    _  iL^_|_iL^j df    8(pi-i       dcp 

(9.)        (da,  dcp,  da^       d(f^da.^  *  d(fi-i    da^         öa^  ' 


dF_  ^     df  dcp,        df  dcp,  df    dcf.^,       dcp 

dUm  dcp,  äa„i      d(p,  da,,,  dcp,-,    da,,,       da,,. 

Betrachtet  man  «i,  «o,  ...  «,„,  o,,  02,  ...  «„,  als  willkürliche  Constanten, 
so  folgt  aus  den  endlichen  Integralgleichungen 

wo  ßi,  ß2-,  ...  ßm  ebenfalls  willkürliche  Consfanten  bedeuten,  und  aus  den 
Gleichungen  (7.)  und  (9.),  dass  auch  die  Functionen  -7; — ,  -^ — ,  •••  ^ —  con- 
stauten  Werthen  gleich  worden,  welche  ich  mit 

r44  ^        L         SF        ,         dF  ,  ÖF 

bezeichnen  will.  Wenn  zwischen  diesen  Conslanten  /;, ,  62,  ...  />,„  und  den 
willkürlichen  Constanten  a, ,  «,,  ...  a„.  keine  Relation  Statt  findet,  so  ist  F 
eine  vollständige  Lösung,  und  die  vollständigen  endlichen  Integralgleichungen 
können    auch    durch    die    Gleichungen   (11.)    dargestellt    werden.      Die    Glei- 
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chungen,  welche   die   beiden    Systeme  willkürlicher  Conslanten   mit   einander 
verbinden,  sind  zufolge  (7.),  (8.),  (10.),  (IL): 

et,  =  y,,      Kj  =  (/>j,      ...      or,_,  =  (pi_i , 

fil         -       ^^    _L/^     '5^''    -L/V     ^'f^    4.       4-/?       "^y-' 


/j     _    ^v    ,/j  5qp,      .  ö<jp,  .    ^y.-i  ■ 


"2  -  -^T-  +/'i  7;:^  +P2  -377-  -^ ^''-»^: 


i— l 

1 


(13.)        (  -  ^«2    ^'  '   da,    ^'  '   öa,    ^       "  -'   öa, 

""'  -     da,,,   +'^'   da„,    +^^^  aa.„    +      +^^-'   öa. 
Kann  man  aus  (13.)  die  Werthe  von 

/?,,         /?o,         .      .      .         /?,_!,         Of„         K.+,,         ...         «„. 

durch  die  Constanlen  des  zweiten  Systems  «j,  6i;  Ui,  h;  ...  a„,,  6,„  be- 
stimmen, so  erhält  man  aus  (12.)  die  Werthe  der  übrigen  Constanten  des 
ersten  Systems 

«,,     «j,     ...     «,_!,     /i,,     /i^^^     ...     /i„ 

durch  dieselben  Grössen  a, ,  ft,,  ...  bestimmt.  Kann  man  aus  (12.)  die 
Werthe  von  «,,  «2?  •  •  ■  a,,,  durch  die  Constanten  des  ersten  Systems  Kj,  /?,, ... 
ausgedrückt  erhalten,  so  geben  die  Gleichungen  (13.)  auch  die  Werthe  von 
6,,  62,  •  •  •  b,„  durch  die  Constanten  des  ersten  Systems  ctj,  ßi,  ...  ausge- 
drückt. Beide  Bedingnngen  aber  finden  immer  gleichzeitig  Statt.  Setzt  man 
nämlich 

SO  dass 


d<Iii  d(Ii  00 


«spm    '7n^  =  <f2,    .  •  •    771^- =  <^,- 


dß,  -^"     ö^,  -'^^'    •  •  •    dß,. 


1 1 


so   fordert  die   erstere   Bedingung,   dass  die   in  Bezug  auf   die    Grössen  /3i, 
ßii  ...  ß,-ii  «,,  «,^i,^'. ..  «,„  gebildete  Functionaldeterminante  der  partiellen 
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Differentialquotienlen  •  . 


d(Ii         0  0  dfU 

.  .  .  ^ 


die  zweite  Bedingung-,  dass  die  in  Bezug  auf  die  Grössen  «,,  «>,  ...  a,„  ge- 
bildete Funclionaldeterminante  der  partiellen  Diilerenlialquotienlen 

nicht  verschwindet.  Beide  Functionaldeterminanten  sind  aber  dieselbe  Grösse, 
welche  ich  mit  /l  bezeichnen  will.  Wenn  dieses  J  nicht  verschwindet,  kann 
man  nach  dem  Vorhergehenden  mittelst  der  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  die 
beiden  Systeme  von  Grössen 

«1,         «2,         •     •     •         «,„,         /?i,        ßl-,         .../?„. 

und 

«1,         «2,         ...         ö,„,         ^1,         f)ll         ...         />,« 

durch    einander    ausdrücken,    woraus    folgt,     dass,    wenn    die    Grössen    des 
einen  Systems  von  einander  unabhängige   willkürliche  Constanten   sind,    auch 
die   Grössen    des    andern  Systems   als    solche   angesehen    werden   können,    so 
dass  zwischen   den  Grössen   «,,  «2,   ...    «,„,   ^i,   ^2,   .-.    ^,„   keine  Relation 
Statt  findet.     Wenn  daher  J  nicht  verschwindet,  so  wird  F  eine  vollständige 
Lösung,    und  wenn   man   mittelst  der   Gleichungen  (12.)   und  (13.)    die  will- 
kürlichen Conslanten  des   zweiten  Systems  für  die  des  ersten  Systems  in  die 
vollständigen    endlichen   Integralgleichungen   (10.)     einführt,    so    erhallen    sie 
die  Form  der  Integralgleichungen  (11). 

Ich   bemerke,    dass   die    Gleichung  ^  =  0,   welche   Stall    finden   muss, 
wenn   die  Lösung  F  keine  vollständige  ist,   in   mehrere   andere   zerfällt.     Es 
ist  nämlich  /l  in  Bezug  auf  die  Grössen  /i,,  ß...  .  .  .  /:?._,   eine  ganze  rationale 

Function  der  (m  —  i-\-\y""  Ordnung,  deren  einzelne  Glieder  jedes  besonders 
für  sich  verschwinden  müssen.     Die  Gleichung  J  =  0  zerfällt  daher  in 

m .  (;h  —  1 ) . . .  i 

l.2...<jii-i  +  i) 

andere,  von  den  Grössen  /ij,  /?..,  . . .  ß,_i  freie  Gleichungen. 

§.  G.     Ueber  die  bei  der  Ableitiiug  cnier  vollständigen  Lösung  aus  einer  andern 
auftretenden  Functionaldeterminanten. 

Wenn  man  die  2m  Grössen  «,,  «o,  ...  «„,,  /:/i,  /5_.,  .  .  .  ß„,  durch  2m 
andere  a, ,  a.^ ...  «,„,  Ih'  bo, ...  b,„  oder  umgekehrt  diese  durch  jene  ausdrückt, 

Jacobi,    Dynamik.  Oo 
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so  haben  nach  einem  bekannten  Satze  die  in  Bezug  auf  «i,  a,,  ...  a„,  61, 
62,  ...  b,„  gebildete  Funclionaldeterminante  von  «,,  a^,  ...  «,„,  /i,,  /?2,  ••• 
/?„,  und  die  in  Bezug  auf  «i,  «,,  ...  «„,,  /?,,  /?2,  ...  /i„.  gebildete  Fun- 
ctionaldelerminanle  der  ersteren  reciproke  Wertlie.  Wenn  daher  die  eine 
Functionaldeterminante  +1  wird,  erhält  auch  die  andere  diesen  Werth.  Ich 
will  jetzt  zeigen,  dass  die  erste  der  beiden  Functionaldeterminanten  und  also 
auch  die  zweite  diesen  Werth  annimmt,  wenn  zwischen  den  4m  Grössen  die 
Gleichungen  (12.)  und  (13.)  gelten. 

Eine  Functionaldeterminante  ändert  nach  einem  ebenfalls  bekannten 
Satze  ihren  Werth  nicht,  wenn  man  in  die  Ausdrücke  einiger  der  Functionen 
die  andern  einführt,  und  diese  bei  den  partiellen  Differentiationen  als  constant 
betrachtet.  So  enthalten  die  Ausdrücke  von  «1,  «.,,  ...  «;_,,  /?,,  ß^^^^  ... 
ß„,  die  durch  die  Gleichungen  (12.)  gegeben  werden,  die  andern  Functionen 
«i>  ^iM-)  •  •  ■  ^'";  A'  /^2i  •  •  •  ßi-i-  Man  kann  daher  bei  Bildung  der  Fun- 
ctionaldeterminante von  K,,  «2,  ...  a,„,  /?!,  ßo,  ...  ß,„  in  Bezug  auf  «i, 
«2,  ...  «,„,  bi,  62,  .  .  .  b,„  für  «1,  «2,  ...  a,_i,  ß,,  /J.^.^ ,  .  .  .  ß^  die  in  (12.) 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  Functionen  setzen,  und  bei  ihrer 
partiellen  Differentiation  die  Grössen  ßi,  /Jj,  ...  /5i_i,  a^,  a;_^i,  ...  a,„  als 
constant  betrachten.  Da  diese  Functionen  die  Grössen  ftj,  bn.,  .  . .  b^  nicht 
enthalten,  so  wird  die  Funclionaldeterminante  das  Product  zweier  einfachem, 

öa,    öwj        öwi-i  dßi  dßi+i        dß,n 


^+ 


X 


^+ 


öa,     ößj         öa,_i  dai  öttj+i        da^ 
dß,     dß^         dßi-i  dui  da.jf.i         da„ 


'—  (96,     öftj         dbi^i   dbi   öö.+i        db,„ 

Die  Ausdrücke  von  /5,,  ßi,  ...  /i,_i,  «;,  «j+i,  ...  ß,„,  welche  bei 
Bildung  des  zweiten  Factors  dieses  Productes  gebraucht  werden,  erhält  man 
durch  Auflösung  der  Gleichungen  (13.).  Setzt  man  für  diesen  Factor,  wie 
es  verstattet  ist,  den  reciproken  Werth  der  in  Bezug  auf  /?i,  ^2,  ...  /3i_,, 
n,,  «i^^i,  ...  a,„  gebildeten  Determinante  von  6j,  62-.  •••  b,„,  so  verwandelt 
sich  das  vorstehende  Product  in 

öa,     öa,         dai_i  dßi   dßi+i         dß„,. 


2^ 


oft,     ö6j         dbi^i  dbi    dbi+i        db„ 


—  ö/J,     Ö/J5,         dß,_i  dai  dui+i         da,„ 

Der  Zähler  dieses  Bruches  ist,  abgesehen  vom  Zeichen,  die  in  Bezug  auf  die 
Grössen  «,,  a,,  ...  «„,  gebildete  Functionaldeterminante  von 
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«Pm      fp-i-,      ■ 

60 
■    ■      'P-"       da,   ' 

oder  von 

^  ^ ,  ,        , 

(9*       dfJi 

ö©           ö* 

d<i> 

ö* 

dß,  '     dß,  ' 

dß.-i  '       Öa,  ' 

ö«.+. ' 

Ö«,n 

Der  Nenner  des  Bruches  isl  dagegen  die  in  Bezug  aul"  die  Grössen  ßi,  /:?j,  ... 
ß,-ii  f^i>  <''iHi'>  •  •  ■  ^m  gebildete  Funclionaldetermiuanle  von 

und  da  nach  einem  oben  bemerkten  Salze  diese  beiden  Funclionaldeterminanten 
identisch  sind,  so  wird  der  Bruch  gleich  +1,  wie  zu  beweisen  war.  Es  er- 
giebt  sich  hieraus  das  folgende 

Theorem    I. 
Wenn  zwischen  den  4m  Grössen 

«1,         «2,         •      •      •         «,„,         ßl-,         ßl,         •     ■      ■         ß,., 

«11     «2,      •   •   .     a^,      bi,     62,      .   .   .      h,„ 
die  2m  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  Statt  finden,  in  welchen  (p,  (pi^  ... 
yj_i  Functionen  von 

«,,  ß,  +  l,  .       .       .  «,„,  «,,  «2,  ...  «„,  :.' 

sjrarf,  und  man  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Grössen  n^^  ß,,  ...  (t,„, 
/?!,  ßi^  ...  /:?„,  als  Functionen  von  a^,  «2,  •  ■  ■  «,„,  /-»i,  ''2,  ■  .  b„,,  oder 
die  Grössen  «1,02,  ...  ö,„,  bi,  bi,  ...  6,„  a/s  Functionen  von  ot, ,  «2,  ... 
«m  5  /^i  1  ßii  ■  ■  •  ßvt  ausdrückt ,  so  ist  in  beiden  Fällen  die  Functional- 
determinante  gleich  +1. 

Wenn  i  =  \  ist,  reducirl  sich  die  Function  0  auf  (/,  und  die  zwischen 
den  4w  Grössen  Statt  findenden  Gleichungen  werden  die  obigen  Gleichungen  (3.). 
Man  erhält  dann  das  folgende  einfachere 

Theorem   II. 
Wenn  cp  eine  Function  von  «,,  «21  ••  •  «.«?  «n  «21  •  ■  •  «m  ist,  und 
man  mittelst  der  Gleichungen 

da,  "       ""      da,  ~       ''^'      •   •   •      öa„  "      '''"' 

dg)  __      ,3         dq>  _       3  ^f   —  _Q 

die  Grössen  «, ,  «2 ,  ...  «,„ ,  /?i ,  A ,  •  •  •  ß,,,  als  Functionen  der  Grössen 

63* 
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«,„,  bi.  63,  ...  b^  oder  diese  Grössen  als  Functionen  von  je- 
nen ausdrückt,  so  wird  in  beiden  Fällen  die  Functionaldeterminante  +1. 
Wenn  man  aus  den  dynamischen  Integralgleichungen 

i  es  _         SS  _  es  _ 

(A)      '  ^^'  "^"    ^9r~^'='    ■  *  ■    09™  ~^"" 

]  öS  _  ds  _  ds  _.. 

^  da,  -^'"  'd^-l-'  '  '  '  '8^-'  - 
die  Functionen  der  Variablen  bestimmt,  welche  den  willkürlichen  Constanten 
gleich  werden,  oder  die  Variablen  q,,  </,,  ...  q,^,  //j,  po,  ...  p„  als  Fun- 
ctionen von  t  und  den  willkürlichen  Constanten  ausdrückt,  so  folgt  aus  dem 
vorstehenden  Theorem,  dass  in  beiden  Fällen  die  Functionaldeterminante  +1 
wird,  wenn  man  bei  der  Bildung  der  zweiten  die  Grösse  t  als  constant  be- 
trachtet. 

Legt  man  der  Bildung  der  dynamischen  Integralgleichungen  eine  andere 
vollständige  Lösung  F  zum  Grunde,  welche  die  willkürlichen  Constanten  «1, 
«,,  ...  ö„  enthält,  und  bezeichnet  die  willkürlichen  Constanten,  welche  ihren 
nach  «1,  «2  7  ...  a,„  genommenen  partiellen  Differenlialquotienten  gleich  wer- 
den, respective  mit  fej,  62,  •  •  •  6,„,  so  muss  auch  die  in  Bezug  auf  qi,  q^,  ... 
q,„,  jö,,  />2,  ..  .  p,„  gebildete  Functionaldeterminante  von  «i,  «2,  •  ••  a„,  61, 
62,  ••■  b,„  den  Werth  +1  erhalten,  da  der  vorstehende  Satz  in  Bezug  auf  jede 
vollständige  Lösung  gilt.  Nach  einem  Satze  über  die  Functionaldeterminanten 
unterscheiden  sich  die  in  Bezug  auf  dieselben  Grössen 

(jii    qi-,    •  •  •    q,n,   pi-,   P2-)    ■  ■  ■    Pm 

gebildeten  Functionaldeterminanten  von  «i,  «2,  ...  «,„,  ßi,  ß^-,  ...  /?„,  und 
«,,  «,,  ...  «„,,  61,  ^25  .  •  .  b,„  durch  einen  Factor,  welcher  der  in  Bezug 
auf  «1,  «2^1  ••■  "».5  ^n  ^-M  •••  ^m  gebildeten  Functionaldeterminante  von  «i, 
c<2,  •••  cf,„,  ßii  ßii  ...  ß„i  gleich  ist.  Es  muss  also  diese  letztere  Functio- 
naldeterminante für  je  zwei  vollständige  Lösungen  ebenfalls  den  Werth  +1 
haben,  was  das  obige  allgemeine  Theorem  I.  giebt,  da  hierbei  die  Art,  wie 
die  vollständigen  Lösungen  aus  einander  abgeleitet  werden  können,  gar  nicht 
in  Betracht  kommt. 

Durch  die  Gleichungen  (.4.)  wird  das  System  gewöhnlicher  Diffe- 
rentialgleichungen 

idq^__      dH_        dq^_       dJl 

W___aff        dp,  _       dH 

[  dt     ~        dq,  '         dt    ~       Öq,''' 


dq,n 

dH 

dt    ~ 

dp„' 

dp,« 
dt 

dH 
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vollständig-  integrirl.     Wenn  man   aus  (^4.)    die  Functionen    bestimmt,   welche 

den  willkürlichen  Constanten  gleich  werden, 

•    ■       Ai  =  r<i,     A,  =  c(,,      .   .   .     A,„^n„, 

5i=A,     B,  =  i%,     .  .  .     B„,=fi,,, 

so  erhält  man  durch  Differentiation  der  vorstehenden  Gleichungen  2m  lineare 

Gleichungen  zwischen  den  ersten   Diflerentialquotienlcn 

dg,         dq^  (lq„         dp^         dp.^  dp,„ 

dt    '       dl    ''      '   '   '        dt    ''       dt    ^       dt    ">      '  '  '        dt 

Die  Determinante  dieser  linearen  Gleichungen  wird  die  nach  q,,  </,,  ...  ^,„, 
'/>,,  />, ,  ...  p„,  gebildete  Functionaldeterniinante  von  yl, ,  yl, ,  ...  A,„,  Bi, 
ßj,  ...  B,„,  und  erhält  daher  dem  Obigen  zufolge  den  Werth  +1.  Hieraus 
folgt  durch  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  ferner,  dass,  wenn  man  von 
den  Ausdrücken  A,,  ^. ,  •  •  •  A,„,  B,^  i?,,  ...  B„,,  welche  in  den  dynamischen 
lutegralgleichumjen  den  willkürlichen  Constanten  et,,  «2,  ...  gleich  werden, 
die  verschiedenen  Funetionaldeterminanten  bildet,  indem  man  die  Grösse  t  als 
eine  der  Variablen  annimmt,  dagegen  immer  eine  der  andern  Variablen  </, , 
«/,,  ...  q,„,  Pj,  /;.,,  ...  p,„  als  constant  betrachtet,  diese  Funetionaldetermi- 
nanten, abgesehen  vom   Vorzeichen,  respective  den  Functionen 

dH        dH  dH  dH  dH  6H 

9Pi  '      öPi  '         ■   ■       dp,„  '  dq,  '  <5'yu  '      '   '  '  öq^ 

gleich  werden. 

Aus  demselben  Theorem  II.  folgt  auch  noch,  dass,  wenn  man  aus  den 
dynamischen  Differentialgleichungen ,{B.)  die  Grössen 

dq,  dg.,  dq,„ 

/>,,     />,,      .    .    .      p„,        ^^^    ,        ^11   ^      •   •   ■        ai 

durch  Functionen  von 

^"    ^-'    ■  •  •    '/""    dt  '    dt  '   '  '  '     dl  ' 

oder  diese  Grössen  durch  Functionen  von  jenen  amdrückt,  und  die  Grösse  t 
selbst,  wenn  sie  in  diesen  Functionen  vorkommt,  als  constant  betrachtet,  die 
Fnnctionaldeterminante  in  beiden  Fallen  den  Werth  +1  annimmt.  Bei  allen 
diesen  Sätzen  aber  setzt  man  voraus,  dass  überhaupt  aus  den  jedesmaligen 
Gleichungen  die  Werthe  der  Grossen,  deren  Functionaldeterniinante  man  zu 
bilden  hat,  gezogen  werden  können,  welches  z.  B.  bei  den  dynamischen  Dilfe- 
rentialgleichungen  (B.)  nicht  der  Fall  ist,  wenn  für  ein  ganz  freies  System 
die  Grössen  g^, ,  q,-,  •••  (Jm  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  materiellen 
Punkte  sind. 
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§.  7.     Ausdehnung  der  vorhergehenden  Untersuchungen  auf  den  allgemeinern  Fall,  in 
welchem  die  partielle  Differentialgleichung  auch  die  gesuchte  Function  selbst  enthält. 

Ich  will  noch  die  im  Vorhergehenden  angestellten  Untersuchungen  auf 
den  Fall  ausdehnen,  in  welchem  die  partielle  Differentialgleichung  auch  die 
gesuchte  Function  enthält. 

Es  enthalte  die  vollständige  Lösung  f  die  willkürlichen  Constanten  a,  «i, 
Cj,  ...  «„,,  so  erhält  man  eine  neue  Lösung  F  mit  den  willkürlichen  Con- 
slanten  a,  a,,  Oo,  ...  a^,  wenn  man  in  f  zunächst 

a=^(p,     ai  =  (pi^     ...      (n,_i  =  (p,_i 
setzt,  wo  (p,  (fi^  ...  y,_i  Functionen  von 

«.,     «.+n     •  •  •     «m,     a,     «1,     .  •  •     am 
sind,  und  dann  mittelst  der  Gleichungen 

(iL)  =  o,   (5^)  =  o,   ...   (^)  =  o 

aus  f  die  Grössen  a^,  «j^^, ,  ...  «,„  eliminirt.  Die  Klammern  zeigen  hier 
wieder  an,  dass  man  vor  den  partiellen  Differentiationen  von  f  die  ange- 
gebenen Werthe  von  a,  «,,  ...  «,_,  substituirt  hat.  Um  zu  entscheiden,  ob 
die  Lösung  F  eine  vollständige  sei,  bilde  man  die  Gleichungen: 

da„  da,n  da„  da,,, 


oder  die  Gleichungen 

6i    = 


^  -^     (  '        ^f  j^R  ^v>  4./?  ^'P=  _u    4-/9    '^y*-' 

'-Pi  TJT-  +/*2  3r-  H 1-/^-' ' 


1 


1 


da,„        '  da„,      ^  da,„  '       da„, 

-W  +'*'  "ä^  +'*=  ö^  +  -  +^.-.  ^^ 
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Die  Gleichlingen  (l.)  unterscheiden  sich  von  (12.)  des  §.  6.  nur  durch  die  hinzu- 
tretende Gleichung  a  =  (p,  und  dadurch,  dass  die  Function  (p  auch  noch  die 
Grösse  a  enthält.  Die  Gleichungen  (2.)  unterscheiden  sich  von  fl3.)  des  §.  6.  nur 
durch  den  allen  Ausdrücken  rechts  vom  Gleichheitszeichen  gemeinschaftlichen 
Nenner.  Die  Bedingung  dafür,  dass  Feine  vollständige  Lösung  sei,  ist,  dass  mau 
aus  (1.)  die  Werthe  von  a,ai,...  «,„  erhalten  kann,  und  diese  kommt,  wie  ich  unten 
zeigen  werde,  mit  der  Bedingung  flherein,  dass  man  aus  (2.)  die  Werthe  von  /?,, 
Ai  •■•  Ä-i,  «i,  «Ml,  •••  «,„  erhalten  kann.  Man  kann  dann  mittelst  der  2«+! 
Gleichungen  (1.)  und  (2.)  sowohl  die  Grössen  c,  «i,  ...  «,„,  /?,,  /?,,  ...  ß^ 
durch  o,  a, ,  . . .  a,,,,  6i,  6,,  ...  6,„,  als  auch  umgekehrt  die  Grössen  a,  a, ,  ... 
«m,  bi,  Ä-,  .  .  .  b,„  durch  a,  «,,...  «,„,  /?,,  ß^,  •  •  •  /?,„  ausdrücken.  Es  ver- 
wandeln sich  ferner  die  Gleichuntjen 


=  />., 

df    __ 

dq,„ 

öa,         '  '  da  ' 

da. 

'  -   da  ■> 

da„       ' 

''■'     iL 

da 

durch  Anwendung  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  in  die  analog  gebildeten 

■  I     „       ^        ÖF  dF  ■     dF 

iL^^ftiL     ^-h—    .  .      6IF  _     dF 

\  da,  ~    '  öa  '      ^«2  ~    ^  da  ''  da„,  ~    "*  öa  * 

Die  Gleichungen  (3.)  waren  oben  §.  1.  die  vollständigen  Integralgleichungen 
des  dort  aufgestellten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  indem  man 
die  Grössen  a,  «j,  ...  a,„,  /i,,  /)',,  ...  /?,„  als  willkürliche  Constanten  be- 
trachtete. (Die  dort  der  Symmetrie  wegen  eingeführte  Grösse  ß  habe  ich 
hier  gleich  1  gesetzt.)  Um  statt  dieser  die  Grössen  a,  Oj,  .  .  .  a,„,  6,,  60,  .  .  . 
6,„,  welche  mit  ihnen  durch  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  verbunden  sind, 
als  willkürliche  Conslanten  in  das. System  der  Integralgleichungen  (3.)  ein- 
zuführen, hat  man  daher  nur  nöthig,  die  eine  Function  f  mittelst  der  aufge- 
stellten Gleichungen  in  die  Function  F  zu  verwandeln,  d.  h.  sie  durch  die 
Grössen  l,  qi,  70,  ...  q,„,  a,  Uy^  ...  a,„  auszudrücken,  worauf  man  durch  blosse 
partielle  Differentiation  von  Fdie  transformirlen  Integralgleichungen  (4.)  erhält. 
Setzt  man  wieder 

^-\-ßi(Py-^ß2(p2-\ \-ß,^ilp,-i    =    *, 

so  werden  in  den  Gleichungen  (2.)  die  den  Grössen   6,,   62,    ...   ä,„  gleich 
gesetzten  Brüche 
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da,  da^  da,„ 

öa  da  da 

Damit  aus  den  Gleichungen  (2.)  die  Werthe  der  Grössen  /5,,  /?2,  ...  /?;_!, 
a,,  «i+i,  .  .  .  a,„  erliallen  werden  können,  darf  die  nach  diesen  Grössen  ge- 
bildete Funclionaldeterniinante  der  vorstehenden  Ausdrücke,  die  ich  mit 

y,      db,   db.^         dbi-t   dbi         db^ 

—  Ö/9,   dß^         dß,-i  da,         da,,, 

bezeichne,  nicht  verschwinden.    Aber  diese  Functionaldeterminanle  wird  gleich 
-7, — J  multiplicirt    mit    der   nach   den    Grössen   a,   «i,    ...    «„,   gebildeten 

Funclionaldeterniinante  der  Functionen 

d(l)  d<li  d(P  d<a  d(Ii  (90 

*'      "ä^'      'W       '"'        ÖÄII'      ^^'       öa,+r       '*'       ä^' 

oder  der  Functionen 

ä(D         d0  dm 


<P,     ,p,,     cp,,     .   .  .     (/,._,     ^,     ^^-,     ■  -  -      ^^__, 

wie  aus  dem  oben  §.  1.  niilgetheilten  Theorem  I.  erhellt,  wenn  man  in  dem- 
selben für  f;  ^1,  ^n,  ...  q,„;  cf,  «i,  «o,  ...  a„,  respective  die  Buchstaben  4*; 
/?!,  /?,,  . .  .  /:?,_!,  ß,,  «,^1,  .  .  .  «„,,-  a,  Ui,  Ö2,  . .  .  ö,„  setzt.  Für  die  Function 
<P  kann  man  auch  die  Function  (p  setzen,  da  eine  Functionaldeterminante 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  zu  einer  der  Functionen  die  andern,  mit  Con- 
stanten multiplicirt,  addirl  oder  abzieht,  wo  unter  Constanten  alle  Grössen  zu 
verstehen  sind,  die  von  denen,  nach  welchen  bei  Bildung  der  Functionalde- 
terminante differenliirt  wird,  unabhängig  sind.  Hat  man  (p  für  0  gesetzt,  so 
werden  die  Ausdrücke,  deren  Funclionaldeterniinante  in  Bezug  auf  die  Grössen 
a,  (ii,  . .  .  «,„  zu  bilden  ist,  dieselben  wie  die  in  den  Gleichungen  (1.)  rechts 
vom  Gleichheitszeichen  befindlichen  Ausdrücke.  Wenn  man  daher  aus  den 
Gleichungen  (1.)  die  Werthe  von 

a,     «,,      «,,      ...      a,_„      (i,     /i.+„      ...     /3„,^ 
und  aus  den  Gleichungen  (2.)  die  Werthe  von 

hl,     bi,      ...     h„, 
entnimmt,  so  hat  man :         ,  • 


(5,) 


(-1)"-'+'^  + 


^  da  y 


S  + 


db^ 

db^ 

o6,_i 
dß.~i 

da.^i 

dbi  dbi+i 

doi  dui^i 

dßi  dß,+i 
da,  düi+i 

db„ 

da 

dß, 
da, 

da,„ 
dß,„ 

oa 

da, 

da,,, 

da    o«! 

6a,_, 

dß.  dß,  +  i 

dß^ 

da    ^a^ 

da„ 
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Damit  aus  den  Gleichungen  (1.)  die  Werllie  von  a,  Ui^  .  .  .  a,„  erhalten  werden 
können,  darf  die  Functionaldelerminanle 

-± 

nicht  verschwinden.  Die  Gleichung  (5.)  zeigt  daher,  dass,  wenn  man  aus 
(2.)  die  Werlho  von  /:?,,  ß.^  .  .  .  /?._,,  «..  «,_,,,  ...  «,„  entnehmen  kann, 
man    immer    auch    aus  (1.)  die    VVertho   von   a,   a,,   a,,    ...    «„,    erhält.     Die 

Grösse  -r--  kann  weder  verschwinden,  noch  unendlich  werden,  da  aus  Glei- 
chungen wie  (I.)  und  (2.)  keine  Relation  zwischen  den  Grössen  /?,,  /?,, ...  /?,_,, 
r',,   a,^,,  ...   a,„,   a,   Oi,  ...  a,„   folgen    kann,   welche   von    den    Grössen   a, 
ßj,   ...  «,_,,  ß,,   ...  ß,„,  hl,  b.,  ...  h„,  frei  ist. 
Es  seien  nun 

«  =  0.     Ui  =  0,     ...     Mj„  =  0 
die  zwischen  den    Grössen 

«.  «1,  •      •      •  «m,  ß,,         ß2,  .      .      .         ß„ 

einerseits,  und  den  Grössen 

a,     fli,     ...     «,„,     /»,,      i,,      ...      b„ 

andrerseits  bestehenden  Gleichungen,  welche  man  erhalt,  indem  man  in  den 
Gleichungen  (1.),  (2.)  die  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Grössen  auf  die 
linke  hinüberschalft.  Es  wird  dann  zufolge  der  in  meiner  Abhandlung  „De 
determinantibus  FmicUor/alihns'"  bewiesenen  Formeln  die  Funclionaldeterminante 
von  «,  «1,  .  .  .  «,„,  /ii,  /?,,  .  .  .  ß,„  in  Bezug  auf  a,  a^,  .  . .  a,„,  ä,,  6^,  .  .  .  h,,,, 
oder  der  reciproke  Werlh  der  Functionaldeterminante  von  a,  «i,  ...  «,„ , 
6i,  6,,  ...  b,„  in  Bezug  auf  «,  a,,  ...  cf,„,  /ij,  /:?.,  ...  /:/,„  gleich  der  Fun- 
clionaldeterminante von  u,  y<,,  .  .  .  ?/>„,  in  Bezug  auf  a,  «, ,  ...  a,„,  /»,, 
6^,  ...  />,„,  dividirt  durch  die  Funclionaldeterminante  von  n,  «,,  ...  «,,„  in 
Bezug  auf  a,  «,,  ...  «„,,  /i,,  /?,,  ...  /:/,„.  Es  werden  ferner,  abgesehen 
vom  Zeichen,  die  Functionaldeterminanten  von  «.  «,,  .  .  .  «,,„  in  Bezug  auf 
ö,  «,,...  a„,,  6,,  6., .  .  .  6,„  und  in  Bezug  auf  a,  «,,...  «,„,  /:?,,  /?,,  ...  /?„, 
dieselben,  wie  die  beiden  Functionaldeterminanten,  welche  sich  in  der  obigen 
Gleichung  ;^5.)  respeclive   auf   der   rechten  und    linken  Seite  des  Glcichheits- 

Zeichens  beliniien,  und  deren  Quotient  (^^5— J  ist.  Man  hal  daher  den  fol- 
genden Satz : 

Jacobi,    Dynamik.    •  b4 
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Wenn  man  durch  die  Gleichnmjen  (1.)  und  (2.)  die  Werthe  der 
Grössen  a,  Kj,  ...  «,„,  ß^,  /3o,  .  .  .  /?,„  als  Functionen  von  a,  «,,...  a„, 
ii,  //,,  .  .  .  6,„  ausdrückt,  so  ist  ihre  Functionaldeterminante 


?!L  I  /?  ^j..?  ^^...^/^      ^!fi^ 


■+i 


In  dem  den  dynamischen  Problemen  entsprechenden  Falle  wird 

i^  =  1       ^=,^  =  ...  =  ?!El:±  =  0 
da  ■■       da         da  da 

Der  vorstehende  Satz  verwandelt  sich  dann  in  den  in  §.  6.  bewiesenen. 

§.  8.     Wie  mau  von  einer  abgeleiteten  Lösung  zu  der  ursprünglichen 

zuriiclvgelangt. 

Ich  will  jetzt  zeigen,  wie  man  von  einer  abgeleiteten  vollständigen 
Lösung  F  zu  der  ursprünglich  gegebenen  f  zurückkehrt,  wobei  ich  gleich 
den  allgemeinen  Fall  betrachten  werde,  in  welchem  die  partielle  Differential- 
gleichung die  gesuchte  Function  selber  enthält.  Auf  ähnliche  Art  nämlich, 
wie  man  aus  f  eine  andere  vollständige  Lösung  F  abgeleitet  hat,  kann  man 
auch  aus  F  andere  vollständige  Lösungen  ableiten.  Man  hat  dann  in  dem 
Ausdruck  F  für  einige  von  den  Grössen  a,  «,,  ...  «,„,  z.  B.  a,  «i,  .  .  .  at_i 
Functionen  der  übrigen  a^,  a*^,,  ...  «,„  zu  setzen,  welche  m+1  willkürliche 
Constanten  enthalten,  und  nach  geschehener  Substitution  der  Werthe  von  a, 
«1,  ...  ««_,  die  Werthe  von  Oj,  ««+ii  •••  "»  so  zu  bestimmen,  dass  die 
nach  ihnen  genommenen  partiellen  Differentialquotienten  von  F  gleich  Null 
werden.  Nimmt  man  k  =  i  und  f'iir  die  Relationen,  durch  welche  a,  «,,  ...  a,_i 
als  Functionen  von  a,,  «,+i.  .  .  .  a,„  bestimmt  tverden,  loelche  ausserdem  noch 
die  willkürlichen  Constanten  a,  Ui^  ...  «,„  enthalten,  dieselben  Gleichungen, 
welche  dazu  dienen,  aus  f  die  Lösung  F  abzuleiten,  nämlich  die  Gleichungen 

in  welchen  (p,  <fi,  ...  </',_i  Functionen  von  a,,  «,^i,  .  .  .  «,„,  a,  a^,  ...  a,„ 
waren,  so  kommt  man  von  der  vollständigen  Lösung  F  auf  die  ursprünglich 
gegebene  f  zurück.     Man  beweist  dies  durch  die  folgenden  Betrachtungen. 

Die  Lösung  F  ergab  sich,  indem  man  mittelst  der  Gleichungen  (1.) 
und  der  Gleichungen 

die  Grössen  a,  «,,  ...  a,„  aus  /"  eliminirte.     Die  Gleichung  F  =  f  wird  daher 
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mitlelsl  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  idenlisch.  Hieraus  folg-t,  dass  um- 
gekehrt die  ursprünglich  gegebene  Lösung  f  erhallen  wird,  wenn  man  aus  F 
mitlelsl  derselben  Gleichungen  (1.)  und  1^2.)  die  Grössen  a,  (ii,  ...  «,„  eli- 
minirt.  Man  erhält  aber  auch  nach  der  angegebenen  Regel  eine  Lösung,  in- 
dem man  aus  F  die  Grössen  a,  «, ,  ...  a„  vermittelst  der  Gleichungen  (1.) 
und  der  Gleichungen 

Ci)         ^F  da        dF  da,  dF    da.-i        dF 

^    '^         da   da„       da,    da,,  da.^i     äat         dttk    ~ 

eliminirt,  wo  «t  jede  der  Grössen  «,,  a,,,,  ...  a,„  und  a,  a,,  ...  «,_,  Fun- 
ctionen von  a,,  a,+i,  .  .  .  a,„  und  willkürlichen  Constanlen  bedeuten.  Setzt 
man  insbesondere  für  a,  a, ,  ...  «,_,  die  sich  als  ihre  Werlhe  aus  (1.)  er- 
gebenden Functionen  von  a,,  a.^, ,  ...  a„,,  a,  «,,  ...  «,„,  so  folgen,  wie 
ich  unten  zeigen  werde,  aus  (1.)  und  (2.J  auch  die  Gleichungen  (3.),  so 
dass  man  für  die  Gleichungen  (I.)  und  (2.)  auch  die  Gleichungen  (1.)  und  (3.) 
setzen  kann.  Es  ist  daher  gleich,  ob  man  sagt,  dass  man  mittelst  der  Glei- 
chungen (1.)  und  (2.),  oder  mittelst  der  Gleichungen  (1.)  und  (3.)  die 
Grössen  a,  «,,  ...  a,„  aus  F  eliminirt,  und  es  ist  daher  die  Lösung,  die  sich 
durch  die  letztere  Elimination  ergiebt,  die  ursprünglich  gegebene  /",  wie  zu 
beweisen  war. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen  übrig,  dass  aus  (1.)  und  (2.)  die  Glei- 
chungen (3.)  folgen.  Die  Function  F  wurde  aus  f  gefunden,  indem  man 
in  /■  für  K,  «,,  ...  «,_i  die  Functionen  (p,  (pi,  ...  (f,_i  setzte,  und  mittelst 
(2.)  die  Grössen  «,,  «,^,,  .  .  .  «„,  durch  die  unabhängigen  Variablen  und  die 
Grössen  a.  a,,  ...  a,„  ausdrückte.  Es  wird  daher,  wenn  man  mit  a^  eine 
beliebige  von  den  Grössen  a,  «i,  ...   a,„  bezeichnet, 

dF    _  _dl_d^._df_d(p^   ,      df     dcpi^i 

dar  d<p   da,.       ärp,   da,  d(pi-i     dar    ' 

da  wegen  (2.)  die  in  die  partiellen  Dilferentialquotienten  von  «,,  «,  .i,  ...    «„ 

mulliplicirten    Ausdrücke    verschwinden.      Substituirt   man    diesen    Werth    von 

dF 
-t:—  in  die  Gleichung  (3.),   welche  zu  beweisen  ist,    so  erhält  der   Ausdruck 

dar  9   \     j^ 

links  vom  Gleichheitszeichen  die  Form 


wo 

.      _    d(fi,    da         dcph    da,  d(ph     da.^t    ,    d(ph 

''   ~~     da     duk        da      da,,  öo,_i     öa*  öa* 
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Da  aber  a,  ai,...a,_i  diejenigen  Functionen  von  «,,  a, ,i,...a„,  a,  «!,...«„ 
sind,  welche,  in  die  Ausdrücke  (f^  f/:,,  ...  ^'._,  gesetzt,  dieselben  respective 
den  Grössen  a,  «i,  ...  «,_i  identisch  gleich  machen,  wodurch  also  y^,  =  «^ 
wird,  so  verschwindet  der  vorstehende  Ausdruck  von  *,,,  und  es  sind  daher 
die  Gleichungen  (3.)  bewiesen. 

Man  hat  oben  gesehen,  dass  mau  aus  einer  gegebenen  vollständigen 
Lösung  jede  andere  bestimmte  nur  auf  eine  einzige  Art  ableiten  kann,  d.  h. 
dass  die  hierzu  zwischen  den  willkürlichen  Constanten  der  vollständigen  Lö- 
sung anzunehmenden  Relationen  sowohl  ihrer  Zahl  als  Natur  nach  bestimmt 
sind.  Wenn  man  daher  aus  einer  gegebenen  vollständigen  Lösung  f  eine 
andere  F  abgeleitet  hat,  und  die  gegebene  Lösung  f  ihrerseits  aus  F  ableiten 
will,  so  kann  dies  nur  mittelst  derjenigen  Relationen  geschehen,  welche  im 
Vorhergehenden  zwischen  den  in  F  enthaltenen  willkürlichen  Consfanten  an- 
genommen  worden  sind.  Diese  Relationen,  welche  gemeinschaftlich  dazu 
dienen,  F  aus  f  und  f  aus  F  abzuleiten,  wo  f  und  F  zwei  beliebige  voll- 
ständige Lösungen  bedeuten  können,  werden  erhalten,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen 

„_      ^^^     §L  =  ^     ...    1L=,1L 

~~ ''      dq,  "~  6(j,  '      6q^  ~~  c'g,  '  dq,„        dq,„ 

die  sümmtlichen  unabhängigen  Variablen  /,  </,,  q.^^  ...  ^,„  eliminirl. 

Wenn  man  eine  bestimmte  vollständige  Lösung  zum  Grunde  legt,  so 
Iheilen  sich  alle  Lösungen  in  verschiedene  Classen,  je  nachdem  man,  um  sie 
aus  der  vollständigen  Lösung  abzuleiten,  eine  oder  zwei  etc.  oder  m-\-i  Re- 
lationen zwischen  den  in  denselben  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  an- 
zunehmen hat.  Die  erste  Classe  ist  die  allgemeinste,  die  letzte  umfassl  die 
Lösungen  selbst,  welche  in  der  zum  Grunde  gelegten  vollständigen  Lösung 
enthalfen  sind.  Diese  Eintheilung  drückt  aber  nichts  den  Lösungen  selbst 
Immanentes  aus,  sondern  nur  ihre  Beziehung  zu  der  zum  Grunde  gelegten 
vollständigen  Lösung.  Denn  es  kann  jede  gegebene  Lösung  zu  jeder  belie- 
bigen Classe  gehören,  je  nachdem  man  verschiedene  vollständige  Lösungen 
zum  Grunde  legt.  Man  kann  nämlich,  wenn  die  gegebene  Lösung  ebenfalls 
eine  voilsläiulige  ist,  leicht  solche  vollständigen  Lösungen  angeben,  in  Bezug 
auf  welche  die  gegebene  Lösung  zu  einer  bestimmten  Classe  gehört.  Denn 
man  ha!  nur  aus  der  gegebenen  Lösung  irgend  eine  der  i'""  Classe  abzuleiten 
und  diese  zum  Grunde  zu  legen,  so  gehört  die  gegebene  Lösung  auch  ihrer- 
seits in  Bezug  auf  dieselbe  zur  i""  Classe,  wie  im  Vorigen  bewiesen  worden 
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ist.  Es  kann  aber  jede  gegebene  Lösung,  welche  keine  vollständige  Lösung 
selbst  ist,  als  particularer  Fall  einer  vollsländigen  Lösung  angesehen  werden. 
Denn  man  kann  sie  immer  aus  irgend  einer  zum  Grunde  gelegten  vollstän- 
digen Lösung  mittelst  gewisser  Relationen  ableiten ,  die  man  zwischen  den 
willkürlichen  Constanlen  derselben  annimmt.  Bezeichnet  man  diese  Relationen 
mit  M  =  0,  «1=0,  etc. ,  so  kann  man  allgemeinere 

n  +  d'iti  =  0,  ü-f  f«,  =  0,  etc. 
annehmen,  in  welchen  d\  f,  etc.  willkürliche  Constanten  sind,  und  ?/,,  »,,  etc. 
ebenfalls  willkürliche  Constanten  enthalten,  so,  dass  die  mittelst  dieser  allge- 
meineren Relationen  abgeleitete  Lösung  eine  vollständige  wird.  In  dem  be- 
sonderen Fall,  wo  (^  =  0,  e  =  0,  etc.,  erhält  man  dann  aus  dieser  vollslän- 
digen Lösung  die  gegebene. 


lieber  die  Integration   der  partiellen  Differential- 
gieichiingen  erster  Ordnung  zwischen  vier 

Variablen. 


1. 

Historisches. 
Lagraiige  hat  in  den  Berliner  Memoiren  von  1772  die  partiellen  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  zwischen  drei  Variablen  integriren  ge- 
lehrt. Nach  seiner  dort  gegebenen  Methode  wird  zuerst  ein  System  von  drei 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zwischen  vier  Variablen  aufgestellt;  da 
diese  DilTerenlialgleicIiungen  von  der  ersten  Ordnung  sind,  so  kann  die  Inte- 
gration dieses  Systems  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  zwischen  nur  zwei  Variablen  zurückgeführt  werden. 
Lagramje  fordert  aber  zur  Auffindung  eines  vollständigen  Integrals  der  vor- 
gelegten partiellen  Differentialgleichung  nicht  die  vollständige  Integration  des 
Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  sondern  er  zeigt,  dass,  wenn  man 
ein  Integral  desselben  kennt,  man  nur  noch  zwei  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  z«oe«  Variablen  zu  integriren  hat.    Da  man,  wie  ich  im  17'"" 


"& 


Bande  des  Cretleschew  Journals  nach  einer  von  Hamilton  gegebenen  Methode  ge- 
zeigt habe,  immer  umgekehrt  die  vollständigen  Integrale  des  Systems  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  angeben  kann,  wenn  man  irgend  ein  vollständiges  Integral 
der  partiellen  Differentialgleichung  kennt,  so  folgt  für  den  von  Lagrange  behan- 
delten Fall,  dass  das  von  ihm  aufgestellte  System  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen, welches  auf  eine  Differentialgleicluing  dritter  Ordnung  zwischen 
zwei  Variablen  zurückkommt,  die  merkwürdige  Eigenschaft  hat,  dass,  v\'enn  man 
ein  Integral  davon  kennt,  man  nur  noch  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zwischen  zwei  Variablen  und  keine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zu  integriren  braucht,  um  die  vollständigen  Integralgleichungen  zu  haben ;  oder 
was  dasselbe  ist,  es  wird  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  die  man 
noch  zu  integriren  hat,  sich  immer  auf  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
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nuntr  zwischen  zwei  Variablen  icdiiciren  lassen.  Es  bekommen  hierdurch  die 
gewöhnlichen  Diderenlialgleichungen,  welche  in  der  Theorie  der  partiellen 
Differentialgleichiino;en  vorkommen,  einen  besondern  Characler,  der  sie  von 
andern  Dlfferenlialgleiclmngen  unterscheidet  und  für  ihre  Integration  Vortheile 
darbieten  kann.  Besonders  einfach  wird  die  La{jran(/esche  Methode,  wenn 
die  partielle  Diderentialgleichiing  nicht  die  unbekannlo  Function  seiher  invol- 
virt,  sondern  nur  die  beiden  unabhängigen  Variablen  und  die  nach  ihnen  ge- 
nommenen partiellen  Difl'erentialquolienten  der  gesuchten  Function.  In  diesem 
Falle  ist  nur  ein  Integral  eines  Systems  von  zwei  Difl'erentialgleichungen  erster 
Ordnung  zwischen  drei  Variablen,  oder  einer  Diüerentiaigleichung  zweiter 
Ordnung  zwischen  zwei  Variablen  zu  suchen,  wonach  das  Problem  auf  Qua- 
draturen zurückgeführt  ist.  Man  kann  hier  also  zufolge  der  obigen  Betrach- 
tungen die  Dill'erenlialgleichung  erster  Ordnung,  welche  nach  Aullinduno-  des 
einen  Integrals  noch  zu  integriren  bleibt,  immer  auf  Ouadraturen  zurückführen 
oder  nach  einer  allgemeinen  Regel  den  Multiplicalor  angeben,  welcher  die 
Differentialgleichung  integrabel  macht.  Die  Diflerentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, auf  welche  die  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
drei  Variablen  zurückgeführt  werden  können,  hat  daher  die  Eigenschaft  mit 
den  Unearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gemein,  dass  nach  einem 
gefundenen  Integral  man  das  zweite  durch  blosse  Quadratur  erhält,  sie  lässt 
sich  aber  desshalb  nicht,  wie  die  linearen,  auf  die  erste  Ordnung  zurückführen. 


Die  Lagrangesche  Methode  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleicbung  erster 
Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen,  in  welcher  die  abhängige  Ver- 
änderliche selbst  nicht  vorkommt. 

Da  der  zuletzt  erwähnte  Fall,  in  welchem  die  partielle  Differential- 
gleichung die  unbekannte  Function  selbst  nicht  enthält,  in  der  Mechanik  von 
Wichtigkeit  ist,  so  will  ich  für  ihn  die  Layrangesche  Methode  kurz  ausein- 
ander setzen. 

Es  sei 

(1.)       dV  =  pdx+qdy, 

wo   (j   eine   gegebene   Function    von    .r,  ;/,  p  ist;   man    soll   p  und   I    so  als 

Functionen  von  x  und  y  bestimmen,  dass  die  Gleichung  (1.)  erfüllt  wird.     Auf 

diese   Weise    kann   man   ganz   allgemein    die    Aufgabe   der    Integration    einer 

Gleichung  zwischen  x  und  y  und  den  partiellen  Diiferentialquotienlen 
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dv  __       dv  _   . 

dx  -P'       dy  ~^ 
darstellen,  d.  h.  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung zwischen  drei  Variablen,  welche   die  abhängige  Variable  selbst  (die  ge- 
suchte Function)  nicht  enthält.     Die  Bedingung  der  Integrabilitäl  von 

p  dx  +q  dy 
ergiebt 

dp    ^9    I    ^9   ^P 

dy  dx        dp    dx  ' 

in  welcher  Gleichung  auch  -J^  und   -^  gegebene  Functionen  von  x,y,p  sind. 

Es  sei  nun 

f{x,y,p)  =  a 
irgend  ein  Integral  der  Differentialgleichungen: 

-  dx:dy:dp  =  ^:~i:-^, 

wo  die  Grösse  a  eine  willkürliche  Gonstante  bedeutet,  welche  ebenso  wenig 
als  eine  andere  willkürliche  Gonstante  in  der  Function  f(x,  y,  p)  selber 
vorkommt. 

Man  nennt  /"  =  «  ein  Integral    der  vorgelegten  Differentialgleichungen, 
wenn  die  Gleichung 

durch  dieselben  identisch  erfüllt  wird,  d.  h.  ohne  dass  eine  Integralgleichung 
zu  Hülfe  genommen  wird. 

Man  muss  daher  für  die  aufgestellten  DilFerentialgleichungen  die  iden- 
tische Gleichung  haben: 


o 


dp     dx        dy        dx  dp 
Bestimmt  man  p  als  Function  von  .r,  y  durch  die  Gleichung 

fi.x,y,p)  =  « 

so  hat  man 

dp     _         df  ^  df 

dx  dx  '  dp  '' 

dp    _        df  .  df 

dy     ~  dy    '  dp  '' 
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und  es  verwandell  sich  die  vorige  Gleichung  in  folgende: 

__c|V_.J^   ,  _öp dq_    ^   Q 

dp      öx         dy         dx 

Diese  Gleichung  wird  also  erliilil.   oder  es  wird  pdx  +  qdy  integrabel.  wenn 
man  p  als  Function  von  .r  und   //   durch  eine   Gieidiung 

f-r.ij,p)  =  a 
bestimmt,  welche  ein  Integral  nachfolgender  DiH'erentialgleichungcn  ist: 

d^.:,n/:dp   =  4l:_l:_4^, 
•''       '  dp  öx  ' 

in  welchen  -^  und   — -    die   nach   x   und    p    genommenen    partiellen    DilTe- 

ox  vp  '       "  ' 

renlialquolienten  der  als  Function  von  j-,  y/,  p  gegebenen  Grösse  q  sind.     Ilal 
man  auf  diese  Art  pdx^qdij  integrabel  gemacht,  so  lindet  man 

und  zufolge  der  von    mir  modilicirlen  Ilaiiiilloi/schen  Theorie  wird  das   felzte 
Integral   der  Din'erentialiiieicliuniren 


dx-.dff.dp  =  —:-!:.-  — 


die  Gleichung 


7  'lii"^^^^^)  =  "■ 


wo  b  die    zweite  willkürliche  Constanle  isl. 

*  Wenn  die  zwischen  x,  y,  p,  q  gegebene  Gleichung 

ipix,ij.p.q)   =  0 
ist,  so  kann   man   auf  eine   mehr  symmetrische  Art   statt   der  Gleichungen: 

dx:dy:dp  =  _:-!:-  — 

die  folgenden  setzen: 

,        ,        ,        ,  dw      d\p  dw  dxp 

dx  :  dy  :  dp  -.  äq   =   ^  : -^  :  - -^  :  — ^, 

von  denen  wegen  der  Gleichung 

^dx  +  ^dy  +  ^dp  +  ^dq  =  0  ' 

dx  <-*y  dp     '         dq      ' 

eine  die  Folge  der  übrigen  isl. 
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3. 

Anwendung  auf  eine  Classe  mechaniseber  Probleme. 

Es  gelle  in  einem  Problem  der  Mechanik  das  Princip  von  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kraft,  und  es  seien  die  Bedingungen,  denen  das  Sy- 
stem materieller  Punkte,  welche  man  betrachtet,  unlerworlen  ist,  so  beschaffen, 
dass  der  Ort  sammllicher  bewegten  Punkte  durch  nur  zwei  Grössen  x  und  y 
bestimmt  ist.  Es  sei  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  und  der  Satz  von  der 
lebendigen  Kraft: 

T  -   [/+Ä, 
wo  h  eine  willkürliche  Constante  und  U  eine  blosse  Function  von  x  und  y  ist. 

Es  sei 

,        dx  ,        dy 

^  ^~dr'   y  ^it' 

so  wird  T  eine  Function  von  .r.  y,  x',  y'  sein,  und  in  Bezug  auf  die  letzten 
beiden  Grössen  eine  homogene  Function  der  zweiten  Ordnung. 
Setzt  man 

dT  _        dr  _ 

dx'  ~  P'       dy'  ~  ^' 
so  kann    man    auch    durch  Auflösung   zweier   linearen  Gleichungen   x'  und  y' 
durch  p,  q,  x,  y  ausdrücken.     Wenn  man  dieses  Ihut,  wird  T  eine  Function 
von  p  und  q,  und  setzt  man  in  derselben 

_  OK  _^ 

P~  dx  '      ^~'di' 

so  wird  die  Gleichung  für  die  lebendige  Kraft 

T  =   U+h 

eine  partielle  DifFerentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x,  y,  V,  in  welcher 

die  abhängige  Variable  V  nicht  selbst  vorkommt,  sondern  ausser  x  und  y  nur 

die  nach  x  und  y  genommenen  partiellen  DilFerenlialquotienten  von  V.     Setzt 

man  daher 

,p  =  T-U~h, 

so   wird    nach  §.  2.    das    aufzustellende  System  gewöhnlicher  Dilferentialglei- 

chungen: 

ax  .  dy  .  dp  .  äq   -    ^^^  .  ^^  .        ^^       .        ^^ , 

welches   die   DilTerenlialgleichungen    des    mechanischen    Problems    selbst    sind. 
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Um  diese  daher  vollständig  zu  inlegriren,  brauclU  man  nur  ein  Integral  von  ihnen 

r  =  a 

zu  kennen.     Die  aus  den  Gleichungen 

/•=a.     T=U+h 
gezogenen   Werihe    von   p    und    (j    in   x   und    /y    subsliluirl    man    dann    in    die 
Gleichung 

dV  =  pdx-\-qdy, 
so  wird  zufolge  der  Lagratn/cschcn  Theorie  der  Ausdruck  rechter  Hand  inle- 
grahel,  und  daher  auch  seine  nach  «  und  li  genommenen  Diirerenlialquolienlen: 

da  '^•^^  da  "^'        dh  "^^^  ah  '^'J' 
Die  Integration  dieser  Ausdrücke   gieht    die  vollsländigen   endlichen  Integral- 
gleichungen  des  mechanischen  Problems.      jMan  hat  nämlich   nach  §.2.: 


/( 


^d.+^d,)  =  (,. 


da  da 

Die  Zeil  findet  man,  wie  ich  in  meinen  Abhandlungen  über  die  Hatuillonscho 
Methode  gezeigt  habe,  durch  die  Gleichung: 

In    diesen   Gleicluingen    sind    a,   b,   h,   t    die   vier   willkürlichen    Conslanten, 
welche  die  vollsländiffe  Inlearalion  des  mechanischen   Problems  erfordert. 

Ich  habe  die  vorstehenden  Resultate  für  den  Fall  der  freien  Bewe- 
gung eines  Punctes  in  einer  Ebene  bereits  vor  längerer  Zeit  der  Pariser  Aka- 
demie der  Wissenschaften  mitgelheill.  In  der  Allgemeinheil,  in  welcher  ich 
sie  im  Vorstehenden  vorgetragen  habe,  umfassen  sie  auch  die  freie  Bewegung 
eines  Punktes  auf  irgend  einer  gegebenen  Oberfläche,  so  wie  mehrere  andere 
merkwürdige  mechanische  Probleme.  AA  enii  das  System  sich  frei  um  eine 
Axe  drehen  kann,  so  hat  man  immer  das  verlangte  Integral  f=a  mittelst 
des  Flüchenprincips. 

4. 

Ueber  die  Weiterbildung  der  Lagrangeichcn  Methode. 

Die  Ausdehnung  der  Artyrrtw^rschen  Methode  auf  eine  parlielleDilferenlial- 
gleichung  mit  meiir  als  drei  \  ariabien  scheint  beim  ersten  Anblick  ein  sehr  com- 
plicirtes  Problem.  Diese  Complicalion,  und  der  Umstand,  dass  man  sich  wegen  der 
physikalischen  Anwendungen  seit  längerer  Zeit  auf  die  Untersuchung  der  linearen 

65* 
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partiellen  Dilferentialgleichiiiigen  heschrankf.  niög-en  Schuld  daran  sein,  dass 
in  dem  langen  Zeitraum  seit  dem  Jahre  1772  diese  Lücke  in  der  Integral- 
rechnung gohliehen  ist.  Denn  die  Arbeit  von  Pf'dff,  welche  grosse  Wichtig- 
keit man  ihr  auch  beilegen  nuiss,  ist  weit  entfernt,  für  jede  Zahl  von  Variablen 
Aehnliches,  wie  Lagrange  für  drei  Variablen  gethan  hat,  zu  leisten.  Denn  wenn 
Lagrange  nicht  die  vollständige  Integration  des  aufzustellenden  Systems  ge- 
wöhnlicher Dilferenlialgleichungen  nölhig  hat.  sondern  nur  die  Kenntniss  eines 
Integrals  statt  zweier  fordert,  so  braucht  Pfaff  nicht  nur  sänimtliche  Integrale 
der  von  ihm  aufgestellten  Difl'erenlialgleichungen,  oder  ihre  vollständige  In- 
tegration, sondern  selbst  diese  ist  ihm  nur  ein  erster  Schritt  zu  der  Lösung 
des  Problems.  Ich  habe  nun  zwar  durch  eine  leichte  Verallsremeinerung  der 
Hami/tonschen  Methode  in  einer  andern  Abhandlung  ""')  gezeigt,  dass  man  die 
Pfaffsche  Methode  so  vervollständificn  kann,  dass  die  vollständige  Integration 
des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  in  allen  Fällen  ausreicht; 
aber  es  ])leibt  noch  zu  zeigen  übrig,  dass  man  auch  diese  nicht  einmal  nöthig 
habe.  Bei  einer  näheren  Untersuchung  dieses  Gegenstandes  ist  es  mir  gelun- 
gen, die  hierbei  vorkommenden  Schwierigkeiten  zu  heben,  wodurch  auch  die 
analytische  Mechanik  eine  wesentliche  Bereicherung  erhält,  indem  die  dyna- 
mischen Grundgleichungen  für  den  weitverbreiteten  Fall  des  Princips  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kraft  und  selbst  noch  in  andern  Fällen  einer  eigen- 
thümlichen  Behandlung  hinsichtlich  ihrer  Integration  l'ähig  werden.  Wenn  nun 
gleich  die  Ausdehnung  der  Lagrangesi^hen  .Methode  bei  näherer  Betrachtung 
nicht  die  grosse  Complication  hat.  welche  sie  beim  ersten  Anblick  darbietet, 
so  will  ich  mich  doch  hier  nur  auf  den  nächsten  Fall,  auf  die  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  vier  Variablen,  be- 
schränken; ja  ich  werde  sogar,  um  eine  klarere  Einsicht  in  das  Wesen  der 
von  mir  verfolgten  Methode  zu  geben,  wieder  nur  den  in  der  Mechanik  vor- 
kommenden Fall  behandeln,  in  welchem  die  partielle  Dilfereniialgleichung 
ausser  den  unabhängigen  Variablen  nur  die  nach  ihnen  genommenen  partiellen 
Differential(|uotienten  der  üesuchten  F'unction,  nicht  diese  selbst  enthält.  Die 
analogen,  von  mir  für  eine  beliebige  Zahl  von  Variablen  gefundenen  Resultate 
habe  ich  in  einem  in  Cre/les  Journal  Bd.  XVII  abgedruckten  Schreiben  an 
Herrn  Professor  Enke  kurz  auiredeutet. 


*)    Grelles  Journal  Bd.  17. 
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5. 

Partielle    Diffeientialgleicluing  mit    drei    iiiiabliängigen  Vcränderliclicii,   welche  die 
gesuchte  Function   nicht   enthält.      Ex]iosition    der  Aufgabe.      Erstes   tSystcni   ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen,  von  welchem  ein  Integral  zu  suchen  ist. 

Es  sei  ■  ' 

dV  =  p  dx  -{-q  di/-\-  r dz 

und  r  eine  gegebene  Function  von  x,  y,  z,  p,  q,  welche  V  nicht  enlhiill.  Man 
soll  p  und  q  so  als  Funclionen  von  .r,  y,  z  bestimmen,  dass  der  yXusdruck 

pdx  +  qdy  +  rdz 

integrabel  wird.  Die  Ausführung  der  Inlogralion  giebt  dann  die  Function  V. 
Damit  ihr  Ausdruck  vollständig  sei,  müssen  die  Ausdrücke  von  p  und  q  in 
X,  y,  z  zwei  willkürliche  Constanten  enthalten;  bei  der  Integration  kann  man 
dann  dem  Ausdruck  von  V  noch  eine  dritte  willkürliche  Constante  durch 
blosse  Addition  zulugen. 

Die  Aufgabe  scheint  l)cim  ersten  Anblick    mehr    als  bestimmt  /u  sein. 
Betrachtet  man  nämlich  p,  </,  /•  als  Functionen  von  .r,  y,  ;•,  und  setzt: 

(1.)      1^-^   =  B, 

■  dy         dx  ' 

so  hat  man  nur  zwei  Functionen  p  und  q  zu  bestimmen  und  soll  damit  den 
drei  Gleichungen: 

^  =  0,     ß  =  0,     C  =  0 

(Tenüffen.  welche  erfüllt  werden  müssen,  wenn  der  Ausdruck 

p  dx  +  q  dy  -\-  rdz, 

wie  verlangt  worden,  integrabel  werden  soll.  Indessen  wenn  die  drei  zu 
erfüllenden  Gleichungen  sich  auch  nicht  auf  zwei  reduciren  lassen,  so  sind 
sie  docli  auch  nicht  von  einander  unabhängig.  Man  hat  nämlich,  wie  man 
leicht  sieht,  die  identische  Gleichung: 

so  dass,  wenn  zwei  von  den  Ausdrücken  A,  B,  C  verschwinden,  man  von 
dem    dritten  weiss,    dass   er   die   eine  von    den    drei  Variablen  x,  y,  z   nicht 
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enthalten  kann.     In  dieser  Gleichung  (2.)    hat  man  die  Lösung  des  Problems 
zu  suchen. 

Ich  will  die  Aufgabe,  die  beiden  Functionen  p  und  q  so  als  Functio- 
nen von  X,  ?/,  5  zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck  p dx -\- q dy -{- r dz  integra- 
bel,  oder  die  drei  Gleichungen  y4  =  0,  i?  =  0,  C  =  0  erfüllt  werden,  in 
zwei  Aufgaben  theilen,  weil  die  gleichzeitige  Behandlung  und  Bestimmung 
zweier  Functionen  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  ist.  Wir  wollen 
nämlich  zuerst  q  als  Function  von  x,  y,  z,  p  und  hernach  p  als  Function 
von  .c,  fj,  z  bestimmen.  So  lange  man  q  nur  als  Function  von  x,  y,  z,  p 
bestimmt,  ohne  p  als  Function  von  x,  y,  z  zu  bestimmen,  wird  es  nicht  mög- 
lich sein,  einer  der  drei  Gleichungen  ^  =  0,  Z?  =  0,  C  =  0  zu  genügen.  Man 
wird  aber  eine  gewisse  Combination  dieser  Gleichungen  bilden  können,  der 
schon  durch  die  Bestimmung  der  einen  Grösse  q  als  Function  von  x,  y,  z,  p 
Genüge  geschehen  kann,  während  die  Function  p  noch  unbestimmt  bleibt. 
Betrachtet  man  nämlich  die  beiden  Grössen  r  und  q  als  Functionen  von  x, 
y,  z,  p,  so  werden  die  drei  Gleichungen  C  =  0,  B  —  0,  A  =  0  folgende  Ge- 
stall annehmen: 

dp    _     dq         dq      dp 
dy    ~    öx         dp     dx  ' 

(3 )       1  ^P    ^    ^''    1    *^'"     ^P 

'   öz,  dx         dp      dx  ' 

dq         dq      dp     _     ör         dr      dp 

dz         dp      dz,  dy         dp     dy 

Substituirt  man  die  ersten  beiden  Gleichungen  in  die  letzte,  so  erhält  man: 


dq         dq      dr     dr         dr      dq 

dz,        dp     dx  dy        dp     dx 


oder  die  Gleichung 


(4)  _^_-^-L_^._^__^._^  ^  0 

■^  dz         dy         dp      dx         dp      dx  ' 

welche  Gleichung  man  auch    so    darstellen  kann,    was  zugleich  die  Art  ihrer 
Ablcilunff  angiebl : 


's* 


(5.)       A  +  B^  +  C^-  =  0, 

in  welcher  Formel,  so  wie  in  (3.)  und  (4.)  die  beiden  Grössen  q  und  r  als 
Functionen  von  ;r,  y,  z.  p  betrachtet  werden. 

Wenn  man  wieder  q  als  Function  von  x,  y,  z,  p,  aber  r  als  Function 
von  x,  y,  z,  p,  q  betrachtet,  wie  es  durch  die  gegebene  partielle  Dilferential- 
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gleichung  boslimmt  ist,  und  in  diesem  Sinne  partiell  difFerentürl,  so  verwan- 
delt sich  die  Gleichung-  (4.)   oder  (5.),   wenn   man  die  sicli  aulhohendon  Terme 

dq      ör      dq         ör      aq      dq 
dp      dq     öx         dq     dp     dx 
fortlässt.  in  folgende: 

dp     dx        dq     dy        dz        dx     dp     ~     dy  ' 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Grössen 

dr  dr  dr  dr 

dp   '        dq   '       dx  '       dy  • 

gegebene  Functionen  von  x,  ij,  s,  p,  r/,  und  die-  Gleichung  ist  daher  eine  li- 
neare partielle  DiH'erentialgleichung  zwischen  q  und  den  unabhängigen  Varia- 
blen X,  y,  z,  p.  Um  eine  Function  (/  der  Grössen  .r,  ij,  s,  p  zu  finden, 
welche  der  Gleichung  (6.)  genügt,  hat  man  bekanntlich  das  System  von  üilTe- 
rentialgleichungen  aufzustellen : 

(7.)        d,-:d!,:<h:dp:rU,  =   _ -|- : -^  :  1  : -^  :  |L. 

Ist  ein  Integral  derselben  ") 

wo  a  eine  willkürliche  Gonstante  bedeutet,  so  ist  der  aus  dieser  Gleichuno- 
gezogene  Werth  von  q  die  verlangte  Function  von  x,  y,  z,  p,  welche  die 
Gleichung  (6.)  erfüllt.  Diese  Function  enthält,  wie  man  sieht,  eine  willkürliche 
Constante  a. 

Um    die  Gleichungen  (7.)  in    einer    mehr   symmetrischen  Form  darzu- 
stellen, sei 

Vix,y,z,p,q,r)  ==  0 
die  gegebene  partielle  Differentialgleichung.     Führt  man  die  Werlhe  der  par- 
tiellen Diffcrentialquolienten  von  r,  wie   sie  sich  aus  dieser  Gleichung  ergeben, 
in   die  Gleichungen  (7.)  ein,   so  erhalt   mau: 

/o  N  ,        ,        ,        ,        ,        I  difj      dip      d>p  dip  dtp  dxp 

(b. )        «.r  :  all  :  ih  :  an  :  aa  :  dr  =    -t^-  :  -^r-  :  ^r— : r^  : =r-  •" ^r-  * 

^     '  •'  '         '  op       dq       dr  dx  dy  dz, 

Ich  habe  hier  der  Symmetrie  wegen  sogleich  das  Verhältniss  von   dr  zu  den 


*)  Hier,  wie  immer,  nenne  ich  f  :=  a  ein  Integral  eines  Systems  f^ewölinliclier 
DifFerentialgleicliungcn,  wenn  die  Gleieiuuig  df  =  0  blos  mit  Hülfe  der  DitJ'erential- 
gleichungen  identisch  erfüllt  wird. 
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übrigen  Differentialen  beigefügt,  welches  sich  aus  der   Gleichung 

dip    ,  dip    ,     ,    dxp    ,     ,    drp    ,     ,    dip    ,     ,    dtp    , 

a^,  =  ^a^+—dy  +  ^dz  +  —-dp  +  ^dq+-^dr 

erffiebl. 


6. 

Aufstellung  zweier  linearer  partieller  Differentialgleichungen,  von  denen  eine 
gemeinsame  Lösung  zu  suchen  ist. 

Im  Vorigen  ist  die  Function  q  so  als  Function  von  x,  y,  z,  p  be- 
stimmt worden ,  dass  einer  gewissen  Combination  der  Gleichungen  ^  =  0, 
ß  =  O,  C  =  0,  nämlich  der  Gleichung  (5.) : 

A  +  B^  +  C^  =  0  ■ 

ap  op 

Genüge  geschieht,  was  für  eine  Function  von  .r  auch  p  bedeute.  Dieses  war 
der  erste  Schritt  in  nnserer  Untersuchung.  Es  war  hierzu  die  Kenntniss 
eines  Integrals  der  Gleichungen  (7.)  nöthig,  welche  vier  verschiedene  Inte- 
grale haben,  die  ich  mit 

/■  =  rt,   /;  =  «1 ,   /">  =  «, ,    /;  =  «3 

bezeichnen  will.  Man  kann  im  Voraus  nicht  wissen,  ob  der  Verlauf  der 
weiteren  Untersuchung  uns  gestatten  wird .  irgend  ein  beliebiges  dieser  In- 
tegrale oder  eine  beliebige  Combination  derselben  zu  wählen,  um  daraus  q 
als  Function  von  x,  y,  z,  p  zu  bestimmen,  oder  ob  nicht  die  Erfüllung  aller 
Gleichungen  yl  =  0,  B  =  0.  C  =  0  fordern  wird,  dass  diese  Combination  eine 
bestimmte  sei,  oder  wenigstens  noch  gewissen  Bestimmungen  genüge.  Ich 
werde  aber  zeigen,  dass  wenn  man  auch  für  die  Gleichung  f=a  ein  ganz 
beliebiges  Integral  der  Gleichungen  (7.)  annimmt,  es  immer  möglich  ist,  die 
Function  p  so  zu  bestimmen,  dass  den  beiden  Gleichungen 

ß  =  0,    c  =  o 
Genüge  geschieht,  welche,  nachdem  die  Gleichung  (5.)  erfüllt  worden,  allein 
noch  übrig  sind. 

Betrachten  wir  q  und  r  als  Functionen  von  x,  y,  z,  p,  wie  sie  durch 
die  beiden  Gleichungen 

«/'  =  0,     /=« 
bestimmt  sind,  so  sind  die  Gleichungen  B  =  0.  C  =  0  folgende : 

dp  _    J)q         S(]      dp 

dy  dx  '    dp     dx  '' 

dp  _     dl-         dr      dp 

dz  ~    dx        dp  '  dx  ' 
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wie  ich  sie  bereits  oben  hing-cslellt  habe.     Es  liaiiii  mm  durch  eine  besondere 

HeschaH'onhcit  dieser  Gleichungen  mög-lich  sein,  dass  sie  beide  durch  dieselbe 

Function  p   erfüllt   werden  können.     Ich   will    mich   hier   aul"   die    allgemeine 

Untersuchung  nicht   einlassen,   wie  man    die  Bedingungen   lindet,    damit   zwei 

partielle   üilleronlialgleichungen   gleichzeitig    erliillt   werden   können,    sondern 

mich  auf  den  vorliegenden  Fall  beschranken. 

Um  auf  die    allgemeinste  Art  die   erste  der  beiden  aufgestellten  (Jlei- 

chungeu  zu  inlegriren, 

dp    _    ö(/        dq     dp 
dy     ~    dx        dp 

bene  Func 

die  beiden  Intc<rrale  der  Gleichungen 


in  welcher  -^ ,  -~  gegebene  Functionen  von   x,  tj,  5,  p  sind,    sucht    man 


dij:dx:dp  =  l--^-^- 
Sind  diese 

wo  a,  ß  die  willkürlichen  Constanlen  sind,  die  in  (p  und  x  nicht  vorkommen, 
so  hat  man  die  identischen  Gleichungen: 

/  d(p        dq     d(p         dq      d<p     _    .^ 

\di__dq_^dx_       dci__dx_  ^   Q. 
(  dy         dp  '  dx         dx      dp 

und  allgemeiner,  wenn  77  irgend  eine  Function  von  (/',  x  und   der  Grösse  z 
ist  (welche  letztere  hier  als  Conslante  befrachtet  wird):. 

dn__dq^^dll       dq_^dn_   ^   ^ 
dy        dp     dx        dx     dp 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,    dass,   wenn  man  irgend  eine  beliebige  Function 
von  (f,  X  unfl  ^  ßin^r  willkürlichen  Constante  gleich  setzt, 

n{(f>,x,5)  =  ''■> 

und  au?  dieser  Gleichung  den  Werth  von  p  in  .r,  y,  z  zieht,  die  Gleichung 

dp    _  _dq_,j^^öp_ 

dy     ~    dx        dp     dx 
erfüllt  wird.     Es  fragt  sich  nun,  ob  es  möglich  ist,  diese  Function  /7  von  <p, 
X  und  z  so  zu  bestimmen,   dass    durch    denselben  Ausdruck  von  p    auch    die 

J.icolii,    Dynamik.  "D 


*J  -w  •» 

andere  Gleichung  eriulll  wird: 

dp  dr        dr      dp 

dz  dx        dp      dx  ' 

oder,  was  dasseliie  ist,  ob  man  FI  so  als  Function  von  ([ .  /  und  z  bestim- 
men kann,  dass  auch  die  Gleichung 

dn       dr     dn       dr     dn    _  ^ 

dz         dp     dx        dx     dp 

identisch  erfüllt  wird. 

Um  diese  letztere   Gleichun«;  durch  die  partiellen  üiü'erentialquotienten 
von  77  nach  cp,  x  uhJ   ^j  genommen  auszudrücken,  sei: 

dn  =  n'  {(f.)  d(p +nx%)  dx +rr{z)  dz  -, 

es  sei  ferner: 

d(p         dr     d<f        dr     d(f)    _ 

dz        dp     dx        dx     dp  "" 

dz         dp  '  dx         dx      dp  '^" 

so  wird  die  zu  erfüllende  Gleichung: 

0  -    '^n_dr_  ^liiL  ^ 
dz        dp     dx        dx     dp 

=  n'(<f).cp,+n'{x).x^+fT'(z). 

Diese  Gleichung  würde  eine  partielle  Differentialgleichung  zwischen  den  Grössen 
77,  (/,  /,  n ,  wenn  sich  die  Grössen  (/i,  und  /i  durch  cf,  /,  5  ausdrücken 
Hessen,  oder  was  dasselbe  ist,  wenn  sie,  in  die  Gleichungen  (9.)  für  (/  oder 
X  gesetzt,  dieselben  ebenfalls  erfüllten.  Und  dieses  wird  man  in  der  That 
bei  näherer  Untersuchung  finden. 

7. 
Hülfssatz  zur  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Lösung. 
Man  hat  nämlich  folgendes  Theorem: 

Wenn  q  und  r  Functionen  von   x,  y.   z.  p  sind,    wefche  der  Glei- 
chung (4.)  ' 
dq         dr         dq      dr         dr      dq     _   ^ 
dz         dy        dp     dx        dp     dx 

genügen.,  und  (f  ein  Integral  der  Gleichung 

dq)        dq     d(p        dq     d<f  ^ 

dy         dp     dx         dx      dp 
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ist,  so  wird  die  Fimction 


d(p         dr      d(p         dr     dtp 
dz         dp     dx        dx     dp 


ebenfalls  ein  Integral  dieser  GleichmKj,  und  man  hat  ebenfalls 


d(p,         Sq     d(r,     ,     dq     d(f,     _ 


0. 


dy  dp       dx  dx       dp 

Es  seien  näinlicl«  (/,    q  und  /•  irgend  vvelclic  Functionen  von  x,  y,  s,  p  und 

der  Kürze  halber: 

dr     ,     dq       dr         dr      dq     > 

dp      dx  ' 

dcp         dq      dq)     ,     dq      dcp 
dy 

dcp 


dq 

~di 


I     öq      dr 

dy         dp  dx 
dq_d^,dq_.^^    =   ^ 

dp      dx  dx      dp  ' 

dr      dcp         dr      dcp    . 

dz         dp      dx  dx      dp  ' 

SO  lindel  mau,  wenn  man  alle  sich  aufhebenden  Terme  forllässl : 


(  dL 

dq 

dL          dq 

dL 

(   dy 

dp 

dx    '    dx 

dp 

\  oK 

dr 

dK        dr 

dK 

\    dz 

dp 

dx         dx 

dp 

d'r  dq      d'i 


dq      d' 


(100 


dcp 
dx 


dcp 


dpdy        dp     dpäx        dx      dp"' 
d-q  dr       d°  q  dr       d''q 

dp     dpdx        dx      dp' 

d"-r 


dp  dz 
d--r 


dq 


dx  dy        dp 
d'q  dr 


dx  dz        dp 

dJ     dcp        dJ      dcp 


ö"r  dq 

dx''  dx     dxdp\ 

d'q  dr       d'q 

dx'  dx     dxdp] 


dp      dx        dx      dp 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass,  wenn  die  Functionen  q,  r  und  cp  so  be- 
schaffen sind,  dass  die  Ausdrücke  K  und  J  identisch  gleich  Null  sind,  die 
Function  L  der  Gleichung  genügt: 

dL__dq_   dL_ 

dy 


dp     dx       dx     dp 
was  das  zu  beweisende  Theorem  war. 


dq      dL     _    ^ 


66 
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8. 

Bestimmung  der  gemeinsamen  Lösung.    Vollständige  Integration  des  in  §.  5. 

benutzten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 

Aus  dein  soeben  bewiesenen  Theorem  folgt,  dass  man  aus  einem  In- 
tegral ([   der  Gleichung 

d(p         oq     dcp        dq     d(f     _    ,. 
dy         dp     dx        dx     dp 

immer    ein   zweites    durch   blosse   partielle   Differentiation    ableiten   kann;    es 

wird  nämlich 

d(p        6r     dcp        6r     d(f 

^'        dz        dp     dx        dx     dp 

ein  Integral  derselben  Gleichung,  oder  man  hat  ebenfalls : 

dcp,         dg  _  d(f,         dq  ^  dq>,     ^   ^ 
dy  dp       dx  dx       dp 

Ja  man  kann  diese  Operation  wiederholen  und,   indem  man    (fi  statt  (/  setzt. 

aus  (/i  ein  drittes  Integral  ableiten: 

^    _ö^ dl-      d(f,         dr  _  dq), 

"'  CS  dp       dx  dx       dp 

Sind  aber  (f>  und  (fi  zwei  Integrale  einer  Gleichung: 

dq)        dq     dq        dq     dq  , 

dy        dp      dx        dx      dp  ' 

so  ist  bekanntlich  jedes  andere  Integral  eine  Function  dieser  beiden  Integrale, 
und  es  nuiss  daher  q^,  eine  Function  von  cp  und  ipi  sein,  und  von  der  Grösse  z, 
welche  bei  der  Integration  der  vorstehenden  Gleichung  als  Constante  ange- 
sehen wird. 

Ich  nannte  aber  /  ein  zweites  Integral  der  vorstehenden  Gleichung, 
und  Xi  eine  Function,  welche  durch  dieselben  Operationen  aus  x  abgeleitet 
wird,  wie  (pi  aus  q),  und  welche  daher  nach  dem  obigen  Theorem  ein  Inte- 
gral derselben  Gleichung  ist.  Nimmt  man  ^j  für  dieses  zweite  Integral  x^, 
so  wird 

7.  =  Hl-,     /.i  =  (h, 
und  die  Function  TT  wird  eine  Function  von  y,  yi  und  z,  welche  der  Glei- 
chung genügen  muss: 

q),.n'{q))  +  q>,.n'((p,)  +  n\z)   =  0, 
in  welcher  q2  eine  gegebene  Function  von  q),  q)^  und  z  ist.     Hat  man  daher 
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ein  Integral 

der  Gleichungen: 


dii  :  (Ix  :  flp-  =^   1  :  —  ^  :  -^ 

•'  '  dp       äx 


dp 

jjefunden.  in  welchen  s  als  Conslanle   angesehen  wird,    so  leitet  man    aus  7 

die  Function  7,  und  aus  ((^   die  Function  ip,  ah  vermittelst  der  Formeln; 

d(f  dr     dcp  ür      öcp 

' '  dz         dp      dx         ox      dp    ' 

^    ö'f, dr  ^  d<f;         dr     Ö(f., 

'  '  ÖS  dp      dx         dx      dp 

und  drückt  (fu  durch  (f,  (/',  und  s  aus,  was  immer  möglich  ist.  Ilieraul'  hil- 
det  man  die  Dillerentialgleichungen: 

(11.)        d(p  :  d(pt  ■  dz-  =  (p,  :  (f,  :  1, 
und  sucht  ein  Integral  derselhen 

n{(f,  7),,s)   =   /;. 
Diese  Gleichung,  verhunden  mit  den  Gleichungen 

l/;  =  0,       /•=«, 

gieht  für  p,  q,  r  Ausdrücke  in  x,  y,  z  mit  zwei  willkürlichen  Constanlen  a 
und  b,  welche  den  Ausdruck 

pdx  +  qdy^rdz 
integrabel  machen.     Setzt  man  dann 

V  =   /(pdx  +  qdy  +  rdz), 

so  dass  }  eine  Function  von  x,  y,  z,  a,  h  wird,  so  erhält  man  zufolge  der 
in  einer  andern  Abhandlung  {Grelles  Journal  Bd.  17.  p.  97)  von  mir  gege- 
benen Theorie  die  vollständigen  Integrale  der  üilTerentialgleichungeu  (7.)  ge- 
geben durch  das  System  der  Gleichungen: 

/  =  a,     Jl  =  b,     -TT—  =  a ,     ^57-  =  o  , 
'  '  '       da  '       ob 

in  welchen  a,  b'  zwei  neue  willkürliche  Constanlen  sind.  Die  beiden  letzten 
Gleichungen  kann  man  auch  so  darstellen: 


/(■^dx  +  -^du-\-^:r-dz)  =  a. 
J  ^oa  oa     "       da       J 


—    526     — 

in  welchen  Formeln  die  unter  dem  Integralzeichen  enthaltenen  Ausdrücke  eben- 
falls integrabel   sind. 

9. 

Besonderer  Charakter  der  crlialtenen  Integrale  des  Systems  gewölinlicher 

Difterentialgleichuiigen. 

üillerenllirt  man  die  Gleichung,  durch  welche  die  zweite  willkürliche 
Coiislante  eingeführt  wurde,  IT  =  b,  indem  man  /7  wieder,  wie  oben,  als  Fun- 
ction von  X,  !i,  z,  p  betrachtet,  so  erhält  man: 

dn  =  ^--  dx  +  -TT—  du  +  ^T—  dz  +  -T-—  dp  =  0. 
dx  dy     ''        dz  dp     ' 

Die  Function  U  war  aber  so  bestimmt  worden,  dass  sie  gleichzeitig  den  beiden 
Gleichungen  genügte 

du        dq     dn        dq     dll 


z'i/         dp      dx        ox      dp 


=  0, 


dn dr_  dn_     J)r_  eil   _    , 

dz         dp      dx        dx      dp 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  dij.  die  zweite  mit  dz,  und  zieht  die 
Summe  beider  Producte  von  der  Gleichung  dr[=0  ab,  so  verwandelt  sich 
diese   Gleichung  in  folgende: 


dx    (  op      •'         dp  ' 

+  -.=—  l  dp  — -r^  dl/ —  ^-- dz  l  ■ 
op    (    ■'         ex     •'        dx         ! 

Wenn  man  /■  als  Function  von   r,  //,  z.  p,  q  betrachtet,  so  werden  die  beiden 
in   — —  und    -r-—  mulliplicirten  Ausdrücke: 

dx  rjp  1 


dp  '     dp   ^    ■'        dq         /  ' 

'         dx  ex  ^    ''        CHI        y 


Diese  Ausdrücke    verschwinden,    wenn    die  Gleichungen  (7.)  Statt  finden,    da 
aus  diesen    Gleichungen  folgt: 

dx  +~dz  =  0,     dll  +  ^dz  =  0,     dp  -  -^  dz  =  0. 

cp  •'        cq  '        dx 

Man  sieht  daher,  dass  die  Gleichung  dfT=0  eine  der  Combinalionen  ist,  welche 
man  aus  den  Gleichungen  (7.)  oder  (8.)  bilden  kann,  oder  dass  die  Gleichung 
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IT  =  b.  el)ciiso  wie  diejenige,  diircii  welciie  die  erste  wiilkürliclie  Conslanic  a 
eingeführt  wurde,  f=(i,  ein  Inteifral  dieser  Dill'erentialt^leichiingen  ist.  Ai)er 
die  Gleichung-  IT  =  b  ist  nicht,  wie  die  (ileichung  f—a,  ein  beliebiges  Integral 
dieser  DilTerentialgleiciiungen,  sondern  nur  einer  Combination  derselben,  welche 
zwischen  den  drei  Variablen  (f,  (/,  und  z  stattlindet,  während  die  Gleichungen  (7.), 
nachdem  durch  das  erste  Integral  /'=a  die  Grösse  q  als  Function  von  .r,  //. 
z-,  j>  bestimmt  wurde,   zwischen   diesen  vier  Variablen  gegeben  waren. 

10. 

Die  OrilnuiJg  der  zur  Aut'suchung  der  gern  einsam  cu  Lösaug  iiütliweiidigcn 
lutegratioueu  kaim  sifli  unter  llnistänJen  erniedrigen. 

Ich  habe  oben  gesagt,  dass  der  allgemeinste  Ausdruck  einer  Fiincliun  /. 
welche  der  Gleichung 

ciy        dp     dx        dx     dp 
Genüge    leistet ,    eine    beliebige    Function    von    :•    und    zwei    Integralen    dieser 
Gleichung,  (f  und  (f^,  sei,  und  dass  daher,  da  auch  (fn  dieser  Gleichung  Ge- 
nüge leistet,  (f2  eine  Function  von  (p,  q i  und  s  sein  müsse.     Dieses  hör!  auf, 
seine  Gültigkeil   zu  haben,  wenn  es  sich  IrilTt,  dass  der  Ausdruck 

dcf'         dr     äff         dr-     äcf 
''  &  dp      dx         dx      dp 

selber  schon  eine  Function  von  (p  und  s  ist.  In  diesem  Falle  aber  erfahr! 
die  Aufsuchung  der  Function  IT  eine  bedeutende  Vereinfachung,  indem  sie  nur 
eine  Function  der  beiden  Grössen  (p  und  z  wird.  Denn  da  es  nur  darauf 
ankommt,   U  so  zu  bestimmen,  dass  es  gleichzeitig  den  beiden  Gleichungen 

dn__dq_    Sil        dq_   du    _   Q 
dy        dp      dx        dx     dp  ' 

dn       dr    dn       dr    dFI    _  ^ 

dz,         dp      dx        dx      dp 

genügt,  und  jede  Function   /7((/^,  z)  schon  von  selbst  die  erste  erfüllt,  so  hal 

man  nur  noch   der  Gleichung 

/7 '((/,).  c^,,  +  /7'(s)  =  0 

zu  genügen,    in  welcher,    wie  angenommen  wurde,    ipi  eine  Function  von  7 

und  z  isl.     Diese  Gleichung  wird  aber  erfüllt,  wenn   17  —  h  das  Integral   der 

Gleichung 

dq> 

-^  =  ffi 
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ist.  Mau  hat  also  in  diesem  Falle  nur  eine  DilFerenlialgleichuug  erster  Ord- 
nuno- zwischen  zwei  Grössen  i[  und  s  zu  integriren,  während  man  vorher 
von  zwei  Diirerenlialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  den  drei  Grössen 
ff.  f|,  und  z,  oder  was  dasseihe  ist,  von  einer  DilTerentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zwischen  q-  und  3  ein  Integral  zu  linden  hatte. 

TrilFt  man  zufällig  ein  Integral  (p,  für  welches  f/'i  =  0  wird,  so  hat 
man  keine  Dill'erentialgleichung  weiter  zu  integriren,  sondern  [T=(p  zu  setzen. 

11. 

Zahl  imd  Ordnung  der  nach  dieser  Methode  erforderlichen  Integrationen. 

Die  DilFerentialgleichungen  (7.)  sind  vier  Gleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  fünf  Grössen,  welche  die  Stelle  einer  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  zwischen  zwei  Grössen  vertreten.  Wollte  man  diese  successive  in- 
tegriren.  so  hätte  man  nach  und  nach  ein  Integral  einer  Differentialgleichung 
vierler.  dritter,  zweiter  und  erster  Ordnung  zu  suchen.  Vergleichen  wir  da- 
iieüen  die  im  Vorigen  geforderten  Integrationen,  so  hahen  wir  ausser  dem 
Integrale  der  vier  Differentialgleichungen  erster  oder  einer  der  vierten  Ord- 
nung nur  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  zwischen  zwei  Varia- 
blen zu  integriren  und  keine  der  dritten;  woraus  wir  ersehen,  dass  nach  der 
angewandten  3Iethode  die  Differentialgleiciiung  dritter  Ordnung,  auf  welche 
nach  gefundenem  ersten  Integral  das  Problem  zurückkommt,  sich  immer  auf 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  zurückführen  lässt.  Wir  hatten  näm- 
lich zwei  Differcnlialgleichungen  erster  oder  eine  zweiter  Ordnung,  um  die 
Functionen  <['  und  (/■,  zu  bestimmen;  hiervon  brauchten  wir  aber  nur  ein  In- 
learal  zu  kennen,  if—c-,  da  sich  nach  einer  bestimmten  Regel  ein  zweites 
Integral  (f  i  =  ft  daraus  ableiten  liess.  Nachdem  die  Functionen  <f>  und  q<i  ge- 
funden, hatten  wir  zwischen  diesen  und  5  wieder  zwei  Differentialgleichungen 
erster  oder  eine  zweiter  Ordnung,  von  denen  wieder  nur  e?«  Integral  TI=b 
zu  suchen  war.  Alles  übrige  w ar  dann  auf  Ouadraturen  zurückgeführt.  Statt 
also  nach  und  nach  ein  Integral  einer  Differentialgleichung  dritter,  zweiter, 
erster  Ordnung,  haben  wir  nur  zw^eimal  ein  Integral  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  suchen,  und  blosse  Quadraturen  auszuführen,  was  eine 
bedeutende  Vereinlachuno-  ist. 

Wir  haben  nach  dem  Vorigen  zweierlei  Arten  Differentialgleichungen, 
von  denen  ein  Integral  zu  suclien  ist,  solche,  von  denen  ein  Integral  mit 
einer  willkürlichen  Constanle  eine  Gleichung  zwischen   den   Grössen  x,  y,  z, 
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p,  q,  r  mit  einer  willkürliclieii  Conslanle  lieferl,  die  als  eine  der  Integral- 
gleichungen des  Problems  zu  hetrachlcn  ist,  und  ein  Hülfssyslem,  das  nur 
dazu  dient,  passende  Variable  aufzulinden,  die  an  Stelle  der  urs|irüngliclien 
zu  wählen  sind.  Diejenigen  Integrale,  welche  die  willkürlichen  Conslanten 
geben,  sind  zugleich  Integrale  desselben  ursprünglichen  Systems  von  Diffe- 
rentialgleichungen (7.)  oder  (8.). 

12. 

Das  bei  der  Aufsuchung  der  gcmciusameu  Lösung  benutzte  System  gewöhnlicher 
Differentialgleicliungen.     Seine  vollständige  Integration.     Sein  Multiplicator. 

Zur  bessern  Einsicht  in  die  Natur  der  hier  vorkommenden  Differenlial- 
und  Integralgleichungen  bemerke  ich  noch,  dass  die  Gleichung 

nicht  nur  ein  Integral  der  Gleichungen  i^7.)  ist,  wenn  man  sich  daraus  die 
Constanlen  a  und  b  vermiltelsl  der  Gleichungen  f=a,  n  =  h  eliminirl  denkt, 
sondern  auch  der  Gleichungen  (^11.),  wenn  man  nur  die  Conslante  b  ver- 
mittelst der  Gleichung  Fl  =  b  eliminirl,  so  dass  also 

die  beiden  Integrale  der  Gleichungen  (11.): 

dif'  :  (Upi  :  dz  =  (p,  :  (p,  :  1 

werden.  Wenn  nämlich  Tl—b,  /Ii=b'  die  beiden  Integrale  dieser  Glei- 
chungen sind,  so  hat  man,  wie  ich  in  §.  9.  gezeigt  habe: 

f.  ön  I,  ,      ^     dq     .     ^     dr    ,  ]       dFl  \  ,  dq    ,         ör         \ 

dx    i  op     •'        dp        )        dp    (  '        dx     -^        dx        ) 

Denn  dasselbe  Resultat,  welches  ich  dort  in  Bezug  aiii'  die  Function  fT  er- 
halten habe,  erhall  man  auch  in  Bezug  auf  die  Function  //, .  Aus  diesen 
folgen  aber  die  Gleichungen: 

0  -  dx  +  ^dy  +  ^dz, 

0  =  dp  — ^  du  — K—  dz, 

^       dx     •'       ox 

welche  mil    den    Gleichungen  (11.)   äquivalent  sein    müssen,    oder  von  denen 

Jacobi,    Dynamik.  u( 
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jede  eine  Combination  der  Gleichungen  (11.)  sein  muss.  Substituirt  man  in 
q  und  r  den  Werlh  von  p  als  Function  von  .r,  ij,  z  und  der  willkürlichen 
Constante  b,  der  durch  die  Gleichung  U—b  gegeben  ist,  so  enthalten  q  und  r 
die  Grösse  b  nur,  insofern  dieselbe  in  p  vorkommt,  oder  man  hat: 

dq   _    dq     dp  dr   _    dr     dp 

'db' ~  ~df"db  '      'df'df'Sb' 

Mulliplicirt  man    daher    die   erste    der    beiden   vorstehenden   Gleichungen   mit 

~- ,  so  erhält  man 
db 


0  =      Pdx+-^dy  +  ^dz. 


db  db     ''       db 

Der  Ausdruck  rechts  ist  inlegrabel,   und   man    erhält  dtirch  seine  Integration 
das  zweite  Integral  der  Gleichungen  (11.): 

-db=J  \-db'^''"^^'^y^-db'^'^\  =  ^' 

was  zu  beweisen  war. 

Ich  will  noch  den  integrablen  Ausdruck 

-^  dx  +  -^dy  +  ^dz 

dessen  Integration  ein  Integral  der  Gleichungen 

dcp  :  d(pi  :  dz  —  ifi  :  (f2  :  i 

giebt,   durch   die  Variablen  (f,   cpi,  z   selbst  auszudrücken  suchen.     Aus  den 
Gleichungen: 


*o^ 


dq)        dq      dq>         dq     dq>    _   ^ 
dy         dp      dx         dx      dp  ' 

§Vi^__^df^._dq^_d^    ^   ^ 
dy         dp     dx         dx      dp 

erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  halber 

dcp    dq),        dq>    dqi, 


dx 

dp        dp 

dx 

— 

-  m 

zt,  die 

Gleichungen: 

dq)  dq>, 
dy    dp 

dq  dq, 
dp    dy 

= 

M- 

dq 
dp 

dqi  dq, 
dy    dx 

dq  dq?, 
dx     dy 

= 

M- 

dq 
dx 
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Man  differenlüre  die  erste  Gleichung  nacii  x,  die  zweite  nach  /;,  und  ziehe 
die  erhaltenen  Ausdrücke  von  einander  ab.  ßenierkl  man  nun  die  identische 
Gleichung: 

g\ö(p_dqp^_d^d(p^)         ßid^d^_d(f_§:^\       ^   |  dcp  dtp,         d<p  dcp,  \ 

\  dy    dp  dp     dy  S  \  dp     dx  dx    dp  '  <  dx    dy         dy    dx  j   _  ^ 

di  ^  äij  '  äj»  ~     ' 

SO  erhall  man  durch  die  angegebenen  Operationen: 

dM    _    dg     dM        dg    dM 
dy  dp     öx        dr     dp  ' 

woraus  wir  ersehen,  dass,  wenn  (p  und  cpi  irgend  zwei  Integrale  einer  Gleichung 

d(p    dg      dq)         dq     dq> 

dy  dp     dx        dx     dp 

sind,  der  Ausdruck 

dcp    dcp,         d(p    dq>, 
dx      dp  dp      dx 

ebenfalls   ein  Integral  dieser  Gleichung  ist.      Es   folgt   hieraus,    dass   M   eine 

Function  von  (p,  y,  und  z  ist. 

Aus  den  beiden  Gleichungen 

d(p  dr    d(p         dr    drp 

dz        "'    ~     ßp    Qx         dx    dp   ' 

dq},  dr    d<p,         dr   dcp, 

dz        '^   ~    dp     dx        dx    dp 

folgt  ferner: 

dr_  ^  ^^_^^_„  ^Vt  1  fp^  ^y 

dp  dz    dp        dp     dz        ^'  dp         ^"  dp    ' 

^_dr_   ^   ^^_^^_^  cly,  dg)  ^ 

dx  dz     dx         dx    dz        " '  dx        ^'  dx 

Substituirl  man  die   für   ^ -^ -,  ^7^  gefundenen  Werthe,  so  erhält  man: 

M\d.^^dy^-^dz\   = 

|^ö^_ö^ö^j     |^ö^_ö^ö^j     jÖ5^ö^_öq^ö^K^ 
(  dx    dp         dp    dx)  ^  dy    dp  dp     dy  )     ■'       {  dz     dp  dp     dz  ) 


oder 


*i''-+t*+i*i  =  t''^-t''*'+^'t-*'^i* 


^  { d(p  -  r/). dz]--^\  dq, - <p, dz  ] . 


67* 


» 
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Es  ist  ferner,  wenn  man  die  Gleichung  n=b  nach  b  difTerentiirt : 
Man  hat  daher  den  integrablen  Ausdruck : 


.flx+-^dy+^^dz 


Es  ist  nicht  möo-iieh,    aus  diesem  Ausdruck  den  Quotienten  -~:^^  fortzu- 

op      öp 

schallen,  welcher  allein  darin  keine  Function  von  cf,  (fi  und  z  ist,  ohne  dass 

man  die  Gleichung: 

(in  =  77'  {(p)  d(p+n'(<f,)  d(pi + n'  (z)  dz  =  o 

zu  Hülfe  ruft.     Eliniinirt  man  aber  vermittelst  dieser  Gleichung-  dz,  und  setzt: 

~  =  n„       drT,  =  ^dx  +  ^dy  +  -^dz, 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  in: 

dn, + ^^^  ,      '       ,    .  =  ^^^.  = 

Substituirt  man  in  diesem  Ausdruck   für  II' (z)  den  Werth  (§.  8.): 

n'{z)  =  ~n'[<p).(p,~n'{q.,).<f,, 

so  kann  man  im  Zähler  und  Nenner  den  Factor 


dp    '         ^^"    dp 
fortheben  und  man  erhält: 


Hat 


dn,+ - "^ "^ =  dn  =  ifi^!irrJPi^. 

man   also   (p.    und   M  durch    (p,    </),    und   z   ausgedrückt,    und   von   den 


—    533    — 

Differentialgleichungen 

d(p  :  dcpi  :  dz  =  y,  :  y> :  1 
ein  Integral 

TI{(p,(px,z)  =  b 
gefunden ,  vermittelst  dessen  man  z  durch  «/)  und  (/),  ausdrückt ,   so  hat  man 
zur   vollständigen   Integration   dieser  Differentialgleichungen   noch    eine   Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  zwischen  (p  und  r/?,  zu  integriren: 

(Pid(p,  —  (p2d(p  =  0. 

Nach  dem  Obigen  kann  man  aber  zu  dieser  Gleichung  immer  den  Multiplicator 
finden,  indem 

ein  integrabler  Ausdruck  ist,   wenn  man  vermittelst  der  Gleichung  IT=b  in 
(p2  und  in  dem  Multiplicator 

1 

.    .  ■       Mn'{z) 

die  Grösse  z  durch  cp  und  (f^  ausdrückt. 


De  aequationum  differentialiiim  isoperimetricarum 

transformationibus  earumque  reductione  ad  aequa- 

tionem  differentialem  partialem  primi  ordinis 

non  linearem. 


Transforniatio    Prima. 
1. 

X  roponalur  integrale   lUdl  Maximum  Minimumve  reddere,  sive  pro- 
ponalur  aequatio 

fj/'Udt  =  0, 

designante  «5'  notiim  varialionis  signum.  Staluatur  primum,  expressionem  U 
iinicam  involvere  ipsiiis  t  funclionem  x  una  cum  ejus  differenlialibus  x' ,  x" ,  ... 
x'-'"\     Inlegranda  erit  aequalio  differentialis  2««''  ordinis 


dt"'  dl" 


{i\         0    —    "    ^^  '^'"^' \-TJ 


in  qua  brevitalis  causa  posui 


Sit 


(2.)       ^=f^™  =  ^, 


ejusque  aequalionis  ope  e  functione 

(3.)        V  =   f/-j;W|   . 

eliminetur  ar'^'"'.  Quam  funclionem  ubi  variamus  habendo  T  pro  quantitatum  l, 
X,  x' ,  ...  ic^"'"'*,  i?  funclione,  ipsam  U  aulem  pro  quanlilalum  t,  x,  x',  ... 
a;^™"'^,  x^'"^  funclione,  rejeclis  lenninis  se  mutuo  destruentibus 
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prodit 

dt    "^'^    dx  "^^  dx'  ''^^        +   ÖXC»-!)    ''^  +    ö|    '^^ 

dt  dx  dx'  dx''"-') 

Hinc  obtinemus 

dV__dU_       dV__dU_       8V  __  du 
dt    ^   dt   ^       Sx   "   öa;  '      dx'  ~  dx'  ' 

dV         _  dU  AL  _  _      (m) 

vel  si  etiam  ponimus    n  =  ^  ^.^  ,    f,i  =  -^— ,  iit 

(4.)    [/;,=  ?;„  f/,  =  r„  f/,=  v;,  ...  i[/_,  =  f„,_„  (/„.  =  i,  ^  =  -x'-->. 

Unde   aequationi    düFerenliali    (1.)   inter  variabiles    t   e[  x   proposilae   subsütui 
potest  hoc  sysleraa  duartitn  aequationum : 

d"'x  _   _dV_ 

Ir    ~  "  ö^  ' 

•   •   •    T    Kn. 


(5.) 


Differentialiones  in  dexlra  parte  aequationis  poslerioris  ita  Iransiganlur,  ul  post 
qiiamque  diflerenliationem  loco  ipsius  rfa;'"'"'^  subslilualur  ejus  valor  ex  aeqiia- 
lione  priore 

dx^—'^  =  -  —  dt. 

dS. 

Unde  aequationis  illius  dextra  pars  revocalur  ad  funclionem  quanlilatum 

f,     ^ 
quam  designabo  per 


Simul  patet,  ipsius  I  unicum  fore  lerminuin  ipsa  |'"'-'*  alTeclutn    — ^-^^^'""'\ 

e  quanlilate  — j~{ —  provenionlem.     Unde  erit 

,_  ,  d-  dV,„—i 


d^"-'  dt 

Aequalio  difroronlialis  (1.)  2/«''  ordinis,   inter  x    et  /  proposila,    anle- 
cedenlibus   Iraiisformata    est    in    systeina    duaruin    aequalionu  m    diirercnlialiuin 
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;«"  ordinis  inter  /,  x  et  :^; 

*•  ''  dt'"  ~  5|  '  dl'"  ""■ 
Quae  aeqiialiones  differenliales  ea  forma  gaudeiit,  quam  aequalioiiibus  diffe- 
renlialibus  lanquaiii  normalem  tribuere  convenit,  in  qua  scilicel  ad  siugularum 
aeqiiationuni  alferam  parlera  siugularum  variabilium  dependentiura  difFerenlialia 
altissima  relegala  sunt,  ila  ut  allerae  aequationum  partes  nonnisi  inferiora  in- 
volvunl  differentialia. 

Secundum  praecepta  in  Commentalione  De  Novo  Mnlliplicatore  tradita 
definilur  aequationum  (8.)  Multiplicator  formula 
d\o^M  5'F        ,       öS 


dt  Ötöa-C"-')    '    51^'"-" 

Fit  autem  e  (7.) 

d'S  ÖF„,_,  d'V 


=  0. 


^|(m_i)  —       5=       -    da;('"-"ö| 
unde 

d\o^M_  ^  ^ 
dt 

yuae  docet  formula,  aequationum  (8.),  in  quas  propositam  transformam,  Multi- 
plicatorem  esse  unitati  aequalem. 

i. 

Faciamus  jam,   ipsam    U  duas  involvere  functiones  x   et  y  una  cum 
earum  diiferentialibus  x',  x" ,  .  .  .  .r""',  y',  y",  .  ,  .  «/*"'.     Posito 

(2.)       T'  =  U-x'-'§-f"^v, 
sequitur: 

rejeclis  terminis  se  mutuo  destruenlibus 

Unde  si  aequationum  (1.)  ope  in  ipsa    V  loco  quantilatum  rr^'"'   et  y^"^  intro- 
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duciinus  quantitates  ^  el  v,  eruitur 

dv     du      dv     au  ev         eu 


dx  ~  dx  '      dx'        dx'  '  dx("'-'1        dx^'"-^) ' 

dv___du      dv_6u_  ev    _    eu 

dt  ~  dt  '     ö|  ~  '     dv  ~    »   • 

Ilis  substitutis,  aequaliones  diflerenliales,  quae  integrandae  proponunlur: 

,      du  ,     ,      oU 


(3.) 
abeunt  in  sequenles: 

(4.) 


_  aa:t"0  ga;'"'-')  dU_ 

'       ~  '        dr  rfC"-*  ■  •  ■  —  5a,  1 

^      öf/  ,     .      öU 


_  dt/"i  dy^"-'~>  du 

"  ~  dt"  dt"-'  '"  -  dy' 


d"'x  __  _  ÖV  d"y  _  _dV 

dt'"    ~        6|  '  dt"    ~       dv  ' 

^     ,      dV  ^     ,      dV 

rf"'~*  -^r-, — TV  d"'-- 


d"'S.    _  Öx("'^''  dx<"'--^ 

dV"    ~  dV"^'  dr^- 

d'-'^^-rr-, TT  d" 


d"v     _  ö?/("-')  (9«/<" 


-2) 


dt"  dl"-'  dl"-"- 

Si  n^m,  in  dexlra  parte  aequalionis  postreniae  ita  Iransigantiir  differentialiones, 
ut  post  unamquanique  siibstituantur  valores 

dxC"-"  _  _dV         dy<^"~'^  __       dV 

Jt    ~     öf'       dt     ~     a» ' 

unde  quantitas  ad  dextraiii  aequabilur  functioni  ipsaruin 

y,    y,    ?/',    ■  ■  •    t-'\ 

■c  l:'  U-"  «»-0 

b,      s  ,      s  ,      •    •    •      s>        , 

;        .    ■    ■        V  , 


quam  designo  per 


y  =   '^"''' 


dt" 
In  qua  funclione  ipsuni  «^""''  lanluin  invenilur  in  unico  lerniino,  ex  ipso 

^    .     ö^ 
//"—' . 

dt"-' 
Jacobi,   Dynamik.  Do 
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provenienle: 


Ö'V       „0,-n, 


unde  fit: 

.5  ^      ^y ^:l_. 

Dcindc  in  expressione,  quae  ipsi  -r-f-  acqiialur,  (liircit-nliationes  ila  transigendae 
ijuiil,  ul  post  qiiamqiie  diHcrcnlialiononi  ipsis  dx^"'~'',  di/"~  ^^  subsliluantur  valores 
— —-dt.  — 7T-dl.  atquc  iiisiipor  ulii  ipsuiii  —77-  =  «''"'  diflerenlialioiie  provenil, 

oi  valor   Y  subslilualiir.      Ihide  ipsuin  -y-^  aequalc    iiivcnilur    riuiclioni    quaii- 

lilaluni 

/,     X,     x',     .  .   .     ..C"-",     //,     !i',     .  .   .     !r"\ 

§,      §",      .   .   .      5'"'-",      V,     v,     ...      ü'"-", 

(luao  designetur  per 

In  qua  funclione  ipsum  f*'"-''  lanlum  inveniliir  in  unico  lermino,  ex  ipso 

dV 


provenienle : 
unde  fit: 


(6.) 


rf<"'-' 

Ö^^'           .f.- 

1) 

^^(m-Dß^    ' 

5^ 

4 

a-^K 


3|(m-I)      -       5a;(m-l)ß^ 


Aeijualiones  dilFerentiales  {|ualuor 

,  d-x  _       dV         d"y  _       BV 
dr    '"       W       dt"    ~       (?»  ' 

'"rfr"  ~"'  'dF'~    ' 

in  quas  syslenia  duaruni  aoquationuui  propositaruui  (3.)  IransforniaUim  est, 
dexiris  parliitus  gaudenl,  quae  nonnisi  inferiora  dillercnlialia  iinpiicant  iis,  quae 
in  laeva  parte  posita  sunt.  Unde  acqualio  diUVrenlialis,  (|ua  ipsaruin  (7.) 
Multiplicator  definitur,  fit 

dt     ~      5iaa;<"'-')      5üa«/("-'>  "^  a|("-'>  "^  a»<"-'' ' 
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Cujus   doxira    pars    sccuiulum    ^5.)    ol    ^(i.)    idontice    ovanescil ,    undo    ponore 
licet  M=i. 

Eadem  molhodus  casui  applicari  potcsl,  quo  funclio  ü  pracler  varialtileni 
indepondontoiii  /  iiuplical  ([uollihcl  liincliones  .t, ,  x.,,  .  .  .  x„  uiia  cum  Ciiriitii 
din'or(MilialiI)us,  quao  rospociivo  in  ipsa  U  ad  ordinom  m\""',  m'"'",  .  .  .  /«;;"" 
ascendanl.     lulroducendo  ipsaruin  x]"''\  x)"''\  .  .  .  xi'""-'  loco  qiianlilales 


du 


"■2  1 

du  ..  _    du 


>J ' 


poterunl  w  aequalioncs  dillereuliales  inlegrandao  in  alias  2«  Iranslormari,  quihus 
dilFerenlialia 


r'x, 

d   ^x^ 

d      x„ 

dl'"' 

1 

d,'"- 

1 

,  in,, 
dt 

/'■i, 

/'%', 

ä"'"§„ 

dl'"' 

1 

d,'"' 

1 

dl'"" 

exprimunlur  per  formulas  nonnisi  ipsis  illis  inforiora  difTcrenlialia  involventes. 
Ouaruni  aequalionum  diUVroiitialium   Mulliplicalor  acqualtitur  ntiilati. 


Transformatio  altera.     Reductio  problematum  isopcrimetriconini  ad  aequationes 
difFerentiales  partiales  primi  ordinis  iiou  lineares. 

Jam  allerani  tradain  Iransfonnalionem  valdo  iiicaiorahiioiu  aequationuni 
dilTerenlialium,  a  quarum  iiilegralione  soiulio  aoqualionis 

öJ'Udl  -  0 

pendel.  Melhodus  adhihenda  quuin  sine  ncfjolio  ad  quonilibct  funclionum 
numcruni  paleal.  suflicicl  cam  Iribus  ipsius  /  riiiiclionibus  x,  ij .  z  applicare, 
quae  ipsam   U  alTu-ianl   una  cum   oarum   diflerculialibus 


•t'    •  •*'     * 


■^""\    y',    y", 


y'"\    ^',    ^", 


sO'» 


Sunt  eo  casu  trcs  aequationes  diH'eronliales  inlegrandao  sequcnles: 

0 


,      BU         ^     ,      du 


öxf'"' 


öx*'"-'' 


(!•) 


/ 


0 


0  = 


df" 
d"    ^^ 

dr-' 

dl" 

dP    ^'^ 

dr  • 
dr-r     ^" 

df 


df- 


-  dx' 


+ 


du 


öy  ' 

du 

0 

68» 


±ö. 


Pono: 
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(2.) 


/    dU 


rlrf'O 


du 


dU 


^^.(ni— 1) 


dU 


du  du 

du         dx"  dx'" 


ox' 


dt 


cir- 


•  •  + 


§2, 


du 


—       dl" 


—   f 


ÖJ7 


du 

dy^"^ 


d< 


=  ®i 


öf/ 


dyO'-i 


-i) 


du 

dy^"'>      _ 


(9(/("-2) 


rf< 


df 


Co, 


an 

dy" 

a 

1 

dy>" 

oy' 

dt 

1 

de 

du 

dz(P) 

=  x>, 

d 

du 

du 

dz(P^ 

öz(P-i> 

d 

dt 

du 

d"- 


du 


dt" 


=  »»-i; 


du 


d-jp-'^ 


du 


05(^-2) 


dt 


dt' 


?., 


dU_ 
ydz' 


,dU 
dl 


,  du 

dz'" 
dt"- 


dv- 


- '     dtP- 


du 


bp— !• 


Ex  his  expressionibiis  sequitur: 
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du  ^     ^  du  '.  du  y. 

(3.)  /    at;    ^  ..  rf^,  atf  ,    rfp,  at^     _ ..  rff, 


•P— ! 


His  aequalionibus  junjrendae  sunt  sequentes.  quae  ex  ipsis  aequalionibus  diffe- 
rentialibus  propositis  iluunt: 

^    ■''  dx  dt      '       dy  di     ">       dz   ~  ^df ' 

Ponatur  jam: 

sequilur  rejiciendo  lerminos  se  mufuo  destruenles: 


äv 


dy     ''       dy'     ^  ^y("-») 

Sil  x^"  una  quantitalum  x,  x,  ...  a;^"'~'\  alque  c/''^  una  quanlitatum  y,  ij\  ... 
«/^"~'\,  et  s''^  una  quantitalum  s,  z,  .  ..  z'''~";  palet  e  forniula  praecedenle 
fieri 


(5.) 


f    SV  \^     du  /    dV  \         du         f    dV  ■\  du 


3F  N  _,„,.        /    dV  \  „.        /   dV 


(-^)---".  (^)  =  -.'-.  (^)- 


-s 


(P) 


j 


ubi  uncis  includendo  dillerenlialia  partialia  innuo,  ipsarum  x^"'\  y'-"\  s'^'  loco 
inlroducendas  esse  S,  v,  t,  in  variabilium  independenlium  systema  ad  quod 
differentialiones  partiales  referunlur.  Quae  ipsarum  .t'"',  «/'"\  z^'''  eliminalio 
ei'ficienda  est  opc  aequationum  supra  proposilarum: 


du    _  ..         dU    _  du    _  <, 
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E  formulis  (5.)  sequitiir  ipsius  U  per   T    expressio: 


^  -  •■-<f  )-(S-?(f  )■ 


Substituendo  (5.)  in  aequationibus  (3.)  et  (4.),  jam  uncis  omissis  hoc  nancisci- 
mvr  systema  aequationum  dilferentialinm  vulgarium  frans  form  alum: 

d"'x  dV  d''y    _       dV  d''z    _       dV 


dr    "       ö|  '  dt"  dv  '  dtP  dC  ' 

rft  dV        ..  dv  dV  dC  dV 


?., 


dt     ~  6la;("'-»)     *"'        dl  %(»-"        "        d\  dz<-i'-'^ 

dg.    _      dV         .,         dp,    _      dV  dC,     _      dV        ^ 

(6.)  '        dt         ~    öxC"-2)        S2,  ^,  ßy(n-2)        «21  ^i  Q^(p-2)  ^2, 

rfg^-i  _  ar  (/g„_i  ^  oF  dg„_i  ^  ^F^ 

dt     ^  dx  ''  dt  dy  '  d<  ös 

Aequationes  DifTerentiales  antecedentes,  quae  locum  tenent  trium  aequationum 
differentialium  propositarum  (1.),  constituunt  systema  /m  +  w+P  +  S  aequationum 
differenlialium  inier  variabiles: 

t,     X,     y,     z, 


^.•>         !?l  1 


L-i->    «,    »1,    •  •  •    «'»-I,    'Q,    'Cii    ■  ■  •    Ip-ii 


quarum  aequationum  tres  sunt  resp.  ordinis  »»"',  n",  p^',  reliquae  omnes  m-\-n+p 
primi  ordinis.  Atque  gaudent  aequationes  forma  illa  quasi  canonica,  qua  in 
dexlra  parle  inferiora  tanlum  difTerentialia  inveniunlur,  quam  quae  ad  laevara 
posita  sunt.  In  quam  formam  jam  redaclae  sunt  aequationes  dilTerenliales  pro- 
positae,  nullis  factis  difTerenliationibus,  quae  in  priore  Iransformatione  require- 
bantur,  neque  aliis  adliil)itis  eliminationibus,  quam  quod  ipsarum  x*^'"^,  y^"\  z'''' 
loco  introducendae  eranl  in  functione 


V  =  U' 


quantitates 


^     ^      dx(-> 

!/       dy'-"> 

du 

dx*"''> '      ®  ~ 

du 

dU 

Porro  facile  aequationum  antecedentium  (6.)  invenitur  Multiplicator  M. 
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Nam    quuni   aequaliones   illao    forma    canotiica    gaiuleanl,    aequalur ^ — 

augreg-ato  differentialium  partialium  expressionurn,  quae  ad  dcxiram  posilae  sunl, 
siqüidein  harum  expressionurn  quaeque  ejus  respeclu  quanlitalis  diirorenliatur, 
cujus  difl'erenliali  aequalur.  AI  e  nunicro  aequationum  (6.)  sunt  tanluni  sex, 
videlicet 

d-^x  _       dV         d"y   _       dV         d^z  __       dV 
dt'"   "       öF'      'rfF  ~       ÖiT'     liF  ~       öT' 

dg   _      dr        ,.         dv  _      dV  f/g  _      dV 

dt    ~  öa:("'-i)     *"'       dt    ~  ö(/f"-'>      '""      dt    ""  öz(^-')  ~^" 

in  quii)us  dexlrae  partes  non  iis  vacant  quanlilalibus,  quarum  differentialibus 
aequanlur.  Secundum  regulam  assignalam  Iriiim  priorum  aequationurn  dexlrae 
partes  resp.  differentiaudae  eruul  ipsarum  x^'""^',  «/*"~'\  z'^~'*  respeclu,  Iriuiii 
posleriorum  dexlrae  partes  ipsarum  'i,  t,  "Q  respeclu  omniumque  sex  difl'eren- 
tialium  partialium  provenientium  formandum  erit  aggregalum.  (Juod  pafel 
aggregatum  idenlice  evanescere,  binis  lerniinis 

d''v  d"-v 


dvdi/"-')   ^  d>/"-'^dc   ' 


sese  mutuo  deslruentibus.     Unde  fit 


d\ogM 
dt 


=  0, 


sive   aequationum    differentialium    Iransformalarum  (5.)  Multiplicalorem  aequare 
licet  uniiati. 

Aequalionibus  differentialibus    (6.)  formam   conciliare  licet   magis  con- 
cinnam  poncndo 

(7.)  -«5./'"" -».yy*""" «„-ly' 

Sic  enim  inlroducendo  funclionem  if)   loco   ipsius   V,   hoc   modo   repraesenlari 
poterit  aequationum  vulgarium   (fi. )   systema : 
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dx 


dq>  rf^m-i 


d(p 


* 


(8.) 


dl 

ö^,„_r 

dt 

"      dx      ' 

daf 
dt 

—  - 

6(f 

dt 

dq> 

~    dx'    ' 

dt 

=  - 

dcp 

d^ 
dl 

dcp 

dy 
dl 

= 

dcp 

BVn-l    ' 

dv„^i 
dt 

drp 
-       dy      ' 

dy' 
1        dl 

= 

d(p 

dv„-i 
dt 

dq> 
~      dy'      ' 

dt 

=  ■ 

dff 

ön     ' 

dv 
dt 

dcp 

dz 

= 

d(p 

d^p-y 

dt 

drp 

dt 

dz       ' 

dz,' 

= 

d(p 

d^p-2 
dt 

dcp 

dl 

dz'      ' 

\     dt 

= 

d<f. 

dC    ' 

dC 
dl 

dcp 

Videlicet  quum  functio    V  omnino  non  involvat  quanlilates 


»15         »2  5 


Im-n      '"n      «'25      •    ■    •      ^«-11      'Ci-!      C2: 


fit  e  (7.)  excluso  valore  i^O: 


porro 


dcp 


dp,  -^ 


rfa;'"'-'-'> 


dl 

1 

dj/(»-'- 

-1) 

rf< 

1 

rfz(P— 

-1) 

dt 


dcp 

dV 

dcp 

dV 

dcp 

dV 

Öl   " 

"    di  ' 

dv 

"  Ö»  ' 

dC  ~ 

dr 

dcp 

ÖF 

dcp 

dv 

dtp 

dV 

dV 


dx         üx  ''       dy         dy  ''       dz         dz  ' 
dg)      __      dV  dV 


dxi'"-'^        öa;**"-*)      ^"       (9^("-')         öy(»-'J 


-«..'. 


bp-H 


ÖF 


ös(P-'>         öa(? 


~~    dziP--)        ^*" 


d<h 

d(f 

dp, 
dt 

drp 

dt 

dpr 

"  dq,  ' 

dq,  _ 
dt 

dcp 

dp, 
dl 

Ölp 

d(l„ 
dt 

drp 

dp,., 
dt 

dq> 

~  dq,„  ■ 
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Quas  formulas  subsliluendo  ex  aequationibus  differeiitialihus    [6.)    anlecedentes 
(8.)  prodeunt. 

Demonsiravi,  designanle  (p  fuiiclioncni  quamcunque  quaiilitatum 

<,     qi-,     qi,     ■  ■   ■     q,n,     Pi-,     Ih'     ■  ■  ■     p,„ 
systema  aequalionum  dilTerenlialium  vulgariiim : 


(9.) 


arctissimo  vinculo  connexum  esse  cum  aequatione  differentiali  primi  ordinis 

(10.)       -^  =  <p, 

in  qua  quantitates  /;,  designanl  dilTerenlialia  partialia  fuuclionis  incognitae  W 
ipsarum  q^  respectu  sumta.  Sit  enim  W  solulio  complela  aequalionis  differen- 
tialis  partialis  (10.),  afFecta  praeter  Constantoin  additione  jungendam  m  Con- 
stantibus  Arbitrariis  «,,  cf>,  ...  «„,,  dalur  aequalionum  differentialium  vulgariura 
integratio  completa  formulis: 

(  dw  _         dw  __  ow  _ 

("•i  QW    _  Qy^r    _  OTT    _  ^ 

designantibus  /?i,  /^o,  ...  /:?,„  novas  Constantes  Arbilrarias,  una  cum  ipsis  «,, 
Cfj,  .  .  ,  «„,,  quae  functionem  W  afficiunt.  numerum  Conslantiuiii  Arbilrariarum 
requisitum  2m  implcnles.  Vice  versa  si  aequalionum  i9.)  inlegraliono  completa 
eruuulur  valores  quanlilalum  ^,,  ^j,  ...  q,„,  />,,  p,^  .  .  .  p,„  exbibili  per  quan- 
titatem  t  ipsarumque  valores  initiales 

q%      q'L      ...      q:.,     p'U     p'U      ■    ■   •     pl, 
obtinetur  aequationis  differentialis  partialis  (10.)  solutio  completa  FF  per  formulam 

(12.)       ^-/l-P-P^Z-"^--"-^^'"- 
siquidem  post  integrationem  factam  ope  aequationum  inlegraiiuni  niutelur  functio 
quantitatuni   t,  q'l^  q'^,  .  .  .  q\'„,  p'l^  />',',   .  .  .  />',;,  sie  inventa  in  aliam  quantitatum 

<7ii     qi^     ■   •   •     q^n,     q'l-,     q'U     •   •   •     ql- 

Jacobi,    Dyuaiuik.  09 
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Scilicet  per  2m  aequationes  integrales,  quae  infer  2m4-l  variabiles  alque  2»» 
Constantes  Arbilrarias  locum  habent,  quamlibet  hariini  4/»+l  quantilatum 
functionein  in  aliani  niulare  licet,  quae  quaslibet  2m-{-\  ex  earum  numero 
solas  involvat. 

Systema  aequationum  differentialium  (8.)  ipso  intuitu  patet  eadem  gaudere 
forma  alque  aequationes  (9.),  modo  ipsis  ^i,  </,,  .  .  .  q,„  substituanlur  m-\-n^p 
quantitales 

X,  x',  ...  a;(— ,•     y,  y',  ...  2/*"-'^•     z,  z',  ...  2<^-'\ 

ipsis  vero  />i,  jJj,  •  •  ■  P,n  quantitales 

bm-n     bm-31     •   •   •     iy         *'»-n     ^H-2-,     •   •   •     » j'         Qp-11     Qp-2l     -   •    •     t- 

Unde  aequationum  differentialium  (8.)  integratio  completa  eruitur  quaerendo 
variabilium 

t,  X,  x',  ...  x^"'-'\  y,  y',  ...  f'-'\  z,  z',  ...  z^^-^> 

functionem  W,  praeter  Conslantem  additione  accedentem  affectam  m  +  n-{-p 
Constanlibus  Arbitrariis,  quae  satisfaciat  aequationi  differentiali  partiali 

.     (1^-)     -er  ==  V' 

siquidem  in  ipsa  cp  quantitatibus 

substituanlur  respective  functionis    W  differentialia  partialia 

dW        dW  dW 


dx    ' 

dW 

dy    ' 

dx'  ' 
dW 
dy'  ' 

ßj:im-l)  •> 

dW 

dW 

dW 

dw 

Quum  sit  e  (7.) 

designante   V  functionem  quantitatum 

/,  x,  x',  ...  x("-'^•  y,  y',  ...  t/<»-^',-  z,  z',   ...  a^^-'>,-  S,  V,  ^; 
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poterit  aeqiuilio  dilTerentialis  parlialis  (13.)  hoc  modo  repraesenlari: 

dW        ,  dW         „  dW   ,  „„„„     dW 

dt    '^^    dx   '^^     dx'  ^         ^^  dx(—^) 

(14.)     (       +„'l^+v'i!L+...  +  .o.-)^iL. 

]  ^y    dy    ^y     dy'  ^      ^y  öi/(«-^) 

ubi  funclio  K  praeter  variabiles  independenles  sola  involvil  diirt'renlialia  parlialia 

dW  dW  dW 

Videmus  igiliir  aequalioneni  dilTorenlialem  partialcm  (14.)  el  ab  ipsa  funclione 
incognita  vaciiam  esse,  et  oninia  praeter  tria  diHercnlialia  partialia  taiitum 
lineariler  implicare. 

Si  in  forinula  (12.)  evenil  ut  functio  (f>  complures  qiiantilatum  p,, 
/>2,  ...  p,„  tanlum  lineariler  implicel,  illae  oninino  abeunl  e  quantilale  quae 
sub  signo  inlegrationis  est: 

öqp  dcp  dff 


"r-P'T^-p^-T^ p 


öp,    f-  dp,         '''"  dp,„ 

Unde  casu  nostro  haec  quantitas  sinipliciter  evadit: 

qiium  omnia  ir,,    v,,    'Q,  praeter  ipsa   i,    v,   'C  functionem    (p   tantum    lineariler 
afiicianl.     Hinc  e  forinula  (12.)  eriiitur 


(15.)        W  =^  / 


Udt. 


Quae  supponit  forinula,  aequalionibus  differenlialibus  (8.)  complote  integ-ratis, 
expressas  esse  variabiles  onines  per  t  ipsarumque  valores  inilialcs,  unde  etiain 
f/ solius  /  funclio  evadil;  post  inlegrationein  aulein  opc  ae<|ualionuin  inlegralium 
quanlilales  omnes  1,,  «>,,  C.  una  cum  earum  valoribus  initialibus  (^liminari,  unde 
W  ipsius  t  atque  solarum  x,,  y,,  z,  earumque  valorum  initialium  functio  fil, 
quae  erit  aequalionis  diffcM-entialis  partialis  (14.)  solulio  completa. 

Si  reductio  problcmatis  isoperimetrici  ad  aequalioneni  difTerenlialem 
partialem  primi  ordinis,  anlecedenlibus  pro  tribus  funclionibus  explicala,  ex- 
tendilur  ad  numerum  quemlibel  functionum  ipsani  11  afficienlium.  nanciscimur 
hanc  Propositionem: 

69  * 
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Propositio    de    reductione    problemalum   isoperimelricorum   ad 
aequaliones   differenliales   partiales   primi    ordinis. 
ImpUcet    U  praeter    variabilem   independentem    l    ejus  fnnctiones  in- 
cognitas  quotcunque  x, ,  a;, ,  ...   una  cum  earum  differentiaUbus 

a-, ,     x, .     ...     Xi    :     a-,,     x^^     ...     x^    ;     etc. 
funcUones  ic, ,  ojo ,  ...  ita  determinandae  proponuntur  ut  ßat 

ilflldl  =  0; 

eum  in  finem  pono 

du  _    ÖW         du  ^    dw 

earumque  aequatiomim  ope  elimino  x" ,  X2     etc.  de  functione 

grwo  facto  evadit    V  functio  quantitattim 

t,     a;,,     a-;,     ...     xj""";     a-,,     ai^,      ...     xi''-'^      etc.; 
quas  pro  variabilibus  independentibus  habeo,  atque  differentialium  partialium 

dW  dW 


dx["-''  '      Sx[^-''  ' 


etc.; 


ernta  functione   V,  formo  aequationem  differentialem  partialem: 

dw  ,    ,  dw  ,    „  dw  ,      ,    („-I)    dw 


■^1^5::^      t"^i  "SZT'^  1"'^ 


=   F,- 

cujus  inventa  sit  solutio  completa  W,  quae  praeter  Constantem  additione 
accedentem  involmt  Coustantes  ,u  =  a  +  ß-\ —  Arbitrarias  a, ,  a^^  ...  a^ , 
numero  fi  aequante  summam  ordinum  ad  quos  in  ipsa  V  singularum 
funclionum  incognitarum  differentialia  ascendunt ;  determinabuntur  functiones 
incognitae  a'^,  x^,  ...  earumque  differentialia 
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per  fi  aequationes  seqnentes  inter  illas  u  quantilates  ipsamque  t: 

da,    -"''       da,  -■'      ■   •   •      da^  "  "'" 
in  quihus  designant  6,,  ^2,  ...  6„  noras  Conslantes  Arhitrarias. 

Ad  aequationes  diflerentiales  parliales  primi  ordinis  eliain  revocari 
possunt  probleniata  isoperinielrica,  in  quihus  inier  funcliones  incoonjias  variae 
danlur  aequaliones  dilferentiales  condilionales,  atquc  adeo  functio  U,  quae  sub 
signo  integrationis  invenitur,  lanlum  per  aequationein  dilFerenlialem  dalur  cui 
satisfacere  debet.  Sed  iion  amplius  generaliler  assignare  licel  Mulliplicatorem 
syslemalis  aequationum  diiTerentialium  vulgariuin  a  cujus  integralione  problemata 
illa  pendent. 


De  aequationum  dilFerentialium  systemate  non 
normali  ad  formam  normalem  revocando  *). 


_Ln  commenlatione  mea  „Theoria  novi  Multiplicaloris  etc."  **)  Multi- 
plicalorein  determinavi  aequalionum  differentialiuin  isoperimetricamm  i.  e.  ad 
problemata  illa  isoperimelrica  pertinentium ,  in  quibus  variatio  dati  integralis 
variabileni  iinani  independentem,  ceteras  dependentes  continenfis  ad  nihilutn 
redigilur.  Quam  determinationem  niullo  majoribus  difficuitalibiis  obnoxiam  esse 
exposui,  si  variabiliuni  dependenliuni  differenlialia  altissima  dalum  integrale 
afficientia  non  ejusdem  ordinis  sint.  Eo  eniin  casu  aequationum  dilTerentialium 
isoperimelricarum  systenia  non  ea  gaudet  forma,  ut  singularum  variabilium 
dependentium  dilTerentialia  altissima  pro  incognitis  liaberi  possint,  quarum  valores 
ipsis  aequationibus  ditTerenlialibus  determinentur.  Ad  quam  formam  casu  quem 
innui  aequationes  düFerentiales  isoperimetricae  post  cerlas  tantum  differentia- 
tiones  et  eliminationes  revocantur,  id  quod  Multiplicatoris  valorem  indagandi 
negotium  inlricatum  reddit. 

Operae  prelium  duxi  totam  materiem  de  aequalionum  difl'erentialium 
systemate  non  normali  ad  formam  normalem  revocando  aceurate  tractare. 
In  qua  disquisitione  ad  propositiones  quasdam  generales  perveni,  quae  theoriae 
aequationum  difl'erentialium  vulgarium  lacunam  quandam  implere  videnlur  et 
quarum  summam  hie  breviter  indicabo. 


*)    Alia  111.  Jacobi  commentatio  postuma   de   eadem   quaestione   demonstrationes 
regularum  liic  enuntiatarum  continens  invenitur  in  Diarü  mathematici  vol.  64,  p.  297. 

**)    §§   30  —  33    commentationis    citatae,   Diarü    Crell.  vol.  29    sive   Opusculorum 
math.  vol.  I. 
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§.  1. 

Systematis    m    aequationum    difterentialium    ordo   et  brevissima  in   formam   normalem 

reductio   determinantur   per   aolutionem    problematis,    datuin    m^    quautitatuni    suliema 

quadratieum  per   numeros    minimos  /, ,  /^ ,  ...  /„.  singulis  horizontalibus  addcndos  ita 

transformandi,  ut  m  raaxiniorum  transversalium  systeiuate  praeditum  evadat. 

Solutio  exemplo  illustratur. 

Variahilcm  iiulependenlein  vocemus  /,  ejus  funcliones  sive  variabiles 
pro  dependentibus  liabitas  x,,  a-j,  ...  x,„;  inier  quas  variabiles  proposilae 
sint  m  aequaliones  dillerenliales 

'  tf,  =  0,     «2  =  0,     .   .   .     -M,„  =  0. 

Sit  öi,,  ordo  allissimi  quod  in  aequatione  «^=0  obvenit  differentialis  variabilis 
x^^  dico 

1)  ordineni  syslemalis  aequalionuni  differenüalium  propositaruni  sive 
numerum  Conslanlium  Arbilrariaruni,  quem  earum  inlegratio  complela 
poscil,  aequari  maxinio  inter  oinnes  valores  qiios  aggregatum 

\,i+\,2  +  -  +  \..m 

induat,  si  pro  indicibus  «,,  L,  ...  i,„  quibuscunque  inodis  lieri  potest 

sumanUir  m  diversi  e.x  indicibus   1,2,...»«. 
Illud  maximum  sive  syslemalis  ordineni  designabo  per  0;  aequabitur  0  summae 
ordinum    differenlialium    singularum   variabilium    altissimorum,   quae   obveniunt 
in    syslemale   normali    ad  quod   proposilum  revocari    potest.     Ipse  numerus  0 
superabitur  summa  respectu  syslemalis  proposili  aeque  formala. 

Variae  exslanl  formae  normales  semperque  cerle  duae,  ad  quas  idem 
syslema  proposilum  reduci  polest,  quae  reducliones  non  efficiuntur  nisi  auxilio 
diversaruni  dilTerentiationum  el  eliminationum.  Qua  in  re  haec  est  proposilio 
fundamentalis 

2)  inter  diversos  modos  aequationes  dilFerentiales  proposilas  differen- 
tiandi,  ut  nascanlur  aequationes  auxiliares,  quarum  adjumenlo  per 
solas  eiiminationes  syslema  proposilum  ad  aliud  normale  reduci  pos- 
sit,  miicnm  exstare  modum  qui  paucissimas  dilTerentiationes  poscat, 
nam  in  alio  quolibel  modo  aequalionum  diflorentialium  propositarum 
aliquot  vel  omnes  pluribus  vicibus  iteralis  quam  in  illo  differenliandas 
esse,  neque  in  ullo  alio  modo  lieri  posse  ut  aequalionum  dilleren- 
lialium  propositarum  una  paucioribus  vicibus  differenlielur. 
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Modum  illum  expeditissimum  insigniamus  nomine  bremssimae  reductio- 
liis,  in  qua  brevissima  reductione  semper  erunt  aequationurn  differentialium 
propositarum  una  pluresve  quae  omnino  non  differentiantur  sive  quae  nullas  dif- 
ferentialionibus  ex  iis  derivalas  ad  aequationurn  auxiliarium  syslenia  contribuunt. 
Unde  si  ponimus  in  reductione  brevissima  ad  aequationes  auxiliares  forraandas 
aequalionem  u,  =  0  esse  /,  vicibus  iteratis  differentiandam,  e  numeris  integris 
non  negativis 

«1 ,     t  j ,     ...     l,„ 

semper  unus  pluresve  nullilati  aequanlur.  Ad  eos  numeros  /j,  /j,  ...  l,„  in- 
vesligandos,  a  quorum  invenlione  reductio  brevissima  tota  pendet,  solveudum 
est  hoc  probleraa. 

Problema. 

„Datis  m^  quanlitatibus  «,^  quibuscunque,  in  quibus  et  i  et  x  valores 
1,  2,  ...  m  induere  debent,  investigare  m  quantitates  minimas  positivas  seu 
evanescentes  /i,  4,  ...  /,„  ita  comparalas,  ut,  posilo  o, ;,+  /,  =/>,,^,  inter  m* 
quantitates  p^^  eligere  liceat  m  quantitates 

Pi^,V     Pi,,2'>     ■   •   ■     Pi„„m 
in  Seriebus  diversis  cum  horizontalibus  tum  verticalibus  posilas,  quarum  quae- 
que   inter  ejusdem    verlicalis  quantitates   maximum    valorem  tueatur  seu   certe 
nuUa  alia  quantitate  ejusdem  verticalis  minor  sit." 

,■  '      '    » 

Solutio. 

Solutionis  problematis  proposili  momenta  praecipua  breviter  innuara. 
Disponamus  quantitates  a,,  in  Schema   quadralicum 


A. 


ttyi       a,2       .    .    .       ö,„, 

Ö2,l         Ö2,2         •     •      ■         Ö2,„, 
«M.l         «m.2         •      •      •         a,n.m 


Si  qua  ejus  quadrati  series  horizontalis  reprehenditur,  cujus  terrainus 
nullus  inier  omnes  ejusdem  verticalis  est  maximus  (quo  nomine  hie  semper 
etiam  comprehendo  terminos  nullo  reliquorum  minores)  ejus  seriei  horizon- 
talis terminis  omnibus  eandem  quanlitatem  addo  positivam  eamque  minimam 
pro  qua  unus  ejus  terminus  maximo  ejusdem  verticalis  aequetur. 
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Post  praeparafionem  indicatam  si  mutatur  quadratuiii  proposilum  A.  in  hoc 

-  /vi,     b,,,     .  .  .     bi^„ 

'■       }■:  l 

f>,n,l         ^,„,2         ■      •      •         b„,,„ 

quadraü  B.  iiiilla  exslabit  scrics  horizontalis,  in  qua  non  iiisit  tennimis  iriler 
omnes  ejusdeni  verticalis  maximus.  Ad  cjusmodi  quadratuiu  sequenles  dciio- 
minaliones  refero,  qiiae  bene  leneiidae  sunt. 

Systenia  maximornm  Irniisversaimm  voco  syslenia  quantitatum  b,,,  quae 
cum  in  seriebus  horizoiilalibus  diversis  tum  in  seriebus  verticalibus  diversis 
positae  sunt  et  quarum  unaquaeque  inter  omnes  quantitates  in  eadem  verticali 
positas  maxima  est. 

Sumo  in  quadrato  B.  maxinium  numeruni  maximorum  transversalium, 
et  ubi  pluribus  modis  idem  numerus  maximus  maximorum  transversalium  pro- 
dit,  unum  eorum  syslema  ex  arbitrio  cligo  ejusque  terminos  asteriscis  noto. 
Quorum  maximorum  transversalium  maximus  numerus  esse  potest  aul  2*), 
aut  3  etc.  aut  m;  si  eorum  numerus  est  m,  problema  propositum  solulum  est. 
Si  iste  numerus  ipso  m  minor  est,  id  ago,  ut  serierum  horizontalium  quasdam 
numeris  minimis  talibus  augeam,  ut  in  novo  quadrato  proveniente  numerus 
maximorum  transversalium  auctus  invenialur.  Quo  negotio  repetilo,  landem 
pervenialur  ad  quadratum  necesse  est,  in  quo  maximorum  transversalium 
numerus  est  m,  quo  reperto  problematis  solutio  inventa  est.  Dico  autem 
augeri  serietn  horizontalem,  si  ejus  terminis  Omnibus  eadem  quantitas  po- 
sitiva  additur. 

Series  horizontales  et  verticales.  ad  quas  maximorum  transversalium 
systema  electum  pertinet,  voco  series  H  et  V.  reliquas  series  horizon- 
tales et  verticales  voco  series  //'  et  T''.  Terminos  in  una  verticalium  I  ' 
maximos  et  ipsos   asteriscis   noto.     Terminos   asteriscis   nolatos    voco   maxima 

stellata. 

Ponamus  in  serie  horizontali  It,  esse  maximum  stellalum  eique  in 
eadem   verticali    aequari    terminum    in    serie   horizontali    li.    positum;    in   serie 


*)  Adhibita  praeparatione,  qua  sclienia  quadraticum  A.  in  scliema  B.  mutatum  est, 
fit,  ut  2  sit  minimus  valor  liujus  nuniüi-i,  qui  valor  tum  occurrit,  si  omuia  maxima  in 
una  eademque  serie  horizontali  jacent  atque  insuper  in  una  verticali  terraini  omne.s 
inter  se  aequales  sunt.     Vid.  Diarium  Mathem.  vol.  04,  p.  312. 

Jacobi,    Dynamik.  ^" 
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horizontali  A>  esse  maximum  stellatum  eique  in  eadem  verlicali  aeqiiari  termi- 
nuin  in  iiorizonlali  Aj  positum  elc. ;  si  ea  ratione  ad  seriern  horizontalem  ä„ 
pervenitur,  iibi  ä„  unam  serierum  h,,  A3  etc.  designat,  dicam,  «  serie  /*, 
ad  seriern  h^  transihtm  dari.  Si  dicitur,  a  serie  ä,  ad  seriem  h^  transilum 
dari,  ipsa  series  lii  omnesque  intermediae  /«, ,  A3,  ...  A„_,  ad  series  //^  per- 
tinebunt;  series  A„  sive  ad  series  H  sive  ad  series  H'  pertinere  potest.  Si 
a  nulla  serie  iiorizontali,  in  qua  duo  plurave  maxinia  stellata  insunt,  transitus 
datur  ad  aliquam  serierum  H'  et  si  nullus  exstat  serierum  //'  terminus  in 
aliqua  serierum  I  '  maximus,  id  certo  criterio  est,  maximorum  transversalium 
nunierum  maximum  eleclum  fuisse. 

His  praemissis,  series  horizontales  omnes  in  tres  classes  distribuo. 

Ad  classem  primam  serierum  horizontalium  refero  eas  series,  in 
quihus  inveniuntur  duo  plurave  maxima  stellata,  neque  minus  series 
horizontales  omnes,  ad  quas  ab  illis  seriebus  transitus  datur;  quarum 
serierum  primae  classis  nulla  ad  series  H'  pertinebit. 

Ad  classem  secmidam  serierum  horizontalium  refero  eas  serie- 
rum H  ad  classem  primam  non  pertinenles,  a  quibus  ad  aliquam 
serierum  H'  transitus  non  datur. 

Ad  classem  tertiam  serierum  horizontalium  refero  omnes  series 
H'  easque  serierum  H,  a  quibus  ad  series  //'  transitus  datur. 
Hac  serierum  horizontalium  disiributione  facta  series  ad  tertiam  classem 
pertinentes  omnes  eadem  quanlilate  augeo  eaque  minima,  qua  addita  fit  ut  earum 
serierum  terminorum  unus  aequalis  evadat  alicui  ejusdem  verticalis  maximo 
stellato  primae  aut  secundae  classis.  Si  illud  maximum  stellatum  pertinet  ad 
seriem  horizontalem  classis  secundae,  haec  in  novo  quadrato  proveniente 
Iransraigrat  ad  classem  tertiam,  neque  alia  in  serierum  horizontalium  distribu- 
tione  fit  mutatio.  Quo  casu  operatio  iterauda  est  nova  serie  e  secunda 
classe  in  tertiam  recepta,  idque  eo  usque  repelendum  est,  dum  serierum  tertiae 
classis  terminus  aliquis  alicui  maximo  stellato  seriei  primae  classis  aecpialis 
evadat.  Id  quod  nisi  antea  cerle  tum  necessario  eveniet,  quum  series  secundae 
classis  omnes  ad  classem  tertiam  transmigraveriut.  Simulatque  autem  evenit, 
adepti  sunuis  quadratum,  in  quo  numerus  major  maximorum  transversalium 
quam  in  quadrato  B.  invenitur.  Tum  nova  maximorum  siellatorum  dispositione 
novaque  serierum  horizontalium  distribulione  in  tres  classes  facta,  per  eandem 
methodum  novum  quadratum  formandum  est,  in  quo  rursus  maximorum  trans- 
versalium  numerus  auclus  invenitur,    idque  eo  usque   continuandum  est,   dum 
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perveniahir  ad  qiiadrnium,  in  quo  m  niaxiina  transversalia  habeiitur.  (^)uadralmn 
sie  iiivenlum  (ierivaluiii  erit  c  proposilo  A.  arldcndo  scriobus  liorizonlalibus 
quam  niiiiimas  quaulilates  positivas,  quac  ipsao  erurit  quanlilaics  quaesilae 
hl  l'ii   ■  ■  ■   '"!• 

Propter  reg-ulac  coniplicationcni  uiium  saltem  appouere  exemplum  iuvat, 
quod  sequentibus  schematis  continetur. 
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Quadratuni  A.  est  ipsuni  proposiluni,  in  cujus  sicuti  in  quadratorum 
derivatorum  seriebus  verlicalii)us  (eniiinos  maxinios  lineola  subnolavi.  Series 
horizontales  elenienlis  «,  h,  ...  h  desisinavi.  Quarum  h,  c,  e,  f,  i,  k  omnino 
nullos  lerniinos  subnolatos  continent.  Serie!  b  lerminos  ab  earundem  verli- 
caliuni  lerminis  subnolatis  delraliendo  eruuntur  diifei'entiae 

2,  21,  59,  33,  21,  10.  82,  11,  19.  11, 
quarum   2    est    minima,    unde   serieni    h  quantilate  2  auoeo.     Seriei  c  termini 
ab  earundem  verlicalium  terminis  subnotatis  dillerunt  quanlilalibus 

13,  52,  54,  21,  62,  84,  78,  22,  20,  22, 
quarum    quum    13    minima   sit,    seriem    c  quantilate  13  aut^eo.     Simili  ralione 
series   e,   /',    »'.  k  respectivc   quantitaliiius    11,  9,  2,  4  augcndo  quadralum  B. 
deduco,  cujus  originem  designo  per  symbolum 

B.       [a,  i  +  2,  c+  13,  flf,  e+  11,  f+%  g,  h,  i  +  2,  Ä-  +  4) 
-  .  70* 
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In  quadralo  B.  sex  nee  plura  assignari  possunl  niaxima  transversalia ; 
series  verücales,  in  qiiibus  posita  sunt,  suprascripla  V,  reliqiias  suprascripta  V, 
ipsa  maxinia  asferiscis  nolo.  Si  in  aliqua  verlicalium  V  terminus  subnotatus 
reperitur,  euin  et  ipsum  asterisco  noto.  Seriebiis  borizontalibus  a,  d,  g,  in 
quibus  bina  plurave  maxima  stellala  reperiuntur,  classis  I.  nunierum  praefigo. 
In  Septem  verticalibiis,  ad  quas  niaxima  illa  pertinent,  nullus  alius  terminus 
subnotatus  reperitur,  unde  a  seriebus  a,  d,  g  ad  aliam  seriem  transitus  non 
datur  ideoque  solae  a,  d,  g  primam  classem  conslituunl.  Series  c,  f,  i,  k, 
quippe  in  quibus  omnino  nullus  reperitur  terminus  stellatus,  ad  classem  III. 
pertinent.  Porro  ad  series  f  et  k  ab  e,  ad  series  c  et  i  a  6  transitus  datur, 
unde  eliam  series  b  et  e  ad  lertiam  classem  pertinent.  Scilicet  ex  definitione 
supra  Stabilita  colligitur  ad  seriem  horizontalem  s  ab  alia  Si  transitum  dari,  si 
in  s  Sit  terminus  subnotatus  non  stellatus  atque  in  eadem  verticali  terminus 
stellatus  ad  seriem  horizontalem  s,  pertinens.  Quum  series  a,  d,  g  ad  primam, 
series  b,  c,  e,  f,  i,  k  ad  terliam  classem  pertineant,  reslat  series  h,  quae  se- 
cundam  classem  conslituit.  Jam  in  quaque  serie  verticali,  in  qua  inest  maximum 
stellatum  ad  seriein  primae  aul  secundae  classis  pertinens,  sumatur  lerminus 
serierum  terliae  classis  proxime  minor,   atque    infra  seriem  verticalem  notetur 
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utriusque  termini  differentia.     Ouariim  differentiarum 

53-34  =  19,  61-34  =  27,  37-29  =  8,  83-64  =  19,  91-83  =  8, 
91-32  =  59,  34-30  =  4,  99-90=9 

sumatur  minima  4;  serics  tertiae  classis  omncs  (|uantitate  4  augendo  deducitiir 
proximum  quadralum  C.     Quod  ((uadratiiin  per  syiiibohim 

C.       [a,  6+  6,  c+  1 7,  d,  e+  1 5,  /•+ 13,  g,  h,  i  +  6,  ^  +  8) 
denotarl  polest. 
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In  qiiadrato  C.  videmus  scpicm  maxima  transversalia  reperiri,  noviiin- 
quc  in  serie  f  accessisse  ferrninum  slolialuin;  ipsa  /'  ad  classem  secundam 
a  tertia  transit.  Subscribo  quanfilates,  quibiis  in  (|uadrato  C.  termini  stellati 
serierum  primae  et  secundae  classis  lerminos  proxime  minores  ad  terliam 
classem  et  eandcm  vcrlicaiem  pertineutes  superanl.  ()»f>''""i  quanlitatum  quum 
minima  sit  4,  series  classis  III.  omnes  eodem  numero  4  augendo  formo 
quadratum 

D.       («,6  +  10,  c  +  2\,d,  e+  19,  /■+  13,  y,  h,  /+  10,  Ä  +  12) 
in  quo  jam  oclo  maxima  transversalia  insunt. 
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Dispositio  asteriscorum  seciindmn  regulas  tradilas  in  novo  quadrato  D. 
paullo  mufari  debet,  quo  facto  series  «,  h,  h  inveniuntur  e  classe  I,  III,  II 
ad  classem  II,  II,  III  Iransmigrasse.  Termini  stellati  classis  I  et  II  terminos 
classis    III   atque    earundeiii    vertiealium    proxime    minores    superant    nuraeris 
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13,  19,  10,  63,  57,   1,   1;  (|uoriiin  niininio   1  oiiines  chissis  III  series  augendo 
dediico  quadralum 

E.       {a,b  +  iO,c  +  22,d,e  +  20.f+i3,gJi  +  i,i+ii,k+iS) 
in  quo  idem  est  niaxinionim  transversaliiim   numerus. 

Quadrati  E.  habitiis  a  qiiadrali  Ü.  Iiabilii  non  differt  nisi  quod  siraiil 
tres  classis  II  series  a,  b,  f  ad  classeni  111  transierunt.  Scilicel  /'  et  a  ad 
classem  III  transeunt,  quia  earum  lerminis  stellatis  34  et  99  aecpiales  evadiint 
serierum  i  et  c  termini  in  iisdern  verticalibus  positi;  dcinde  h  et  ipsa  ad 
classem  III  Iransit,  qimm  ejus  lerniino  sleliato  91  aequalis  evadat  lerminus 
ejusdem  verticalis  in  serie  a,  quae  jam  ad  classeni  III  Iransmigravit.  De 
quadralo  E.  per  regulas  tradilas  deducitur  quadralum 

F.       («  +  9,  6+19,  c  +  31,  d,  e+29,f+22,g,  k  +  iO,i  +  20,  k  +  22) 
in  quo  novem  maxima  transversalia  insunl. 
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E  quadralo  F.  deducitur  quadralum 

G.      (a  4- 1 0,  6  +  20,  c-  +  32,  d,  e  +  30,  /■+  23,  ^.  /« -}- 1 0, « +  2 1 ,  ä  +  23) 
in   quo    et  ipso   novem   maxima    transversiilia  insunl;    e    G.    tandem    provenit 
quadralum  quaesitum 

H.       (a+ll,6  +  21,c  +  33,^/,e+31,/'-|  24,^,Ä+ll,i  +  22,  Ä  +  24) 
in   quo    decem   maxima   transversalia    deprehenduntur,    qui    est    ipse    serierum 
horizontalium  aul  verlicalium  numerus. 
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Quadrat!  //.*)  repraesenlalio  symbolica  docet,  esse 
11,  21,  33,  0,  31,  24,  0,  11,  22,  24 

minimos  numeros  quadrali  proposili  A.  seriehus  addciidos,  ul  aliud  nascalur 
quadratum,  in  quo  termini  in  diversis  seriebus  verlicalibus  inaximi  omnes  ad 
diversas  series  horizontales  pertineant,  neque  ullum  ejusinodi  quadralum  ex  A. 
deduci  posse  vel  uni  serierum  horizontalium  numerum  minorem  addendo  quam 
assignalum. 

Si  numerus  quantitatum,  e  quibus  quadrata  conflantur,  permagnus  est, 
non  difficile  erit  artilicia  comminisci,  quibus  numerorum  scribendi  laedium 
evitetur,  quippe  e  quorum  magna  mole  pauci  tantum  ad  quodque  novum  quadra- 
tum formandum  poscantur. 


§.  2. 

Regula  exponitnr   ad    inveniendos   numeros    minimos   /, ,  l.^,  ...  l„,,   dato   quocun(iue 

eorum  numerorum  systemate,  aut  datis  tantum  scheraatis  quadratici  terminis,  qui  post 

numerorum  l^,  l,^,  . . .  Im  additionem  m  maxima  transversalia  praebeut.    Exempluni 

regulae  adjicitur. 

Sint  rursus  /,  quantitates  posilivae  seu  evanescentes,  positoque 
quadratum 

Pl,l-,      Pl,2,       .    .    .      Pi,„, 

/'-Ml        P2,.>,         .     •     .        P2,m 
P„..l,       P,n,7^        ■     ■     ■       P,„,^  _ 

ita  comparatum  sit,  ut  termini  in  diversis  ejus  seriebus  verlicalibus  niaximi 
omnes  ad  diversas  quoquo  series  horizontales  pertineant ,  sive  ut  in  eo  unum 
plurave  maximonnn  transversalium  systeniata  complela  '""*)  assignari  possinl. 
Quorum  unum  quodcunqne  astcriscis  distinguendo ,  roliqua  vero  singularum 
verticalium    maxima    iis   aequalia   lineolis    subnotando,    habetur    hoc    criterium 


*)    signorura  S,,  S^  etc.  in  tabula  quadrati  H.  adhibitorum  explicatio  in  sequenti 
paragraplio  praestabitur. 

**)    i.  e.  ex  m  terminis  composita. 

Jacobi,    Dynamik.  71 
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cerlum  quo  cog'nosci  potest,  sitne  ejiismodi  quadralum  e  dato  A.  quod  quantita- 
libus  «,,,  formatur,  per  minmas  quantitates  positivas  seu  evanescentes  /, 
seriebus  horizontalibus  addilas  derivatum  Siinianfur  enim  series  horizon- 
tales pro  quibus  1,-0  seu  quae  omnino  eaedem  sunt  atque  in  quadrato  pro- 
posito  A.  Quas  series,  quarum  certe  una  exslare  debet,  per  S,  designabo. 
In  seriebus  Sj  sumantur  termini  subnolati  atque  in  horum  verlicalibus  termini 
Stellati.  quoruni  series  horizontales,  quae  non  jara  forte  ad  ipsas  S,  pertinent, 
designo  per  S,.  Rursus  in  seriebus  verlicalibus,  ad  quas  serieruin  S.  termini 
subnotafi  pertinent,  sumantur  termini  slellati,  quorum  series  horizontales  a  Si 
et  S.  diversas  per  S^  denoto.  Si  ea  ratione  pergendo  series  horizontales 
omnes  exhmiriuntnr,  quadralum  e  quantitatibus  p,,  formatum  de  quadrato  pro- 
posito  e  quantitatibus  a,„  formato  per  minimas  quantitates  positivas  seu 
evanescentes  /,  seriebus  ejus  horizontalibus  additas  deductum  est.  Ita  in 
exemplo  nostro  omnes  series  horizontales  ad  systemata  Sj.  S,.  etc.  successive 
inventa  sequenti  modo  referuntur: 


s, 

'% 

'% 

s. 

'% 

''e 

d 

b 

a 

f 

c 

e 

y 

h 

i 

h 

Unde  certo  concludi  potest  in  exemplo  nostro  ad  eruendam  problematis  pro- 
positi  solutionem  quantitates  seriebus  horizontalibus  addendas  quam  minimas 
adhibitas  esse. 

lisdem  principiis ,  quibus  erutum  est  criterium,  sitne  problema  modo 
simplicissimo  sive  per  quantitates  quam  uiinimas  /,  solutum,  etiam  nititur 
methodus,  qua  solutio  simplicissima  de  solutione  quacunque  deduci  potest. 
Statuendo 


«i,x  +  Ai 


9',. 


ubi  quantitates  h,  sint  positivae  aut  evanescentes,  formatoque  quadrato  e  quan- 
titatibus q,^  ad  instar  quadrali  A.  e  quanlilalibus  «,,  formati,  ponamus  in 
seriebus  ejus  verticalibus  diversis  assignari  posse  maxima,  quae  omnia  in 
diversis  quoque  seriebus  horizontalibus  posita  sint.  Ejusmodi  maximorum 
transversalium  systema  completum  quodcunque  asteriscis  noto.  Quantilatum 
h,  minima,  quam  h  vocabo,  de  omnibus  q^,,  detracta  prodit  quadratum, 
cujus   series    horizontales   una  pluresve  immutatae  i.  e.  eaedem  sunt  atque  in 


—    563    — 

quadrato  A.,  quas  series  rursiis  per  S,  denoto.  Deinde  lerniiriis  praeter  ipsos 
stellalos  in  suis  ipsorum  verlicalibus  iiiaximis  lincola  suhnolalis,  le^e  siipra 
exposila  de  seriebus  S,  successive  serieruiu  liorizoiitalium  systeniala  dediican- 
tur  So,  Sj,  ...  Sa-  Quae  si  omnes  series  horizontales  amplecliintur,  solutio 
simplicissima  inventa  est,  si  vero  relinquuntur  series  horizontales,  in  quibus 
nullus  datur  terminus  stellatus,  qui  cum  aliquo  terniino  subnotato  serierum 
Si,  St,  ...  S^,  in  eadeni  verticali  positus  sif.  de  omnil)us  illis  seriebus 
horizontalihus  detraho  eandem  quantilatem  niininiam  h'  talern,  ul  aut  eanini 
terminus  aliquis  stellatus  termino  alicui  ejusdem  verlicalis  ad  unam  serierum 
Si,  Si ,  .  .  .  S„  pertinenti  aequalis  evadat,  aut  earum  nna  in  seriem  quadrati 
A.  correspondentem  redeat.  Quare  serierum  horizontalium  ad  complexus  Sj, 
Si  etc.  pertinentium  numerus  major  faclus  eiit  atque  in  quadrato  e  quantita- 
tibus  q,„  —  h  formato.  Eadem  procedendi  ralione  si  opus  est  conlinuata, 
pauciores  paucioresque  series  horizontales  relinquentnr  e  complexibus  S, ,  Sj  etc. 
exclusae,  donec  perveniatur  ad  quadratum.  in  quo  serierum  Si,  S,  etc.  syste- 
niala onmes  series  horizontales  amplectunlur. 

Si  quantilatibus  quibuscunque  Ä, ,  Zt.,  .  .  .  k„,  ad  series  quadrati  A.  hori- 
zontales additis  deducitur  quadratum  m  niaximis  transversalibus  gaudens, 
summa  terminorum,  qui  eadem  loca  in  quadrato  A.  atque  illa  maxima  Irans- 
versalia  in  quadrato  derivato  occupant,  inter  omnia  quadrati  A.  aggregata  m 
terminorum  transversalium  valore  maximo  gaudet.  Unde  problema  inae- 
qualilatum 

dati  quadrati  A.  e  m'  tersninis  formati  invenire  m  terminos  transver- 
"   '■        sales  summa  maxima  gaudentes 

tot  habebit  solutiones  quot  in  quadrato  derivato  assignari  possunt  maximorum 
transversalium  systemala.  Quae  systemala  omnia  inveniunlur,  si  quadrati 
derivati  terminos  tantum  conservamus  in  suis  verticalibus  maxinios,  reliquos 
omnes  nuHUati  aequiparamus,  eorunique  deinde  terminorum  formanius  Deter- 
minans.  (Juippo  cujus  Doterminantis  tormini  singuli  singulas  problematis  solu- 
tiones suppeditant.  Vice  versa  demonstrari  potest,  quam(|ue  problematis  in- 
aequalitalum  antecedentis  Solutionen!  suppeditare  quadrati  derivati  systema 
maximorum  transversalium. 

In  exemplo  noslro  e  quadrati  //.  terminis  subnolatis  formandum  erit 
Determinaiis,  roliquis  quadrati  //.  terminis  nullilali  aequiparatis.  Quod  üeter- 
minans  successive  revocari  potest  ad  Delorminaiitia  simpliciora  formala  e  quan- 
titatibus  quadralorum 
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Designemus  enim  quadrati  terminos  per  serierum  horizontalium  et  verticalium, 
ad  quas  pertinent,  indicationem,  quarum  illas  elementis  a,  b,  c  etc.,  has  ele- 
mentis  a,  /i,  ;'  etc.  notavi.  In  quadrato  H.  termini  {d,  y),  {g,  rf)  sunt  in  suis 
verticalibus  unici  subnotati,  termini  (/",  <9^),  [g,'^])-,  {k,  e)  in  suis  seriebus 
horizontalibus  unici  subnotati.  Unde  Determinantis  formandi  termini  omnes 
habere  debent  factorera  communem 

id,y)ih,e){g,r]){f,&). 

Quo  factore  reiecto  remanet  Determinans  e  quantitatibus  quadrati  /.,  quod 
seriebus  horizontalibus  d,  f,  g,  h,  verticalibus  /,  f,  ?]  &  reiectis  e  quadrato 
H.  nascitur.  In  eo  quadrato  terminus  {b,  ß)  in  sua  verticali  unicus  est  non 
evanescens,  quo  et  ipso  ut  factore  communi  separate,  quaerendum  manet 
Determinans  quantitatum  quadrati  //.  In  quo  quadrato  rursus  termino  {a,  ^), 
in  sua  verticali  unico,  ut  factore  communi  separato,  formandum  manet  quan- 
titatum ///.  Determinans 

(c,  tt)  {e,  d)  {k,  i)  {i,  y.)  +  (i,  «)  {k,  J)  {e,  i)  {c,  x) 

-  {c,  a)  {k,  J) (e,  i)  [i,  x)  -  {i,  a)  [e,  d) {k,  i) (c,  x) 

=  {{c,  ^)ii,  ■^)-{i,  «)(c,  yMe,  3){k,  ,)-{k,  J)  (e,  i)}. 

Quod  quum  quatuor  terminis  constef,  in  quadrato  proposilo  A.  quatuor  haben- 
tur  systemata  maximorum  transversalium  summa  maxima  gaudentium,  videlicet 


•:»  ' 


\ 


„n 


—    565    — 

{b,ß)  +  {d,y)  +  {h,^)  +  {a,^)^{g,ri)Mr,»)  + 
1)  {c,a)  +  {e,d)  +  {k,i)-^{i,x) 
.     aut  2)  (c,«)  +  (Ä,J)  +  (e, /)  +  («,;;) 

am  3)  {i,  a)  +  {k,  ,y)  +  {e,  i)  +  ic,y.)  jf 

aut  4)  ii,a)  +  {ej)+{k,  /)  +  (c,z). 

Oui  in  exemplo  nostro  numeris  expressi  sunt 

32  +  61  +  73+91+91  +  21  =369 

+  1)  14+18+19  +  88  =139 

aut  2)  14  +  25  +  12+88  =139 

aut  3)  25  +  25  +  12  +  77  =139 

aut  4)  25  +  18+19  +  77  =139, 

unde  lerminorum  transversalium  aggregatum  maximum  fit  508. 

Vice  versa,  si  undecunque  cognoscunlur  quadrati  proposili  A.  termini 
transversales  summa  maxima  gaudentes,  sequenli  ratione  e  quadralo  proposito 
A.  per  quantilales  minimas  /,  seriebus  horizontalibus  addendas  derivatur  quadra- 
tum,  in  quo  diversarum  verticalium  maxima  omnia  in  diversis  quoque  seriebus 
horizontalibus  jacent. 

Datos  scilicet  terminos  transversales  summa  maxima  gaudentes  asteris- 
cis  noto  et  seriebus  horizontalibus  tales  quantilales  addo,  ut  termini  earum 
Stellali  maximis  in  ipsorura  seriebus  verticalibus  aequentur.  Quamque  seriem 
auctam  reliquis  seriebus  subscribo  eamque  in  reliquarum  serierum  et  ante- 
cedenlium  et  sequenlium  examine  adhibeo.  Qua  in  re  series  horizontales 
elementis  a,  b  etc.  denotatas  iisdem  elementis  post  augraenta  capta  designo, 
atque  terminis  stellalis  post  augmenta  capta  asteriscos  conservo.  Proce- 
dendi  rationem  exemplo  nostro  sequens  schema  illustrabil.  Dali  supponantur 
termini  transversales  summa  maxima  gaudentes 

(o,  L'),  (6,  ß\  {c,  «),  {d,  y),  {e,  J),  {f,  9),  [g,  r,\  {h,  f ),  {i,  z),  {k,  0 
91    32    14    61    18    21    91    73   88    19 
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In  verticali  ^  terminus  stellatus  ipse  est  niaxinius,  unde  ab  initio  cerle 
series  horizonlalis  a  non  mutatiir;  in  verticali  ß  est  maximus  53,  unde  hori- 
zontalis  h  numero  21  augenda  auctaque  subscribenda  est,  quo  linea  11.  for- 
malur.  Jani  ad  primum  lerniinum  regressi,  in  serie  t  invenirnus  maxiraum  102 
unde  a  numero  11  augenda  est,  quod  lineam  12.  suppeditat.  Ad  terminuin 
{c,a)  progredientes,  in  a  invenirnus  niaximum  46  in  linea  11.  posituin,  unde  c 
numero  32  augenda  est,  quod  lineam  13.  suppeditat.  Eadem  ratione  series 
d  ^\.  g  immutatas  relinquo,  series  e,  f,  h,  i  numeris  30,  24,  11,  22  augeo, 
quod  lineas  14.,  15.,   16.,  17.  suppeditat.     Jam  quum  in  linea  17.  inveniatur 
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verlicalis  n  lerminus  47,  ejiistlom  verlicalis  lermino  siellalo  46  in  linea  13. 
posilo  major,  lineae  13.  addo  1,  iinde  linea  18.  fornialur.  In  17.  el  18.  est 
verlicalis  «5'  terminus  49  ejusdem  verlicalis  termino' stellalo  in  !4.  posilo  major, 
unde  lineam  14.  et  ipsani  unilale  auaeo,  quod  lineam  19.  siippedilal.  Denique 
ad  lerminum  (&,<)=  19  procedo  el  quum  verlicalis  /  sit  maximum  43  in  19. 
posilum,  seriei  k  addendo  24  formo  lineam  20.  Quo  facto  jani  neg-otium 
transactum  erit.     Inventae  enitn  suni  series 

n,      b,      c,     d,     e,       /",     y,     h,       i,       k 
lineas  12..   11.,  18.,  4.,   19.,  15.,  7.,  16,  17.,  20. 
formantes,   quarum    stellali  lerniini  in  ipsorum  verlicalibus  maximi  sunt,   quod 
requirebatnr.     ^uas  series  videmus  consliluere  quadralnm  H.  supra  aiia  melliodo 
invenliim. 

Antecedenliuni  ope  novam  nanciscitnur  solulionem  problemalis  supra  pro- 
posili,  si  innotuerint  quantilales  m  quaecunque,  quae  seriebus  qiiadrali  A.  hori- 
zonlalibus  additae  hoc  quadralnm  in  aliud  Iransfornient,  cujus  lermini  in  diversis 
verlicalibus  maximi  omnes  ad  diversas  series  horizontales  pertineanf,  invenire 
illarum  m  quanlilaliim  valores  minimos  posilivos  seu  evanescentes.  Nam  quum 
secundum  suppositionem  faclain  aliquod  innolescal  quadralnm  ex  A.  derivatum 
m  maximis  Iransversalibus  gaudens,  eliam  in  A.  innotescunt  m  lermini  transver- 
sales summa  maxinia  gaudenles.  (Juibus  cognilis,  secundum  regulam  anteceden- 
tibus  tradilam  facile  per  quantilales  minimas  posilivas  addendas  ex  A.  derivatur 
quadralnm  m  maximis  Iransversalibus  gaudens.  Simul  palet,  quomodo  uno  cognilo 
syslemate  terminorum  quadrali  A.  Iransversalium  summa  maxima  gaudentium 
reliqua  oninia  syslemata  facile  invenianfur.  Nam  uno  illo  syslemate  cognilo  facile 
vidimus  ex  A.  derivari quadralnm  syslemate»«  maximorum  Iransversalium  gaudens; 
in  quo  si  singularum  verlicalium  sola  maxima  conscrvantur,  reliquis  terminis  nihilo 
aequiparalis,  Determinanlis  e  quadrali  quanlilatibus  formali  singuli  lermini  non 
evanescentes  suggerunl  singula  maximorum  Iransversalium  syslemata  ideoque  sin- 
gula  syslemata  terminorum  quadrali  A.  Iransversalium  summa  maxima  gaudentium; 
utrorumque  enini  systemalum  lermini  in  duobus  quadralis  eadem  loca  occupant. 

§•  3. 

Solutio  problematis  de  schemate  quadratico  m'  quantitatiim  ad  systema  m  aequationum 

ditferentialium  applicatur.    Forma  aut  i'ormae  normales,  ad  quas  systcaia  proposituni  per 

reductionem  brevissimam  revocari  possit.    Aliae  reductiones  in  tbrniam  normalem. 

Aequationes  diffcrenllales  propositae 

?/,  =  0,     M,  =  0,     ...     M™  =  0 
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ut  per  hrevissimam  reduclioneni  ad  alias  forma  normali  gaudentes  re- 
vocenlur,  /,,  4,  ...  /„,  vicibus  difTerentiandae  sunt.  Numeri  /j,  k  etc.  ipsi 
sunt,  quorum  in  anfecedenfibus  tradidi  inventionem.  Qui  quum  omnino  deter- 
minali  siiit,  eliam  systema  aequationum  auxiliarium  ad  reductionem  brevissimam 
requisilum,  quod  illis  differenlialionibus  nascitur,  omnino  determinatura  erit. 
At  plerumque  variae  sunt  forniae  normales,  ad  quas  aequaliones  diiTerentiales 
propositae  illius  aequationum  auxiliarium  systematis  ope  revocari  possunt.  Sit 
enim  rursus  Oi,,  ordo  differentialis  variabilis  Xy  altissimi,  quod  in  aequatione 
j/_  =  0  reperitur,  afque  rursus  quantilates  a,„  in  forniam  quadrati  A.  dispo- 
nantur,  cujus  «"""  seriera  horizontalem  constituuni  termini  «,,,  «.,,  .  .  .  a,_„„ 
■/'""  verticalem  lermini  a,,;,,  a^,^^  .  .  .  a,„,y.  Sumalur  in  quadrato  A.  aliquod 
systema  terminorum  transversalium  summa  maxima  gaudentium 

a     i ,     a     Ol     •   •  •     « 

a,  ,1  ^         a^,2^  a,„,m 

aequationes  diiTerentiales  propositae  per  brevissimam  reductionem  ad  has 
revocari  possunt  forma  normali  gaudentes 

ubi  diversarum  variabilium  differentialia  ad  laevam  posita  sunt  altissima,  quae 
in  syslemate  reducto  reperiunlur,  a  quibus  functiones  ad  dextram  positae 
Xi,  Xi  etc.  prorsus  vacuae  supponantur.  Alque  habebuntur  tot  ejusmodi 
systemala  inier  se  diversa  aequationum  dilTerentialium,  ad  quas  aequationes 
diiTerentiales  propositae  per  brevissimam  reductionem  revocari  possint,  quot 
in  quadrato  A.  habentur  syslemata  terminorum  transversalium  summa  maxima 
iraudenlium.  Conditis  aequalionibus  auxiliaribus  ad  brevissimam  reductionem 
adhibendis,  ponamus  variabilis  j\  differentiale  altissimum  sive  in  aequalionibus 
propositis  ?/,  =  0,  ?i,,  =  0  etc.  sive  in  aequalionibus  auxiliaribus  ex  bis  per 
iteratas  differentiationes  derivatis  reperiri;  in  iis  locis  quadrati,  quae  ad  x""" 
Serien)  verticalem  alque  ad  V""\  ?,"""  etc.  seriem  horizontalem  pertinent,  colloco 
unitalem  sive  aliam  quanlitalem  non  evanescentem,  in  reliquis  autem  ;?""■  verti- 
caüs  loculis  colloco  nullilalcni.  Quo  facio  pro  singulis  variabilibus  .r^  termi- 
norum quadrati  forrao  Determinans.  Cujus  terminus  non  evanescens  si  conflatur  e 
quanlilalibus  primae,  secundae  etc.  »«'■"  verticalis,  ad  «i""",  Co'"'"  etc.  fy.^"'" 
seriem  horizontalem  pertinentis,  dabilur  forma  normalis,  in  qua  variabilium 
.rj,  0-2,  ...  ;t-,„  altissima  differentialia  respective  eadem  sunt  alque  in  aequa- 
lionibus propositis 

u     =0,     «     =0,     ...     u     =  0. 
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(Jiiuni  ad  alios  Determinarilis  Icrminos  aliiis  perfineal  indicum  «,,  «j,  .  ..  «,„ 
ordo,  ea  ratione  e  Determiiiäntis  loriiiinis  iioii  evanescentibus  singulis  singulae 
prodeunl  forinae  iionnales,  ad  quas  aoqualiones  dillerenliales  proposilao  per 
hrevissimaiii   reduclioiiciii   rcvocari  possunt. 

Vidiimis  inellioduiii,  qua  per  quaiililales  miniiiias  posilivas  seriehus  liori- 
/ontalihus  addeiidas  ex  A.  deducaliir  (|iia(lraluiii ,  in  quo  verlicaliuiu  maxima 
omuia  in  diversis  seriebus  horizontalibus  rcperianUir,  magis  expeditam  reddi 
posse,  si  undecunque  cognoscerelur  quadrati  A.  systema  m  terniinoruni  Iraiis- 
versalium  summa  maxima  gaudenlium.  Ilac  melbodo  cxpediliorc  invonilur  quot 
vicibus  iteralis  in  reductione  brevissiina  singulae  aequaliones  propositae  ad 
forniandas  aequationes  auxiliares  dillerentiandae  sinl,  quoties  undecunque  datur 
forma  aliqua  normalis,  ad  quam  aequaliones  dillerenliales  proposilae  tali  re- 
ductione revocantur.  Quae  forma  normalis  innolescit,  si  aequaliones  differen- 
tiales  proposilae  ila  comparalae  suul,  ut  in  aliis  aliarum  variabilium  diiferenlialia 
ad  allissimum  ordinem  ascendanl.  Tum  eniin  illa  diversarum  variabilium  dii- 
ferenlialia in  diversis  aequationibus  proposilis  allissima  ipsa  aitissima  ernni  in 
forma  normali,  ad  quam  aequiiliones  dilfereniiales  proposilae  brevissima  re- 
duclione  rcvocari  possunl.  Namque  illorum  diilerenliaiium  ordines  in  quadralo 
A.  consliluunt  m  terminorum  transversalium  systema. 

Ul  hujus  paragraphi  disquisiliones  exemplo  illustrenlur,  ponamus  dari 
decem  aequaliones  dilfereniiales  «i  ==  0,  it..  =  0,  ...  »^m  =  0  inier  variabilem  iii- 
dependentem  /  et  decem  dependenles  .x",,  Xn^  ...  Xi,,,  atque  numeros  qua- 
draü  A.  p.  555  proposili  indicare  ordines  allissimos,  ad  quos  singularum 
variabilium  dependentium  dill'erenlialia  in  diversis  aequationibus  ascendanU  ila 
ul  ex.  gr.  aitissima  variabilium  j;,,  .1%,  .  .  .  Xu,  dillerenlialia  in  aequalione 
M,  =  0  occurrenlia  sinl 

(U)  (23)  (I)  (5>  (73)  (91)  (111)  (3+)  (5)  (M) 

Ouuin   ullimnm    quadratum  H.   (;x    [)ropüsilo  A.   deduclum   sil  addcndo  seriebii.s 

horizontalibus  numeros 

11,  21,  :W,  0,  31,  21,  0.   11.  22,  24, 

reduclio  brevissima  perlicilur  per  aequaliones  auxiliares  formalas  dill'erenliando 

aequaliones  proposilas 

Mi=0,  «2=0,  Mj=0,  «4=0,  «5=0,  M,^=0,  «7=0,  ««=0,  «9=0,  M,„=0 
II.      21,      33,  31,     24,  11,      22,      24 

vicibus  iteralis,  aequationibus  duabus  u^  =  0,  W;  =  0  omnino  non  ad  formandas 

aequationes     auxiliares     advocatis.       Earumque     aeqnalionum    auxiliarium    ope 

Jiicobi,    Dynamik.  <* 
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propositae  per  solas  eliminationes  ad  qiiatuor  diversas  fornias  normales  revocari 
possunt.  In  quibus  omnibus  inter  altissinia  diversarum  variabilium  dilFeren- 
tialia,  quae  per  inferiora  ipsasque  variabiles  exprimenda  sunt,  secunduin  ea 
quae  siipra  tradidi  inveniunlur 


™(32)           ™(61) 
**'2       ?          '^■i 

«(731 
1         -t-ö 

j.(91) 

^.(91) 

,,.(31). 

porro  in  forma  normali 

prima: 

j;(l*) 

Xu     , 

,.(19) 
•''9       1 

.,.(*) 

secunda: 

^.(25) 

4''\ 
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Xi      , 

«(25) 
•t-4        1 

4'% 

quarta : 

Xi      , 

•''4       1 

«(19) 
•*'9       t 

.r„i  . 

Unde  decem  illarum  aequationum  dillerentialium  proposilarum  inlegratio  com- 
plela  508  Conslanlibus  Arbitrariis  afficitur,  qiii  numerus  est  summa  ordinum, 
ad  quos  allissima  diversarum  variabilium  dill'ereutialia  in  formis  normalibus 
ascendunt.  Allissima  illa  formarum  normalium  diirerenlialia  oninia  in  ipsis 
aequationibus  diil'erenlialibus  propositis  reperiunlur  neque  vero  in  bis  altissima 

(W)  (9J)  (91) 

sunt  praeter  .T3    .  ic„    ,  x-,    . 

Consideremus  reductionem  quamcun(iue  atque  e  tolo  aequationum  dilFeren- 
tialium  propositarum  et  auxiliarium  numero  eligamus  tu,  quae  ex  singulis  aequa- 
tionibus propositis  per  altissimam  ditTerentiationem  derivatae  sint,  inter  quas 
nonnullae  ex  propositarum  numero  esse  possunt,  si  quae  earum  ad  aequationes 
auxiliares  per  differenliationes  formandas  omnino  non  in  usum  vocatae  sunt. 
In  quaque  earum  m  aequationum  coUigamus  altissimorum  singularum  variabilium 
difFerenlialium  ordines  eosque  more  cousueto  in  quadratum  disponamus:  in  ejus- 
modi  quadrato  necessario  maxima  diversarum  serierum  verticalium  omnia  in 
diversis  quoque  seriebus  borizontalibus  versantur.  Ex  praeceptis  autem  supra 
Iradilis  de  ejusmodi  cjuadrato  redire  licet  in  aliud  de  proposito  A.  per  minimos 
numeros  positivus  /'''  deduclum.  Unde  colllgitur,  de  aequationum  differentialium 
proposilarum  rednclione  in  formam  normalem  quacimqne  deduci  posse  bre- 
vissimam. 

§.  4. 

Reductio  systematis  propositi  ad  unicam  aequationem  differentialem.     Regula  ad 

reductionem  inveniendam  datur  et  exemplo  illustratur.     Forma  elegans  qua 

regulam  enuntiare  liceat. 

Aequationum  dillerentialium  systema  in  genere  ad  unicam  aequationem 
differentialem  inter  duas  variabiles  revocari  potest.  Sint  duae  illae  variabiles 
independens  t  et   dependens    a\;   uni  Uli    aequationi  dilferentiali  inter  t   et   Xi 
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intercedenli  jungi  debenl  aliae  aeqiiationes  (piibus  reliquae  variahilos  dependentes 
a*>,  x^  etc.  ipsae  per  /,  ;r,  atquo  variahilis  .;•,  dillcronlialia  oxprimaiiliir,  qiiae 
differentialia  iion  ascendiint  ad  ordiiiein  accpialioiiis  dillcronlialis  iiiliM-  /  et  j-, 
lociini  habonlis.  Ejusiiiodi  i'ornia  iiorinalis  (pnini  prae  ccicris  ali  Aiialyslis  con- 
siderari  soleat,  iiidicabo  quol  vicibus  ileralis  siii<>iilae  aeqiialiones  dillerenliales 
propositae  u,  =  0,  ?i2  =  0  etc.  diflerenliandao  siiil,  iit  aoqualionos  difFerenliales 
ad  reductioneni  illani  neccssariae  nascantiir. 

Aeqnalioiies  diilerentiales  propositas  «,  =  0,  «f.,  =  0,  .  .  .  «„,  =  0  po- 
nanius  /,./,....  /,„  vicibus  diflereiitiandas  esse,  ul  aeqiialiones  auxiliares 
ad  reductioneni  brevissiniam  requisilae  prodeanl.  ^ui  nunieri  /, ,  /,,  etc. 
quomodo  inveniantur,  supra  praecepi.  Quadrati  A.  seriebus  borizontalibus 
addendo  nunieros  /,.  /,,  .  .  .  /„,  alteruni  formo  quadratum  Ä.  in  eoque 
aliquod  maxinioruni  Iransversalium  systenia  conipletuni  asteriscis  distinguo, 
reliqua  diversarum  verlicalium  niaxima  lineolis  subnoto.  Si  variabiles  omnes 
praeter  independenteni  f  et  dependenteni  x^  eliniinandae  sunt,  in  >r"  verticali 
quaero  tenninuni  slellaluni,  (pii  sil  in  V"  serie  horizonlali;  in  i'"  serie  bori- 
zontali  quaero  terniinos  subnotalos,  in  eorum  verticalibus  singulis  singulos  tcr- 
niinos  stellalos,  in  horuni  seriebus  borizontalibus  rursus  terniinos  subnotatos, 
in  eoruin  verticalibus  rursus  terniinos  stellatos  et  ita  porro.  Qua  in  re  ad 
terniinos  siellalos  jani  notatos  aniplius  recurrere  non  opus  est.  Continualo 
negotio  quantuin  fieri  polest,  omnes  series  horizontales  ad  quas  ea  procedendi 
ratione  pcrvenilnr  i"\  a  qua  auspicati  sunius,  dicani  a//>/e.va.s.  Quas  series 
una  cum  ipsa  V''  omnes  minima  quantilale  augeo  tali  ul  earuni  lerminus  aliquis 
neque  stellatus  neque  subnotatus  aequalis  evadal  termino  suae  verlicalis  slellato. 
Cujus  termini  serie  horizonlali  accedenle  ad  series  i'''"  annexas,  rursus  /""' 
seriem  eique  annexas,  quarum  jam  auctus  est  numerus,  quantilale  minima  augeo 
tali  ut  earum  terminus  aliquis  neque  stellatus  neque  subnotatus  aequalis  evadal 
termino  suae  verlicalis  slellato,  quo  facto  serierum  /'""  annexarum  numerus 
rursus  augebitnr:  et  sie  barum  serierum  numerum  magis  magisque  augeo,  doiiec 
perveniatur  ad  quadratum  A".  cujus  omnes  series  horizontales  «"'"  annexae  sunt. 
Jam  ex  yi".  quadralum  .1'".  deduco  augendo  series  horizontales  eadem  quantilale 
tali  ut  lerminus  ad  /"""  seriem  horizontalem,  ^'""  verticalem  pertinens  fiat 
aequalis  smnmae  maximac  quam  systenia  m  termmorum  IransversaUmn  quadrati 
A.  hiduere  polest.  Nunieri  qiiibus  quadrati  A.  series  horizontales  augendae 
sunt,  ul  quadratum  A'".  elTicialur.  indicanl.  quot  vicibus  siiigiilae  aeqiialiones  dif- 
ferentialcs   propositae    dilFerenliandae   sini   ad   aequationes   eruendas   auxiliares 

72*^ 
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necessarias,  ut  per  solas  elirninaüones  nascanlur  aeqiialio  differentialis  inter  solas 
variabiles  /  et  x^  aliaeque  aeqiialiones  quibiis  reliquae  variabiles  ipsae  per  t, 
x\  et  variabilis  x^  difFerenlialia  expriinantur.  — 

Ouadratiim  A'.  est  idem  quod  supra  in  exemplo  nostro  per  H.  designavi. 
Ponamus;^'""  verticalem  esse  seriem  'Q  cujus  terminus  stellatus  102  ad  seriem  hori- 
zonlaleni  u  perlinet,  in  qua  insunt  termini  subnolali  84,  45,  110,  ad  verticales 
^,  '/,  y  pertinentes,  quarum  termini  stellati  ad  series  h,  f,  i  pertinent.  in  quibus 
habentur  termini  subnolati  47  et  49  ad  verticales  a  et  d'  pertinentes  (45  non 
adhibeo  quippe  cujus  verticalem  jam  in  usuni  vocavimus);  in  verticalibus 
n  et  (I  termini  Stellali  ad  series  c  et  k  pertinent,  in  qua  posteriore  habetur 
terminus  subnotatus  43  ad  verticalem  /  pertinens  cujus  terminus  stellalus  in 
e  jacet,  quae  series  unicum  subnolatum  49  conlinet  cujus  verticalis  jam  in 
usum  vocata  est.  Hinc  seriei  a  inventae  sunt  annexae  A,  /",  «,  c,  k,  e. 
Series  a,  h,  f,  i.  c,  k,  e  oiiines  miikite  äugende  seriebus  ipsi  a  annexis  ac- 
cedit  b,  nam  eo  incremento  seriei  e  vel  k  terminus  52  ad  verticalem  ß  per- 
tinens abit  in  53,  qui  numerus  aequatur  termino  verticalis  ß  stellato,  qui  ad 
horizontalem  b  pertinet.  Rursus  series  a,  h,  /',  i,  c,  k,  e,  b  augeo  numero  6, 
quo  facto  seriebus  ipsi  a  annexis  accedit  d;  tandem  series  omnes  praeter  g 
augeo  numero  37,  ut  ipsa  quoque  g  in  series  ipsi  a  annexas  redeat.  Unde 
quadratum  A" .  ex  Ä .  sive  //.  el'licilur,  seriebus 

a,  k,  f,  i,  c,  k,  e     addendo     44 

seriei  b  -  43 

-      d  -37 

Serie  g  immulata  manente.  Quum  sit  102+44  =  146,  508—146  =  362,  qua- 
drati  A".  series  horizontales  eodem  numero  362  augendae  sunt  ut  quadratum 
Ä".  eruatur.     Quadratum  Ä.  ut  supra  per  symbolum 

A'.       («,+  11,  6  +  21,  c  + 33,  d,  e+  31,  f+2i,  //,/«+  1 1,  i  +  22,  Ä  +  24) 
denolando,  pro  quadratis  A". ,  A'".  nanciscimur 

A':       («.  +  55,6  +  64,  c  +  77,  d  +  37,  e  +  75,  f+  68,  </,  h  +  55,  i  +  66,  k  +  68) 
A'".  Ca+417,6+426,P+439.rf+3i)9,e+437,/-+430,(/+3(i2,/«+417,»:+428,A-+430). 
Unde  in  exemplo  nostro,  ut  variabiles  praeter  f  et  x,,  omnes  ex  decem  aequa- 
tionibus    diH'erenlialibus   propositis    eliminenlur,    eae    ad    eruendas   aequationes 
auxiliares  requisitas  417,  426,   439,   399,   437,  '430,  362,  417,  428,  430 
vicibus  iteralis  diflerentiandae  sunt. 

Eadem  methodo  eruimus   quadrata     4". ,    in    quibus    series    horizontales 
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omnes   cuilibet  serierum  n,  h.  c,  ...  k   annexae  sunt,    addondo  qiiadrati  A'. 
Seriebus 

a,  fi,  f,  i,  c,  k,  e . .  .  +  U\h . .  .  +  43;  d.  ..  +  37;  </.  ..0: 

b,  a,  h,  f,  i,  c,  k,  e ...  +  44;  d ..  .-\-^7  :  fj ..  .0  : 

c,  kj,i,  e...  +  44-J).  a,  A...  +  43;  </.  ..  +  37;  jr-.O: 

d,  l>.  a,  c,  e,  f,  h.i.  k .  ..  +  44;  y  ..  .0: 

e,  /»■...  +  45 ;  h,  «,/«,/;?,  r ...  +  44  ;  r/ ...  +  38 ;  ^ ...  0 : 

/•. .  .  +  44;  i\  i,  k,  c. .  .  +  39;  /^  a,  A. . .  +  38;  f/.  ..  +  32;  f/. .  .0: 
</. . .  +  9;  A  . . .  +  8;  Ä%  (^. . .  +  7;  /;,  «,  /;  ?:,  c. .  +  6;  (/. .  .0  : 
Ä...  +  46;Ä',  P...  + 45; />,a, /■,/:,  c... +44  ;</... +  38;^...  0: 
i,  c,k,f,e... +44:  />,  o ,  // . . .  +  43 ;  rf . . .  +  37 ;  jr . . .  0 : 
Ä,  e. . .  +  45 ;  6,  a,  h,  f,  i,  c . . .  +  44;  d . . .  +  'dS;  g . .  .0. 


Tertlum  et  nonum,  quintum  et  decimum  quadratum  eadem  ratione  ex  A'.  prodire 
videmus.  Modus,  quo  quadrala  illa  A".  ex  ipso  proposito  A.  deducanlur,  se- 
quenlibus  schematis  indicalur: 


S. 


A". 


Xf, 

146 

X2 

97 

Xi 

91 

Xi 

105 

Xg 

88 

Xs 

89 

Xn 

100 

Xi 

130 

^1» 

154 

«, 

94 

Ä+55,  «+66,  Ä+68) 
A+55,  «+66,  k+6S) 
A+54,  «+66,  ^+68) 
A+55,«+66,  Ä-+68) 
Af55,  J+66,  A+69) 
Ä+49,«+61,Ä-+63) 


(«+55,  b+64,  c+77,  </+37,  «-+75.  /•+68,  g, 

(a+55,  6+65,  c+77,  (/+37,  e+75,  /•+68,  g, 

(«+54,  6+64,  c+77,  rf+37,  c+75,  /+68,  g, 

(«+55,  6+65,  c+77,  rf+44,  e+75,  f+6S,  g, 

(«+55,  6+65,  c+77,  rf+38,  e+76,  /•+68,  g, 

(«+49,  6+59,  c+72,  rf+32,  c+70,  /+68,  g, 

(«+17,  6+27,  c+39,  d,         e+38,  /•+30,  «/+9,  6+19,  ?+28,  Ä+31 ) 

(«+55,  6+65,  c+77,  rf+38,  e+76,  /+68.  g,       6+57,  ?+66,  k+Q9) 

(«+54,  6+64,  c+77 ,  rf+37,  c+75,  /•+68,  ^.       Ä+54,  i+66,  k+68) 

^«+55,  6+65,  c+77,  rf+38,  c+76,  /+68,  ^,       6+55,  i+66,  k+69} 


In    quadrati   J'.  sive   //.    seriebus    horizontalibus  prima,    secunda,    etc. 
decima  habenlur  termini  siellati 

102.  .-.3,  47.  (;i,         43,  4.'j,  91,  84,  110,  49 

perlinenles  ad  verlicalem 

sextain,  secundam,  primam,  tertiam,  nonatn,  octavam,  septiniam,  quintam,  decimam,  quartam. 
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Quibus  terminis  <iddendo 

44,  44,  44,     44,  45,  44,       9,     46,     44,  45 

prodeunt  numeri 

146,  97,  91,  105,  88,  89,  100,  130,  154,  94 
quos   per   S   denolalos  in  margine    posui    una    cum   variabilibus   quae   diversis 
verticalibus  respondent. 

In  quadralo  aliquo  A".  sit  S  terminiis  stellatus  seriei  horizontalis  cui 
reliquae  annexae  sunt:  ab  S  ad  quenilibel  aliuni  ierminum  slellatum  poterit 
perveniri  per  continuuni  transituni  termini  Stellali  ad  sublinealum  ejusdem 
seriei  horizontalis,  termini  sublineati  ad  sfellatum  ejusdem  verlicalis.  Pro- 
ponamus  ex.  gr.  quadratum  primum  supra  exhibilum 

Ä'.    (a+55,  6+64,  c+77,  rf-f  37,  e+75,  /+68,  g,  A+55,  «+66,  Ä+68) 
sive 


« 

ß 

y 

(J 

f 

C 

'; 

,'f 

1 

y. 

a 

128 

146* 

89 

154 

b 

96* 

c 

91* 

93 

89 

154 

d 

98* 

e 

96 

98 

93 

87* 

f 

91 

89* 

9 

91* 

h 

128* 

i 

91 

93 

89 

154* 

k 

96 

98 

93* 

87 

in  quo  solos  terminos  stellatos  et  sublineatos  seu  stellato  ejusdem  verlicalis 
aequales  (omissa  lineola)  apposui.  In  eo  quadrato  series  horizontales  omnes 
a  Serie  a  pendent,  cujus  terminiis  stellatus  est  146.  De  quo  ad  reliquos 
terminos  slellatos  sie  descenditur: 

146  154  93  96;  146  154  91„,-  146  154  93  98;  146  154  93  87; 

146  154  89;  146  154  89  91,^,-  146  128;  146  154;  146  154  93. 
Bini  termini  juxla  positi  T  el   U  sunt  stellati  tales,  ut  terminus  in  serie 
horizontali  ipsius  T,   verticali    ipsius    U  posilus   sit   ipsi  U  aequalis  sive  sub- 
linealus,  quae  est  transilus  propositi  lex.  — 
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Si  de  quadrato  .1".  proposilo  rejicitiir  lermini  S,  a  quo  proficisciniur, 
series  verticalis  et  alia  quaocurKpie  liorizonlalis,  in  quadralo  remanenle  maxi- 
monim  Iransvcrsaliiim  systenia  lacile  assignatur.  Designeiiiiis  per  TU  lermimim 
ipsi  U  aequalein  in  serie  horizonlali  ipsius  T,  verticali  ipsius  i/posilum,  alqiie 
ponamiis,  seriei  horizontalis  rejiciciidao  Icrminuni  sieilaliini  esse  <S''^',-  porro  in 
quadralo  proposilo  A".  ab  S  ad  S^^'  secunduni  legem  slabililam  Iransiri  per 
lerminos  slellatos  inlermedios  S',  S",  .  .  .  8*^"'^  llis  posilis  quadrali  pro- 
posili  A".  lermini  slellaü  reliqui  ipsi  erunt  qnadrali  rernanenlis  niaxima  Irans- 
vcrsalia;  in  locuin  auleni  ipsoruni  S',  S",  ...  S'^'  sumcndi  sunt  lermini 

SS',    S^S",    S^S'",    .  .  .    s^f^s^^ 

qui  lermini  ipsis  S',  S",  ...  S'^'  aecpiales  sunt.  Ex  hac  proposilione  colli- 
gitur,  in  quadralis,  quae,  serie  lermini  S  verlicali  et  alia  ({uacunquc  horizonlali 
rejecta,  remanenl,  eandem  fore  maximorum  Iransversalium  suminam,  videlicet 
eadem  quanlitalc  S  minorem  quam  in  quadrato  proposilo  A". 

Consideremus  quadratuni  aliquod  Ä^.  in  quo  seriei  horizontalis,  cui  re- 
liquae  omnes  annexae  sunt,  terminus  slcllatus  pertinet  ad  ;?"""  verlicalem,  quem 
terminum  dcsignabo  per  S^.  (juadralum  illud  A'^.  ipsum  est,  quod  formari 
debel,  quoties  variabiles  omnes  praeter  /  et  x^  eliminare  proponitur.  Staluamus 
porro  quadratum  A^.  provenire  addendo  quadrati  A.  seriebus  horizonlalibus 
quantitates 

«1      ,  fh      1  ■      ■      ■  lim      • 

Vocemus  0  ordincm  systemalis  aequationum  dillerenlialiuni  propositarum  sive 
summam  maximam  lerminorum  Iransversalium  in  quadrato  A.,  sitque  ()  —  S^  =  F^; 
secunduni  praecepla  supra  tradila  ad  l'ormandum  aequationum  auxiliarium 
systenia,  cujus  opc  eliminatio  proposita  praeslari  possil,  /«  aequationum  dilFe- 
renlialium  propositarum  unaquaeque  V"  eril  F^  +  Iil"^  vicibus  ileralis  diileren- 
lianda.  Cui  numero  /',+Aj'''  siguificationem  memorabiiem  Iribuere  licet.  Fit  in 
quadrato  Ä^.  summa  maximorum  Iransversalium,  quae  est  lerminorum  Irans- 
versalium summa  raaxima 

Unde  si  x"""  seriem  verlicalem,  !'■""  horizontalem  rejicimus,  secundum  pro- 
posilionem  invenlam  in  quadralo  remanenle  summa  niaxima  lerminorum  Irans- 
versalium eril 
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ideoque,  si  de  ipso  quadrato  A.  rejicitur  x'"  series  verticalis,  i'"  horizonlalis, 
in  quadrato  renianente  summa  maxima  terminorum  transversalium  erit  P^+AJ"'. 
Hinc  problematis  hie  transacti  nacti  sumus  hanc  solutionem: 

Problema. 
Infer  variabilem  independentem  /  et  m  variabiles  dependentes  x, ,  Xo, ... 
x„,  datae  sint  aequationes  differenliales 

Ui  =  0,  «2  =  0,  ...  w„,  =  0, 
quas  si  ad  unicam  aequationem  differentialem  inter  t  et  x^  revocare  po- 
stulalur,  propositas  aequationes  dilFerentiales  dilFerenliando  novae  Ibrniandae 
sunt  aequationes  auxiliares  eaeque  necessariae,  ut  earuni  beneficio  per 
solas  eliminationes  sine  ullis  uiterioribus  differentiationibus  aequatio  dif- 
ferentialis  inter  t  et  x^  prodeat:  quaeritur  quot  vicibus  ad  formandum  illud 
aequationum  auxiliarium  syslema  aequatio  n,  =  0  differentianda  sit. 

,  Solutio. 

Formelur  quadratum  m  seriebus  verticalibus  totidemque  horizontalibus 
constans;  in  a'"  vertieali,  o'"  horizontali  ponatur  ordo  differenlialis  varia- 
bilis  x^,  allissimi  quod  in  aequatione  u„  =  0  obvenit.  De  eo  quadrato 
rejecta  V  serie  horizontali,  x'"  vertieali,  in  quadrato  renianente  quaeratur 
summa  maxima  a,,,  quam  ejus  assequi  possunt  »«—1  termini  omnes 
in  diversis  seriebus  horizontalibus  et  in  diversis  vertiealibus  positi:  ad 
formandum  aequationum  auxiliarium  systema,  cujus  ope  aequatio  differen- 
tialis  inter  /  et  x„  naseatur,  aequatio  u,  =  0  iteratis  o.^  vieibus  differen- 
tianda  est.  Oui  numerus  quaesitus  a,^  etiam  aequatur  ordini  aequationum 
differentialium  provenienlium,  si  de  aequationibus  propositis  rejicimus  ipsam 
u^  =  0,  ipsam  autem  variabilem  x^  pro  eonslante  habenuis. 

Numeri  a,,,  =  P^  +  h]''  =  O  —  S.  +  Ii,"^  ipso  quadrato  Ä^_.  suppeditantur, 
quod  quomodo  e  quadrato  A'.  deducatur  doeui.  Dedi  supra  numerorum 
S^  et  li,'^  valores  exemplo  proposito  respondentes;  quibus  numeris  soluta 
habentur  centum  inaequalitatum  problemata,  videlieet  si  de  quadrato  proposilo 
simul  una  series  horizontalis  quaecunque  et  una  quaeeunque  vertiealis  rejiciunlur, 
in  quoqne  centum  quadralorum  remanentium  sunimam  maximam  terminorum 
transversalium  invenire.  Facile  etiam  in  horum  quadratorum  unoquoque  ipsi 
termini  transversales  summa  maxima  gaudentes  inveniuntur,  si  ea  repelis, 
quae  supra  de  modo  a  termino  S  quadrati  A".  ad  alium  quemlibet  stellatum 
S'^'  per  terminos  stellatos  intermedios  transeundi  tradidi. 
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§.  5.        .  ■       '      ■      ••■- 

Conditio  determinatur,  qua  fiat  ut  systematis  aequationum  differentialium 
propositi  ordo  deprimatur. 

Casibus  particularihiis  eveuire  polest,   ul   ordo   systematis  aequationum 

differentialium  non  ascendal  ad  valorem  summae  maximae  lerminorum  quadrati 

A.  transversalium.    Qui  Habitus  aequationum  parlicularis  certa  conditione  analylica 

indicatur.     Sit  rursus  x)  '''-^  differentiale  variabilis  x^  altissimum  quod  in  aequa- 

lione  M,  =  0  iuvenitur ;  differentialium  partialium 

^u^  ^u^  du, 


4 


ai,'^'""^ 

1 

du.^ 

öi«^""^ 

•) 

ÖMm 

fingo  Determinans,  ejusque  terminos  lantum  hos 

du,  du.,  du,,, 


+ 


"i 


i'  t"  Avi) 


conservo,  in  quibus  aggregatum  ordinum 

«i,i'  + "2,  i" +  •••  +  %»"») 

valorem  maximnm  0  adipiscitur;  reliquos  omnes  Determantis  terminos  rejicio. 
Terminorum  remanenlium  aggregatum  quod  quodammodo  est  Determinans 
mutilatum  designo  per  V,  erit 

y  =  0 

conditio  qua  deßnitur,  aequationum  differentialium  propositarum  systema  habitn 
parliculari  indutum  esse,  quo  ßat  ut  ordo  ejus  deprimatur. 

Non  evanescente  v,  ordo  systematis  semper  valorem  0  theoria  generali 
a  me  proposita  assignatum  assequitur.  ()uantitatem  V  voco  systematis  aequor- 
tioHum  differentialium  propositarum  Determinans. 

In  exemplo  nostro  lit 

du,        du,       du,       du,.       du.        du^ 


V  = 


Ö<"    dxf'   dxf''   öxf   dxf'>    öxf' 


4    ÖM3      ÖMg  du^      du^    )  l    ÖM5     du,  „         du,  „     du^ 
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Hujus  formulae  quatuor  lermini,  qui  resolutis  iincis  proveniunt,  re- 
spondent  quatuor  supra  a  nie  investigatis  systeraatis  terminorum  quadrati  A. 
transversalium  summa  maxima  gaudentium.  Quoties  igitur  in  exemplo  nostro 
neutra  locura  habet  aequationum 

ÖM,       du.  du„       du. 


du^      du,„        du(un     du^ 


Hl") 


dx['''   dxi'''      dxT'  öx'f' 


0, 
0, 


aequationum  differentialiura  propositarum  systema  est  ordinis  508 ,  sive  508 
Constantibus  Arbitrariis  earum  integratio  completa  afficltur.  Si  vero  duarum 
aequationum  antecedentium  altera  locum  habet,  systematis  ordo  valore  508 
inferior  manet.  Quo  casu  aequationes  difTerentiales  propositae  praeparatione 
quadam  egent,  quae  facta  esse  debet,  antequam  procedas  ad  tractandas  aequa- 
tiones differentiales  propositas.  Systematis  aequationum  dilFerentialium  propo- 
sitarum Determinans  non  evanescere  est  conditio,  cui  nisi  satisfactum  sit,  ejus 
ordinem  determinare  non  licet.  Quoties  inaequalitalum  problema,  terminos 
quadrati  A.  transversales  summa  maxima  gaudentes  determinandi,  nnicam  solu- 
tionem  habet,  ordo  systematis  aequationum  differentialium  propositarum  sum- 
mae  illi  maxiraae  aequatur  neque  fieri  potest  ut  inferior  evadat.  Tum  enira 
systematis  Determinans  unico  termino  constat  neque  potest  evanescere. 
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